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Résumé. Nous exposons ici quelques propriétés élémentaires autour des exposants critiques des
groupes discrets d’isométries en courbure strictement négative et pincée. Nous rappelons quelques
résultats essentiels et présentons quelques outils classiques utilisés sur ce sujet.

1 Exposant critique et série de Poincaré

Nous considérons une variété compléete simplement connexe X a courbures sectionnelles pincées
—b? < K < —a? < 0 (et plus généralement un espace métrique CAT(-1) propre). Nous fixons une
origine o de X ; la distance entre deux points x et y de X est notée (x,y). Enfin, 0X désigne le
bord visuel de X et I’on pose X := X UJX.

Nous considérons un groupe Kleinien de X c’est-a-dire un groupe discret I' d’isométries de X
préservant 'orientation. Nous supposerons pour simplifier que I' est sans torsion : ses éléments
sont donc, soit des isométries paraboliques, soit des isométries hyperboliques.

L’orbite I' - 0 s’accumule sur 0X ; 'ensemble de ses valeurs d’adhérence est appelé ensemble
limite de T et est noté Ap. Cet ensemble contient 1,2 ou une infinité non dénombrable de points
; dans le premier cas, I' est parabolique, dans le second cas il est cyclique et engendré par une
isométrie hyperbolique et dans le dernier cas, il est dit non élémentaire et il contient en particulier
des sous-groupes libres du type F? (par exemple des sous-groupes de Schottky).

On étudie le comportement de la fonction orbitale de I' définie par :

Ve,y € X,YVR>0 Nr(z,y,R):=8{yeTl:(x,v-y) <R}

1
(on écrira pour simplifier Np(R) := Nr(o, 0, R)). L’exposant lim sup = In Np(«x,y, R) ne dépend ni
R—+00
de x ni de y.

De I'hypothese de pincement, on déduit que I’entropie volumique hyo(X) de X est finie (avec
a(N —1) < hyo(X) < b(N —1) ou N est la dimension de la variété [7]) ; il en est de méme pour
Pexposant critique de I" puisque 'on a o < hyo(X).

On peut aussi considérer la fonction “annulaire” suivante :

Ve,y € X,VR,A>0 np(R,A):=8{yeT:R-—A<(z,y7-y) <R+ A}

1
(on écrivant de méme nr(R, A) := np(o,0, R, A)). Comme ci-dessus, l’exposant lim sup = In Np(z,y, R)
R—+o00
ne dépend ni de = ni de y.

Grace au lemme élémentaire suivant, nous avons en fait les égalités

1 1
limsup — In Np(R) = limsup — Innp(R, A).
R—400 R R—400 R
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Lemma 1.0.1 Soit (up)n>0 une suite de réels positifs telle que Zun = +o0 ; on pose U, =
n>0
ug+- - +up pour tout n > 0. Alors, pour tout s > 0, les séries Z upe” " et Z Une™ " convergent
n>0 n>0
ou divergent simultanément. En particulier, elles ont le méme exposant critique u, donné par

1 1
u := limsup — Inu, = limsup — InU, > 0.
n—+oo N n—+oo N

1 1

L’exposant or := limsup — In Np(R) = limsup — Innp(R, A) est aussi appelé exposant de Poincaré
R—+00 R—+00 R

de I, ou exposant critique de I' ; en effet, la série dite de Poincaré définie par

Ve,y € X,Vs >0 Pr(x,y,s):= ZQ—S(LB,WJ)
vel

diverge pour s < dr et converge pour s > dr.
Exemples

e SiI'= (h) ou h est une isométrie hyperbolique, son exposant critique est nul (noter que la
“limsup” est en fait une limite et que la série de Poincaré diverge en 0).

e Dans H?, notons p l'isométrie parabolique z — z + 1 ; un calcul explicite en géométrie
hyperbolique donne (i,p" - i) = (i, +n) = 2Ilnn 4+ O(1) si bien que 'exposant de (p) vaut
%. Noter que la “limsup” est aussi une limite ici et que la série de Poincaré de (p) diverge

en 1/2. Remarquer aussi que si la courbure est constante égale & —b?, ’exposant critique du

groupe (p) devient alors égal & b/2.

e On peut modifier la métrique hyperbolique de H? de facon & avoir des larges bandes 2 & 2
disjointes {z : a, <Imz < b,}, avec b, < an+1, out la métrique est alternativement a courbure
—a? ou —b? (avec b > a) Si la largeur des bandes b, — a, croit suffisamment vite, on aura

alors

el . 1
%IEJIFI;ERIDN<I,>(R)ZQ/2 < lflzriilgEmNW(R):b/z

e SiT est co-compact dans H?, d > 2, son exposant critique vaut d — 1 ; il en est de méme en
courbure variable, la valeur d — 1 étant alors remplacée par I’entropie volumique de X, définie
par

hyol (X)) := lim sup L In Vol(Bx (o, R)) (1)

R——+o00

et la “limsup” est une limite dans ce cas. Cet argument provient de [10] ou il est démontré
que I'exposant critique d’un tel groupe coincide avec ’entropie topologique du flot géodésique
sur le fibré unitaire tangent de la variété compacte considérée (cet argument a été repris par
ailleurs par G. Robert [12] pour étudier la croissance des groupes hyperboliques). Donnons
quelques précisions : on choisit un domaine fondamental D pour I'action de I', domaine que
I’on peut supposer relativement compact et dont on note A le diametre, on a alors

U v-D C B(o,R) < U y-D.
~v€l'/(0,y-0)<R—A ~v€l'/(0,y-0) CR+A



L’égalité (1) s’en déduit immédiatement ; le fait que la “limsup” soit une limite vient du fait
que, si 'on pose u,, := nr(n,2A), on a, a une constante multiplicative pres,

Uptm < UpUm-

Il vient
()™ = w = inf (u,)/" = €r (2)
n>1
e SiT est un réseau non uniforme de H¢, d > 2 (ie vol(H?/I") < 400 mais H¢/T" non compact),
son exposant critique vaut d — 1; il en est de méme en courbure variable 1/4-pincée (ie
b? < 4a?) la valeur d — 1 étant remplacée 13 aussi par 1’entropie volumique Ao (X) de X (voir
[4]()). Attention, lorsque la courbure n’est plus 1/4-pincée, on peut avoir dp < hyoy(X).

Une premiere question naturelle est de savoir si la “limsup” est une limite ou non ; la réponse est
“non” de facon générale, comme ’exemple du groupe parabolique ci-dessus le suggere. Cependant,
des que I' n’est pas élémentaire, nous avons le

Théoréme 1.0.2 (T. Roblin [13] & D. Sullivan [16])Si T est un groupe non élémentaire, alors,
pour tous x ety de X, on a

1
= 1 —In N, .
5F R—1>I—Eoo R n F(Z‘, Y, R)

De plus, il eziste une constante C := C(I',z,y) > 0 telle que
Nr(z,y, R) < Cer &,

La premiere assertion de ce théoreme est due a Th. Roblin, tandis que la seconde découle du
célebre “lemme de I'ombre ” de Sullivan ; la démonstration de ces deux assertions repose sur
I’existence de densités conformes et la construction de Patterson de telles familles de mesures. Nous
proposons ici une approche radicalement différente et élémentaire ([6]) qui permet en particulier
de comprendre certains phénomenes qui apparaissent lorsque X est remplacé par un revétement
normal non simplement connexe.

Démonstration. On utilise de fagon cruciale le lemme classique suivant (voir par ex [2]) qui découle
du fait que la courbure est pincée :

Lemma 1.0.3 Pour tout 0 > 0, il existe une constante D > 0 dépendant de 6 et de la borne
supérieure de la courbure —a?, telle que pour tout triangle géodésique T de sommets x,y,z € X et
dont l’angle en y est plus grand que 6 > 0, on a

d([L’, Z) > d((E, y) + d(y7 Z) - D.

On fixe A >0,a,b >>Aeta,f €l telsquea—A < d(o,a-0) <a+Aetb—A <d(o,3-0) <
b+ A.

*I'idée de base est que pour toute horoboule H et tout point x sur I’horosphere H, I'ensemble B(z, R) N H
est approximativement égal & la boule de rayon R/2 intérieure & H et tangente en x & OH ; son volume est donc
comparable & celui d’une boule de rayon R/2 et n’influe donc pas sur la croissance du volume global lorsque la
courbure est 1/4-pincée



Le groupe I" étant non élémentaire, il posséde un sous-groupe de type #-Schottky H = (hy, ha)
avec 0 > 0 () ; on peut alors, selon la position relative des points ™' - 0 et - o, associer de facon
unique au couple (a, 8) un couple (¢, 3), avec o = ahlﬁ, et de telle sorte que I'angle en o du
triangle (a/)~! -0, o, B0 soit > fy > 0. D’apres le lemme précédent, on a approximativement

(0,0'B-0) ~a+hb.

Remarquons par ailleurs qu'il existe un entier M > 1 tel que tout élément v € T" vérifiant (o, - o)
a + b se décompose en au plus M fagons distinctes de la forme v = o/ avec (0,0’ - 0) ~

(0,8-0) ~0b.

On prouve ainsi 'existence d’une constante C' > 0 et d’un entier k > 1 tels que

k+l+k
Vk,l >>0 upuy < C Z U;
i=k+l—k
ou l'on a posé uy := nr(k, A) pour tout entier & > 0. Lorsque la suite (ug41/ug)r>1 est majorée(d),
on voit, quitte & changer u; en C'u; avec C' > 0, que la suite (uy)g est sur-multiplicative ; on sait

. 1/k - 1
alors que la suite (uk/ )i converge vers sa borne supérieure. Le lemme s’en déduit.
Plus généralement, on a le résultat suivant qui permet de terminer la démonstration du théoreme

Fait 1.0.4 Soit (un)n>0 une suite de réels positifs (non tous nuls) vérifiant

k+l+k
VI >k upu < Z U;
i=k+l—k

ou k > 1 est un entier fiz€ et 'on pose Uy, := ug + -+ + Up,.
1

La suite (U )n>0 converge alors vers un nombre u > 1 et il existe une constante C' > 0 telle
que Vn >0 u, < Cu”.

On pose Uy := ug + - - - + ux pour k > 0 et on obtient
Ve, 1 >0 uU <C(26+ 1)Ukyigr.
Quitte a multiplier chaque terme wu; par une constante strictement positive, on peut écrire
Ve, 1 >0 uplU; < Upyipg. (3)
d’ou 'on déduit, pour tout ¢,b >0et 0 <r <b
Utbtr)gr+r = WrUprr)g = WrtpUppr)(g—1) = -+ = ur(up)?

et donc, en posant m := (b+k)qg+r+ kK

1

(Un)™ = () (). 4)

3le terme #-Schottky signifie que, pour tous mots “admissible” h et h’ en les lettres hfl et h;ﬂ et dont les premieres
lettres different, I’angle en o du triangle o, h-0,h’ -0 est > 0
4cette propriété est vérifie en particulier lorsque I' est co-compact ou plus généralement convexe co-compact

3l




On obtient, en faisant tendre ¢ puis b vers +oo

1
liI_Ii_l inf (Um> " > limsup (ub) =

b—+o0

=

1

avec u > 1 car up > li.s.). Comme 1imsup(un>" = limsup(Un> , on conclut que u =
n—-+o0o n—-+o0o

3=

1

lirf (Un> " d’ott la premiere assertion du Théoréme. L’inégalité (4) nous donne alors, en faisant
n——+0o0

tendre g vers +oo
1
Vb >0 u> (up)bts

et la seconde assertion du Théoreme s’en déduit.JQuestion : A-t-on aussi %m inf (np(R, A))V/F =
—+00

lim sup(nr(R, A))I/R ¢ La réponse semble étre “Non”, il faudrait donc caractériser les groupes qui

R—+o00

vérifient cette €galité et donner des exemples explicites de groupes qui ne la vérifient pas.

2 Groupes divergents et trou critique

On dit qu’'un groupe discret I d’isométries de X est divergent lorsque sa série de Poincaré diverge
en s = dr ; dans le cas contraire on dit que I' est convergent.
Exemples

e L’exposant critique du groupe élémentaire (h), ol h est une isométrie hyperbolique de X, est
nul ; ce groupe est donc divergent.

e L’exposant critique du groupe élémentaire (p), engendré par I'isométrie parabolique z — z+1
de H? vaut 1/2 puisque (i,p" - i) = 2Inn + O(1) ; de plus ce groupe est divergent.

e Il existe en courbure variable des groupes paraboliques convergents (voir [3])

e Les groupes co-compacts ou convexe co-compacts sont divergents ; cela se déduit d’un résultat
général sur les mesures conformes, via encore une fois le lemme de 'ombre de Sullivan. On
peut aussi le démontrer en utiliant (2) qui entraine immédiatement wu, = ¢ () et la
divergence du groupe s’en déduit immédiatement.

2.1 Un critere simple de séparation des exposants

Le calcul explicite de I'exposant critique d’un groupe kleinien s’avere étre une question souvent
délicate. Une question plus accessible est déja de comparer 'exposant critique d’un groupe avec
celui de ses sous-groupes et de dégager un critere qui assure que 1’on a une inégalité stricte.

Théoréeme 2.1.1 [3] Soit I un groupe kleinien et H un sous-groupe de I' tel que
1. Ag # Ar

2. H divergent

Sotl la notation a, > by, signifie que la suite (bn /an)n est majorée



Alors, on a dyg < or.

Démonstration. On trouvera dans [3] une démonstration reposant sur l'existence de densité or
conforme. Nous développons ici 'argument élémentaire suivant, reposant sur la construction d’un
sous-groupe de I' qui soit le produit libre de H avec un sous-groupe élémentaire de I' engendré par
une isométrie hyperbolique dont les points fixes n’appartiennent pas a H.

En effet, soit £ € Ar\ Ay ; le point £ étant un point ordinaire de H, il existe un voisinage ouvert
U de & tel que U N Ay = (). Laction de H sur son ensemble ordinaire étant propre et discontinue,
on peut supposer, quitte a réduire U, que

Vhe H h#id  h(U) C0X \U. (5)

Par ailleurs, ’action de I' étant minimale sur Ar, I'orbite d’un point fixe d’une quelconque de ses
isométries est dense dans Ar, elle rencontre donc U. On en déduit alors l'existence de v € I'\ H
dont le point fixe attractif appartient & U ; quitte a remplacer v par 4" avec n grand, on peut
supposer que 7y envoit I'extérieur de U dans U (que 7 soit hyperbolique ou parabolique).

Si on prend alors un élément hyperbolique 7' € T" dont les points fixes sont distincts de ceux de
~, et donc extérieurs & U quitte a réduire U, I'isométrie g := v"y'y~" a ses deux points fixes dans
U, en remplacant si nécessaire g par une de ses puissances, on peut supposer que

g (OX\U) CU. (6)

Le sous-groupe G de I" engendré par H et g est alors un produit libre : il contient en particulier
tous les mots de la forme highog---hrpg avec k > 1 et h; € H \ {id}. On a alors, pour tout s > oy

Pr(s) > Pr(s)

> Z Z efs(o,hlghzg---hk-o)

k>1 ha, hy
> Zefsk(o,g-o) Z efs(o,hl-o) N, efs(o,hl-o)

k>1 hi, hg

k

> Z<e—s(o,g.o) % Z e—s(o,h.o)>

k>1 heH*

k

> Z(efw,g-o) 3 e—s(o,h-@) ,

k>1 heH*

Le groupe H étant divergent, on peut choisir sg > dy suffisamment proche de g de telle sorte que
e—0u(0,9°0) % ZheH* e—50(0h0) 5 1 g bien que Pr(so) = +o0 ; il vient or > sp > 0g.

Attention ! les deux conditions de ce théoréme ne sont pas nécessaires, mais ’on 1’on en est pas
tres loin ! En effet

e Supposons H convergent et Ay # Ap. On reprend la construction ci-dessus et ’on montre
que le groupe G,, = H * (g") devient convergent lorsque n est assez grand (utiliser le Lemme
1.0.3, voir [3] pour la construction de groupes non élémentaires de et convergents).

e Sile groupe H est divergent et normal dans I', on a Ay = Ar et o = 0 ([11], voir Théoréme
3.0.4).



La question de la convergence/divergence d’un groupe Kleinien est intéressante a plus d’un
titre; on renvoit le lecteur a [14] ou 'on trouve par exemple pour illustrer ce propos le théoreme de
dichotomie de Hopf, Tsuji & Sullivan avec une démonstration précise.

Le théoreme précédent permet aussi d’exhiber de facon simple des exemples de groupes conver-
gents. Consiérons par exemple un groupe de Schottky I' engendré par deux isométries hyperboliques
a et (et notons G le sous-groupe de I" engendré par la famille de transformations {a~"5a™/n > 0}.
Les groupes G et H := o~ 'Ga sont conjugués, ils ont donc le méme exposant critique & et sont
de méme type (ie convergents ou divergents). Par ailleurs A¢ C Ay puisque G C H mais 'on a
Ag # Ap car les points fixes de 8 appartiennent & Ay mais pas a Ag. Les groupes G et H sont
donc convergents, d’apres le théoreme ci-dessus.

2.2 La question de la croissance forte

On considére un groupe Kleinien I' et IV un sous-groupe normal de H. Le groupe quotient I' := N\I"
est le groupe des isométries du revétement Riemannien normal X := N\X de I'\X, muni de la
métrique “quotient”

dist(z,y) := inf{(Z,n-y)/n € N}.

On note &p I'exposant critique de T’ pour la métrique correspondante ; on a ép < Jr, et se pose alors
de fagon naturelle la question d’un critere assurant que cette inégalité est stricte. Cette question
peut étre vue comme la transposition dans un cadre Riemannien de celle de la croissance forte des
groupes de type fini, posée par R. Grigorchuk et P. de la Harpe dans [8] (6). En reprenant les
arguments développés ci-dessus, on peut montrer que si I' est divergent pour la métrique quotient,
alors on a dp < dr ([5]). 11 faut donc pouvoir préciser si ' est divergent ou non.

2.3 Sutr les groupes géométriquement finis

Nous avons vu dans le paragraphe précédent des exemples de groupes divergents ; outre certains
groupes élémentaires, les groupes co-compacts ou convexe co-compacts sont divergents.

Curieusement, il est assez délicat de décider si oui ou non un groupe non élémentaire I' est
convergent et divergent. Une fois étudiée la classe des groupes co-compacts ou convexe co-compacts
il est naturel de poser la méme question pour les réseaux non uniformes et leur généralisation
naturelle : les groupes géométriquement finis.

Introduisons quelques notations nécessaires pour définir cette large classe de groupes kleiniens.On
note C'(Ar) l'enveloppe convexe de Ar; cet ensemble est invariant sous I’action de I' et le quotient
N(I') = C(Ar)/T est le coeur de Nielsen de la variété I'\X. On notera N(I') un e-voisinage de
N(T'). Quand l’ensemble N(I'") est relativement compact ; on dit que I' est convexe co-compact.
On dit plus généralement quel’ est géométriquement fini lorsqu’il existe € > 0 tel que N, soit de
volume fini.

La perte de compacité de N, se traduit par appparition dans Ar de points limites non coniques
: les points paraboliques bornées.

5si S est un ensemble fini de générateurs d’un groupe G, S I'ensemble correspondant dans G et si ’on munit G de

1
la métrique des mots |.| relativement & S, on pose wg,s = m (ﬂ{g/|g| < n}) " et l'on dit que G est A croissance
o0

i
s
forte relativement & S si 'on a wg g < wg,s. On montre aisément que les groupes libres sont a croissance forte, il en
est de méme pour les produits amalgamés et les groupes hyperboliques [?] ; cette question est d’ailleurs étroitement

a celle de la croissance des sous-shift de type finie avec mots interdits (voir par ex. [9])



Rappelons qu’un point £ € Ar est dit conique (ou “radial”) lorsque le segment géodésique [o, )
possede un voisinage qui contient une infinité de points de l'orbite I' - 0 et il est dit parabolique
borné si son stabilisateur P est constitué d’isométries paraboliques et agit de fagon relativement
compacte sur Ap — {{}.

Quand Ar ne contient que des points coniques, le groupe I' est convexe co-compact.

Rappelons que la finitude géométrique peut étre caractérisée de fagon équivalente comme suit :

- pour tout € > 0 le volume de N(I") est fini.

- pour tout € > 0, la partie e-épaisse N (')~ est relativement compacte.

- le groupe I' contient un nombre fini de classes de conjugaison de groupes paraboliques dont
les points fixes sont bornés.

- le coeur de Nielsen N(I') peut se décomposer en Cop U Cy--- U C) ou Cp est un ensemble
relativement compact et ou, pour chaque ¢ = 1,--- [, il existe un groupe parabolique P; C I et
une horoboule H; basée en ¢; tels que C; soit isométrique au quotient de H; N C(A(T")) par le
groupe P; (notons que le point fixe §; de P; est alors nécessairement borné, que le groupe P; agit
sur C(AG) N OH; ou OH; désigne I'horosphere qui borde I’horoboule H; et que cette action admet
un domaine fondamental relativement compact).

Nous avons alors le

Théoréme 2.3.1 ( [16], [2]€ [3]) Soit T un groupe géométriquement fini tel que, pour tout sous-
groupe parabolique P de T' on ait ér > dp. Alors T’ est divergent.

L’approche initiée par D. Sullivan et développée jusqu’alors pour démontrer ce résultat repose sur
Iexistence d’'une densité conforme de dimension dr et invariante par I' ; or, la définition méme
de la finitude géométrique, avec une partie épaisse relativement compacte, et une partie fine sur
laquelle la dynamique de I' est tres simple a controler, fait espérer un autre argument de type
sous-additivité, comme dans le cas compact ou convexe co-compact.

Pour ce faire, nous fixons § €]0%;dr[ (ou 07 désigne le maximum des exposants critiques des
sous-groupes paraboliques de I') et nous introduisons la quantité vr(R, A) définie par

or(R, A) := e °Fnp(R, A).

De part le choix de 6, on a
| R,A
limsupM =or—6>0. (7)
R—4o00 R
Pour tous réels a,b > 0 et A > 1 assez grand (supérieur au diametre de la partie épaisse Cp), on a

vr(a + b, A) gc-( 3 Up(k,A)) : ( 3 vp(l,A)> (8)

0<k<a 0<i<b

oll ¢ est une constante > 0.(7).
Posons alors pour simplifier w,, :=
L’inégalité

%(;A)’puis W, i=wi+---+w, et Wn =14Wi4-- +W,,.

VYn,m>1 wWpem < Wy, x Wy,

"Pour démontrer cette inégalité, on fixe v tel que -0 se trouve dans 'anneau {x/a+b—2A < (0,2) < a+b+2A},
on pose (0,7-0) =a+b+2A avec —A < A < A et 'on note z le point du segment géodésique [0, - 0] qui se trouve
a distance a + A de o ; on somme alors sur u < a et v < b, ot u ( resp. v) représente la distance a parcourir a partir
de z sur le segment [z, 0] (resp. [z, - o] pour sortir de la zone mince de la variété quotient



entraine successivement W, ., < WnWm puis f/n+m < VnWm Ainsi, la suite (In Wn)n est sous-
additive et I'on a _
InW, In W,
lim - " = L :=inf nWn

n—+o0o N n>1 n

En particulier W,, = el et la série 3, 5, Wye " diverge.

On déduit alors du Lemme 1.0.1 que les séries >, o, Woe ™™, 30 o Whe ™™ et Y, o wye ™"
admettent L comme exposant critique. L’inégalité (7) donne L > 0 si bien que ces trois séries
divergent en L. L’exposant critique de la série Y -, nr(n,A)e™" est donc ér = L + ¢ et cette

série diverge en dp.0]

Remarque 2.3.2 De ce qui précéde, on déduit que Wy, = e et done W,, = eLTn On peut en fait
affiner cette derniére inégalité en combinant Uestimation W, = el avec linégalité W,, < e™ (cf
Théoréme 1.0.2 ) : on peut ainsi obtenir de fagon trés élémentaire l’encadrement suivant

e < Np(R) < e

3 Mesure de Patterson et exposant critique

On appelle densité sur 0X une famille 4 = (pz)zex de mesures positives finies sur 0X. Une
telle densité est dite conforme de dimension & > 0 lorsque pour tous z,z’ € X, la mesure
est absolument continue par rapport a u, et que sa dérivée de Radon-Nikodym est donnée par la
formule p
Ha! __—8(Be(a\x)
= 5 —e e (X,
dum( )

ou Be(a', x) désigne la fonction de Busemann en & définie par

Be(2', x) := lim (2, 2) — (z, 2).

z—E&

Cette densité est dite invariante par I' si pour tout v € I" et tout x € X on a
&
Y Hyx = Hzx

ou la mesure y*u, est définie par v*u,(A) = pg(vA) pour tout borélien A de 0X.

On note Conf(I',0) 'ensemble des densités conformes I'-invariantes et de dimension ¢, avec la
condition de normalisation ||, || = 1.
Rappelons le procédé de Patterson permettant de montrer que Conf(I',dr) est non vide. Pour
chaque s > dr et chaque point z € X on note p; ,, la mesure orbitale

1

m Z exp(—s(z,7 - y))eyy

yel

s
H.’I,y -

ol €,., désigne la masse de Dirac en 7.y. Lorsque le groupe I' est de type divergent, toute valeur
d’adhérence (pour la topologie de la convergence étroite) de la famille (43 ,)xy,s est portée par Ar;



on peut alors montrer que lorsque s — Jdr par valeurs supérieures la famille de mesures (2 y) s
b
converge étroitement vers une mesure (i, , portée par Ar et vérifiant les deux conditions suivantes

/le,’y(') - exp(_éB(x/7‘r))/’[/x’y() et g*,um,y = //Lgil"r,y

oll g*fiz,y est la mesure sur 0X définie par g* sy (B) = pzy(9B) pour tout borélien B de 0X. On
dit que la famille (p12.4)zex est une densité I'-conforme d’exposant or.

On a vu qu’il peut étre délicat de montrer qu’'un groupe I' est de type divergent ; D. Sullivan a
établi cette propriété pour les groupes géométriquement finis, en étudiant le type des densités Jr-
conformes de ces groupes. Pour ce faire, il faut pouvoir construire de telles densités dp-conformes,
sans savoir a priori si I' est de type convergent ou divergent ; en utilisant un argument du a
Patterson, on modifie 1égérement la série de Poincaré en posant

x y Y, S Ze ﬂy)h (x,’yy))

gel

olt h est une fonction croissante de RT dans R* telle que les séries Pp(x,y,s) et Ph(z,y,s) aient
le méme exposant critique et

Vi > 0,3t, > 0,Vt > t,,Vs >0 h(t+s) < h(t)e".
Intéressons nous maintenant aux propriétés locales d’une densité I'-conforme. Nous avons le

Lemma 3.0.3 (-Théoréme de l'ombre de Sullivan-) Soit I' un groupe non élémentaire et p une
densité I'-conforme d’exposant «. Il existe C > 1 et ro > 0 tel que pour tout r > rg et tout g € I’

on ait
ée—ad(o,y.o) < /ix,y(Om('y . o,r)) < Ce—ad(o,w-o)—l—?oc‘

Soulignons en cependant quelques conséquences importantes :

e en remarquant que pour tout A > 0, la famille des ombres O, (y-0,7) avecy € 'et R— A <
(0,7-0) < R+ A forme un recouvrement a multiplicité uniformément bornée par rapport a
R, on montre que I'existence d’une densité I'-conforme u d’exposant « entraine

t{y €T/(0,7-0) < R} < eFF

et donc « > dr par définition de I'exposant de Poincaré de I'. Il n’existe donc pas de densité
I'-conforme d’exposant < dr.

e Pensemble radial de T est égal & AT := U, limsup O,(7-0,7) ; par conséquent, si Z e—adloo
'y'y—egoo n>1
(ce qui est le cas lorsque o > dr) alors toute densité a-conforme donne une mesure nulle a

rad
Arad.

e lorsque I' est divergent, on montre que u%y(Af“d) > 0 et que cette propriété entralne
I'ergodicité de l'action de I' relativement & la famille (gyy)z,. Ainsi, dans ce cas, il ex-
iste, a une constante multiplicative pres, une unique densité dp-conforme ; en particulier,
chaque mesure (i, , construite ci-dessus ne dépend ni du point y ni de la sous-suite (sx); qui
a permis de la construire.
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e Lorsque I' est co-compact ou plus généralement convexe co-compact, on peut montrer que
Conf(T',8) # 0 si et seulement si dr ; dans le cas contraire, Conf(I',§) # () pour tout § > dr.

Remarquons que pour tout élément g du normalisateur N (I') de I' dans le groupe des isométries
de X et toute densité u € Conf(T,d), la famille de mesures (v7),ecx définie par

g._ L
" Mgl o ¥
appartient aussi & Conf(T,§)(®)

Supposons I' divergent. L’ensemble Conf (T, dr) est alors réduit & un point (noté (uz).ex) et
Pon a (vf)z = (pte)z pour tout g € N(I'). Ainsi Conf(N(T),dr) # 0. Par conséquent o > dy(r)
et donc en fait or = o ().

On a ainsi montré le

Théoréme 3.0.4 [11] Soit I' un groupe kleinien divergent et G un groupe kleinien qui contient T’
comme sous-groupe normal. Alors ép = 0g (et G est aussi divergent).

Plus généralement, Th. Roblin a introduit la notion de principe des ombres définie comme
suit : On dit que le sous-ensemble Y C C(Ar) C X invariant sous laction de I" vérifie le principe
des ombres en 0 > dr si pour toute densité u € Conf(T',0) et tous x,y €Y on a

1 5z s
Sl lle™ ) < o (On(y,1) < Clly e

ot r et C sont des constantes positives ne dépendant que de'Y et de & (et non de x,y et p).

D’apres le Lemme de 'ombre de Sulivan, l'orbite I' - o0 satisfait au principe des ombres ; plus
généralement on peut aussi considérer ’orbite de o sous I'action du normalisateur de v puisque 1'on
ale

Théoréme 3.0.5 Soit N(I') le normalisateur de I' dans le groupe des isométries de X. Alors,
l’ensemble N(T') - o vérifie le principe des ombres pour tout & > Jr.

La démonstration est analogue a celle du lemme de Sullivan ; on utilise de fagon cruciale le fait que
pour tout u € Conf(T',d) et tout g € N(I') la famille (19),cx définie par la formule (9) est une
densité d-conforme.

Le fait qu'un ensemble I'-invariant Y satisfasse au principe des ombres entraine que la suite
(Ilgey ) yey croit de fagon controlée. En effet, on a le

Théoréme 3.0.6 Soit N(I') le normalisateur de T’ dans le groupe des isométries de X . Alors, pour

toute densité p € Conf(T',0), l'exposant critique de la série Z Hug.OHe_s(O’g'o) est inférieur ou
geN(T)

€gal a 9.

qui admet de facon immédiate le corollaire suivant

8il suffit de vérifier que 19 est invariante par I' ; pour tout v € T', on a gy = 7g avec 5 = gyg~ * € I ; le fait que p
est ['-invariante entraine la suite d’égalités suivantes

V'V e =79 Bgyva = 97 Hgrva = 9 51970 = G Moo = Vi.
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1
Corollaire 3.0.7 Pour tout groupe kleinien I' de X on a dr > §6N(p).

De plus, si N(T') est divergent alors cette inégalité est stricte.

Posons pour simplifier G := N(I'). La premiére assertion de ce corollaire est une conséquence
directe du Théoreme précédent. Pour la seconde assertion, on raisonne par ’absurde, on suppose
que § = dp = dg/2, on note v 'unique élément de Conf(G, ) et 'on considere un élément u de
Conf(T,dr) que 1 on suppose ergodique. Puisque G est divergent, v, est portée par Agld(r) pour
r assez grand . Si B est un borélien de X, on choisit un ouvert V' le contenant et on note Z
l’ensemble des points z de G - o tel que Oy(z,r) C V ; par un argument de type recouvrement de
Vitali, on peut extraire de Z une sous famille finie Z* telle que les ombres correspondantes O,(z, r)

soient deux a deux disjointes et U Oo(z,7) C U O,(z,57). On a alors

z€Z z€Z*
vo(B) = vo(BNAFEY(r)) < > vo(Oo(z,57))

ZEL*

< Z e—éc(o,z)
zEZ*

_ Z 67261*(0,2)
zeZ*

<Y lylle )
zZEZ*

= ZUO(OO(Z’T))
zEZ*

= (V)

11 vient v,(B) < po(B), Pouvert V étant arbitraire, et donc v, = ¢(.)u, pour une certaine densité
¢ > 0. Or, pour tout vy € I" on a

Py - €) = p(€)e” 0 —omBOroo) yy (de)  p.s.(9)

La mesure pu, étant ergodique, la fonction quasi-invariante ¢ est po,-p.s. strictement positive ; les
mesures [, et v, sont donc équivalentes et par conséquent quasi-invariantes par G. L’ergodicité
de p, montre que p est construite a partir d'un caractere de G/I" ce qui entraine de facto § > dg.
Contradiction.l]

On a donc % < dr < dn(p), la premicre inégalité étant stricte des que G est divergent. Par
ailleurs, on a vu que si c’est I' qui est divergent alors ér = dg-.

Ainsi, si or € [%G, dc[, le groupe T est convergent ; par contre lorsque ér = d¢, on peut avoir I'
convergent ou divergent (voir les revétements abéliens de variétés compactes).

On a aussi le

9pour toute fonction borélienne positive ¢ sur X on a d’une part

/ By E)vo(de) = / P(E)vyo(de) = / Y(E)e B0y (dg) = / P(E)e DB (€)1, (dE)

et d’autre part
[ ot ematde) = [667196€n0(d6) = [0(€)80- e ()

d'ott ¢y - &) = ¢(&)e” PGB0y (dE)p.s.
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Théoréme 3.0.8 Si N(I')/I" est moyennable, alors ér = n(x)-

La réciproque de ce théoréme est partiellement démontrée lorsque G := N(T') est convexe co-
compact (travail de R. Brooks, dans H"! avec la condition dg > n/2 [1]) ; la question de savoir
si la réciproque est vraie pour tous les groupes convexe co-compact, et plus généralement pour les
groupes géométriquement finis, reste ouverte actuellement.
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