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Résumé

Exercices pour approfondir certains aspects de l’électrodynamique
classqiue.
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1 Exercice sur les transformations de Lorentz

Soit la transformation de Lorentz

t′ = t coshφ+ x sinhφ
x′ = t sinhφ+ x coshφ
y′ = y
z′ = z

(1)

On définit x′µ ≡ (t′, x′, y′, z′) et xν ≡ (t, x, y, z).
Sous forme matricielle :

x′µ = Λµ
ν (φ)xν (2)

où

Λµ
ν (φ) ≡


coshφ sinhφ 0 0
sinhφ coshφ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (3)

On introduit la matrice

ηµν ≡


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (4)

Parmi les questions qui suivent les questions à traiter dans le compte-rendu
sont les 8-10 et la 12. Les autres servent pour se familiariser avec le forma-
lisme.

1. Montrer que
Λ(φ)TηΛ(φ) = η (5)

On note que Λ(φ)T = Λ(φ).

2. Montrer que

Λ(φ)Λ(φ′) = Λ(φ+ φ′)⇒ Λ(φ)−1 = Λ(−φ) (6)

3. Montrer que
xµηµνx

ν = x′µηµνx
′ν (7)

par calcul directe ainsi qu’en appliquant le résultat de la question
précédente.
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4. La matrice ηµν est la matrice inverse de ηµν :

3∑
ν=0

ηµνηνλ = δµλ (8)

où δµλ = 1 si λ = µ et 0 sinon.

Ecrire l’expression pour ηµν .

5. Montrer que l’opérateur d’Alembertien

� ≡ ∂2

∂t2
−∇2 =

∂2

∂t′2
−∇′2 (9)

peut être écrit comme

� = ηµν∂µ∂ν = ηµν∂
µ∂ν (10)

Déduire que la quantité ∂/∂xµ ≡ ∂µ = (∂/∂t,−∇). Comparer avec
xµ = (t, x, y, z). D’où vient le signe − ?

6. Montrer que, si (ρ(x),J(x)) ≡ Jµ(x), se transforme comme

J ′µ(x′) = Λµ
ν (φ)Jν(x) = Λµ

ν (φ)Jν(Λ−1x′) (11)

alors

div · J +
∂ρ

∂t
= 0⇔ div′ · J′ + ∂ρ′

∂t′
= 0 (12)

et que

div · J +
∂ρ

∂t
= ∂µη

µνJν = ∂µηµνJ
ν (13)

7. Retrouver les expressions pour le champ magnétique B = rot ×A =
∇×A et le champ électrique E = −gradΦ− Ȧ = −∇Φ− Ȧ à partir
des composantes de Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Déterminer les expressions
de F µν .

8. A partir des transformations de Lorentz

F ′µν = Λµ
ρΛν

σF
ρσ (14)

retrouver les transformations des composantes des champs électrique
et magnétique, qui expriment l’invariance des équations de Maxwell
sous transformations de Lorentz.
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9. Montrer que

ηµνηρσFµρFνσ = const× (E · E−B ·B) (15)

est invariant sous transformations de Lorentz. Déterminer la valeur de
la constante.

10. Montrer que
E ·B (16)

est invariant sous transformations de Lorentz. Montrer à partir de
E = −gradΦ− Ȧ et B = rot×A que E ·B est une somme de dérivées
par rapport aux coordonnées d’espace et du temps.

11. OPTIONNELLE : Montrer que

E ·B = const× εµνρσ∂µ (Aν∂ρAσ) (17)

Trouver la valeur de la constante.

12. Si l’on définit l’action du champ électromagnétique par l’expression

S[A] =

∫
d4x

{
−1

4
ηµνηρσFµρFνσ +

α

2
(ηµν∂µAν)2 − kηµνJµAν

}
(18)

déterminer la valeur des constantes α et k pour que les équations
d’Euler–Lagrange,

δS ≡ S[A+δA]−S[A] =

∫
d4x δAµ

δS[A]

δAµ

+O((δA)2) = 0⇔ δS

δAν

= 0

(19)
prennent la forme

�Aν = Jν (20)
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