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L2 S3 Module 3 : Outils Mathématiques EP2

Equations Di↵érentielles Ordinaires : Travaux Pratiques : No.1-2

Informations générales sur les TP d’ED

Objectifs Le but des TP est d’approfondir et illustrer les méthodes à résoudre des ED importantes de la

physique les rendre plus claires et plus intuitives. Pour en profiter pleinement, il est donc important d’étudier

vos notes du cours et des TD avant les TP. Dans ces deux TPs vous serez initiés à l’application des logiciels

du calcul formel et numérique aux problèmes physiques décrits par des équations di↵érentielles ordinaires.

De nombreux logiciels sont couramment exploités par les physiciens : Maple, Mathematica, Sage, Matlab,

etc.

Conditions de fonctionnement Chaque groupe de TD est divisé en deux demi-groupes A et B. Dans

chaque demi-groupe, vous serez répartis par binôme. Vous faites le TP ensemble, un seul compte-rendu

commun (une seule partie préparatoire en particulier), et vous avez la même note.

Présence Les TP sont notés et sont donc aussi obligatoires que les examens. En particulier :

— En cas d’absence injustifiée à un TP, votre note est automatiquement 0 et vous n’avez pas droit de

le rattraper.

— En cas d’une seule et unique absence justifiée à un TP, vous êtes noté sur le TP où vous étiez present,

mais vous pouvez essayer de le rattrapper (en fonction de disponibilité des postes libres et de l’emploi

du temps).

— Avec deux absences injustifiées en TP, vous êtes considéré comme défaillant.

— Un justificatif d’absence est par exemple une lettre d’un médecin ou une convocation à la préfecture,

PAS une lettre de votre maman ou de l’école de conduite.

Votre téléphone portable doit rester éteint pendant toute la séance du TP.

Le compte-rendu ou rapport de TP. Vous devez rendre un compte-rendu (CR) de TP à la fin de

chaque séance : la partie théorique est à rendre à la séance sous format papier ou électronique, et la partie

numérique est à envoyer par mail à l’enseignant en fin du TP. Il vous appartient à bien préparer les TP et

préparer la partie théorique chez vous. Les CR seront notés, mais les ces notes seront uniquement prises en

compte si elles augmentent votre moyenne, donc vous avez tout intérêt de bien préparer les TP et faire un

bon CR.

Votre rapport de TP doit indiquer : vos noms, prénoms, groupe de TP, et la date, les détails des calculs qui

ont conduit à vos réponses, etc.
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Quelques exemples de fonctions de Maple

Outils de visualisation :

— La commande with(plots): active la bibliothèque d’outils graphiques plots.
— Tracer le graphe de la fonction sinx pour x entre 0 et 2⇡ :

plot(sin(x),x=0..2Pi,color=green);

— Le graphe d’une courbe paramétrée :

plot([cos(t),sin(t),t=0..2Pi]);

— Tracer un champ de vecteurs :

fieldplot([y,-x],x=-3..3,y=-3..3);

— Tracer les courbes de niveau d’une fonction :

contourplot(x^2+y^2,x=-2..2,y=-2..2);

— Animation :

animate(plot,[[cos(3t),sin(5t),t=0..T]],T=0..2Pi,frames=100);

Cliquez ensuite sur le graphe, puis sur “Start” dans la barre d’outils qui s’a�che.

— Combinaisons de plusieurs objets graphiques : fonction display. Un autre exemple :

PointBleu:=proc(x,y)

plots[pointplot]([[x,y]],color=blue,symbol=solidcircle,symbolsize=20)

end proc:

FondRouge:=plot([cos(3t),sin(5t),t=0..2Pi],color=red):

animate(PointBleu,[cos(3t),sin(5t)],t=0..2Pi,frames=100,background=FondRouge);

Ici les 3 premières lignes créent une procédure PointBleu dessinant le point de coordonnées cartésiennes
(x, y). La 4ème crée le graphe FondRouge de la courbe définie paramétriquement par x = cos 3t,

y = sin 5t, sans toutefois le dessiner. La dernière ligne crée une animation où le point se déplace en

suivant la courbe.

Attention ! Dans le même bloc de math, les lignes sont séparées par “Shift+Enter” et non par “Enter”.

Résolution des équations di↵érentielles :

— Solution analytique :

dsolve([x’(t)=y(t),y’(t)=-x(t)]);

— Solution numérique & traçage :

NumSol:=dsolve([x’(t)=y(t),y’(t)=-x(t),x(0)=1,y(0)=0],{x(t),y(t)},numeric);
odeplot(NumSol,[x(t),y(t)],t=0..2Pi,numpoints=1000);
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TP 1 : Oscillateurs couplés

Dans ce TP on examinera les équations di↵érentielles décrivant deux oscillateurs couplés.

O1

m1 m2
k k k

O2

Figure 1 – Deux oscillateurs couplés

On considère le système constitué de deux masses ponctuelles m1 et m2 reliées par des ressorts de raideurs

k1 et k2 fixés en O1 et O2 et couplées par un ressort de raideur k, voir Fig.1. Nous supposons que les deux

masses peuvent se déplacer sans friction uniquement dans la direction horizontale, le long de l’axe x. x1 et

x2 représentent les écarts par rapport aux positions d’équilibres. Les équations du mouvement sont :

m1ẍ1 = �k1x1 + k(x2 � x1) (1)

m2ẍ2 = �k2x2 + k(x1 � x2) (2)

Questions théoriques - à préparer avant le TP

1. Calculer les forces auxquelles sont soumises chacune des deux masses m1 et m2 et en déduire les

équations dynamiques (1)-(2).

2. Déduire du système (1)-(2) le taux du changement l’énergie des oscillateurs (1) et (2).

Pour rappel : Ei = miv
2
i /2 + kix

2
i /2 , i = 1, 2 où vi est la vitesse de la masse mi.

3. Trouver l’expression pour l’énergie totale Etot du système (1)-(2) et montrer que Etot est bien

conservée, c.à.d. que Etot est une intégrale première des ED couplées (1)-(2).

4. Ecrire les équations (1)-(2) sous forme matricielle pour le vecteur X = (x1, x2), c.à.d. comme

Ẍ = �AX, et expliciter la matrice A

5. Dans la suite on suppose, pour simplifier, que m = m1 = m2, ainsi que les constantes de raideur

k1 = k2 = k
0
; x1 et x2 jouent alors des rôles identiques. Diagonaliser la matrice A (i.e. trouver S à

l’aide des vecteurs propres vi de A (Avi = �ivi), tel que S
�1

AS = D, D étant une matrice diagonale).

Introduire des nouvelles fonctions inconnues comme X = SY et montrer qu’elles satisfont les deux

ED découplées Ÿ = �DY et identifier les valeurs propres �i de A avec les deux fréquences propres

!+ = ⌦0 et !� =
p
⌦2

0 + 2!2
0 trouvées précédemment (pour rappel !

2
0 = k/m et ⌦

2
0 = k

0
/m ; et voir

Exo. 9 du TD.3 et le DM du 21/10/2020).

6. Ecrire la solution générale pour Y , puis identifier ses composantes avec les modes propres ⇠± = x1±x2

que l’on a déjà trouvé précédemment dans le TD.

7. Déduire de la solution trouvée pour Y la solution générale pour x1(t) et x2(t).

8. Montrer que pour les conditions initiales x1(0) = a, x2(0) = 0, v1(0) = v2(0) = 0, l’expression de

x1(t) et x2(t) est donnée par

x1(t) = a cos(
!+ + !�

2
t) cos(

!� � !+

2
t) (3)

x2(t) = a sin(
!+ + !�

2
t) sin(

!� � !+

2
t) (4)

Application numérique

1. Résoudre numériquement les ED (1)-(2) munies des conditions initiales, telles que seulement l’une

ou l’autre des deux modes propres soit non nulle. Visualiser le mouvement des masses pour les deux

modes propres et interpréter les résultats.
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2. Montrer que dans la limite du couplage fort, !0 � ⌦0 que !� ⇡ !0

p
2 � !+ = ⌦0, les deux

oscillateurs oscillent ensemble, avec des oscillations rapides (de fréquence !� élevée) et d’amplitude

a/2 autour de leur mouvement d’oscillation lent (de fréquence ⌦0/2⇡ basse). Pour ce cas on peut

prendre par exemple !0 = 30, ⌦0 = 1.

3. Montrer que dans la limite du couplage faible !0 ⌧ ⌦0 que !� ⇡ !+ = ⌦0, et !��!+ ⇡ !
2
0/⌦0 ⌧ !0

les oscillations du premier oscillateur se transmettent peu à peu au deuxième, puis inversement.

Montrer que leur amplitude varie lentement, et qu’il y a des battements. Pour ce cas on peut prendre

par exemple !0 = 1.5, ⌦0 = 9.

4. Rajouter aux ED (1)-(2) les deux équations pour le taux de changement des énergies E1 et E2, puis

les résoudre numériquement. Tracer E1 et E2 et également Etot en fonction du temps. Conclure qu’il

y a transfert d’énergie alternativement d’un oscillateur à l’autre. Vérifier aussi que l’énergie totale

Etot est bien conservée dans les limites de précision numérique.

Questions supplémentaires

— Trouver les les deux fréquences propres du système (1)-(2) pour m1 6= m2
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TP 2 : Portraits de phase

Dans ce TP on approfondira l’examen qualitatif de quelques équations di↵érentielles.

I Pendule simple

On commence par l’équation d’un pendule simple constitué d’une masse ponctuelle m fixée à l’extrémité

d’une tige de masse négligeable de longueur `. Le pendule oscille dans un plan vertical, on modélise les e↵ets

de frottement par une force ~Ffr = �a~v✓ et selon le principe fondamental de la dynamique on a (c.f. les notes

du cours) :

m`
d
2
✓

dt2
= �mg sin ✓ � a`

d✓

dt
. (5)

Déterminer l’équation dans la limite des petites oscillations du pendule. Quelle est la fréquence !0 des petites

oscillations du pendule (pour ↵ = 0) autour de ✓ = 0? et la période T0 de ces oscillations ?

Montrer qu’en introduisant la variable ⌧ = t
p
g/` adimensionnée l’éq. (5) peut être réécrite comme un

système de 2 ED de 1er ordre : (
✓̇ = �,

�̇ = � sin ✓ � ↵�, préciser ↵.
(6)

Questions théoriques

1. Déterminer les points fixes (pf) du système (6), puis les équations linéarisées et la stabilité des pf.

Quelle est leur interprétation physique ?

2. Tracer le portrait de phase, indiquer les pf et leur type. Ibid. pour le système dans la limite des petites

oscillations.

3. Montrer que l’énergie du pendule (la somme de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle) est bien

conservée si ↵ = 0, et établir le taux de perte de l’énergie dans le cas ↵ 6= 0.

Application numérique

1. Résoudre numériquement le système d’ED (6) d’abord pour ↵ = 0 munie des conditions initiales

✓ (t = 0) = 0, ✓̇ (t = 0) = 1.2. Faire tracer la solution ✓ sur l’intervalle 0  t  30.

2. La même question pour les conditions initiales ✓ (t = 0) = 0, ✓̇ (t = 0) = 2.1. Y-a-t-il une di↵érence

qualitative entre les deux mouvements ? Pouvez-vous trouver (numériquement et analytiquement) la

valeur �0 de ✓̇ (t = 0) où la transition entre les 2 types de mouvement a lieu ?

3. Visualiser la trajectoire du pendule dans le plan XY en fonction de t en utilisant la procédure

PointBleu définie ci-dessus et la fonction animate.

4. Vérifier que l’énergie est bien conservée dans les limites de précision numérique.

5. Tracer le portrait de phase du système (6), toujours pour ↵ = 0. Indiquer dessus les points fixes

stables et instables des points rouges et bleus. Comparer avec les courbes de niveau de la fonction

E (✓,�) = �
2
/2� cos ✓. Explications ?

6. Résoudre numériquement l’ED (6) pour ↵ = 1.5 puis ↵ = 3.5 pour les conditions initiales ✓ (t = 0) =

3.1, ✓̇ (t = 0) = 0 et tracer le portrait de phase. Tracer également l’énergie en fonction du temps.

Question supplémentaire

— Déterminez numériquement la période du pendule pour �0 = 0.2, 0.4, . . . , 1.8. Est-elle en accord avec

la valeur T0 ?
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II Mouvement dans un potentiel

Considérer maintenant un point matériel soumis à une force dérivant d’un potentiel U(x) = m(�ax
2
/2 +

bx
4
/4), – oscillateur anharmonique – (c.f. les notes du cours)

mẍ = �dU(x)

dx
, ) ẍ(t) = ax� bx

3
. (7)

Réécrire (7) comme un système de 2 ED de 1er ordre.

Questions théoriques

1. Déterminer les pf du système (7), puis les équations linéarisées et la stabilité des pf. Quelle est leur

interprétation physique ?

2. Tracer le portrait de phase, indiquer les pf et leur type.

3. Montrer que l’énergie du point matériel est bien conservée.

Application numérique

1. Tracer le portrait de phase du système (7). Indiquer dessus les points fixes stables et instables des

points rouges et bleus.

2. Résoudre numériquement le système d’ED (7) d’abord pour a = 1, b = 1 puis pour a = �1, b = �1

avec des conditions initiales adaptées pour chercher des solutions avec les p.f. stables comme points

de départ en t = 0. Faire varier ẋ (t = 0) et chercher des solutions qui ont une limite pour t ! 1.

3. Vérifier que l’énergie est bien conservée dans les limites de précision numérique.

4. Chercher des solutions périodiques pour a = �1, b = �1. Pour quelles valeurs de l’énergie peut-on

trouver des solutions périodiques ?

5. Chercher des solutions périodiques pour a = 1, b = 1 et expliquer pourquoi de telles solutions existent

pour toutes les énergies admissibles. Vérifier cela numériquement. Trouver la valeur de l’énergie pour

laquelle cette période est maximale.

Questions supplémentaires

— Tracer le portrait de phase, indiquer les points fixes et leur type pour le système de Lotka-Volterra.

— Vérifier numériquement que les solutions restent périodiques pour presque toutes les conditions ini-

tiales.

— calculer numériquement la période pour les conditions initiales près du point fixe stable et comparer

avec la période pour le système linéarisé

— Trouver la quantité conservée (voir les notes du cours et la feuille de TD4). Vérifier la conservation

de cette quantité conservée numériquement.
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