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L2 S3 Module 3: Outils Mathématiques EP2

Equations Différentielles Ordinaires: Travaux Pratiques: No.1-2

Informations générales sur les TP d’ED

Objectifs Le but des TP est d’approfondir et illustrer les méthodes à résoudre des ED importantes de la
physique les rendre plus claires et plus intuitives. Pour en profiter pleinement, il est donc important d’étudier
vos notes du cours et des TD avant les TP. Dans ces deux TPs vous serez initiés à l’application des logiciels
du calcul formel et numérique aux problèmes physiques décrits par des équations différentielles ordinaires.
De nombreux logiciels sont couramment exploités par les physiciens : Maple, Mathematica, Sage, Matlab,
etc.

Conditions de fonctionnement Chaque groupe de TD est divisé en deux demi-groupes A et B. Dans
chaque demi-groupe, vous serez répartis par binôme. Vous faites le TP ensemble, un seul compte-rendu
commun (une seule partie préparatoire en particulier), et vous avez la même note.

Présence Les TP sont notés et sont donc aussi obligatoires que les examens. En particulier:

• En cas d’absence injustifiée à un TP, votre note est automatiquement 0 et vous n’avez pas droit de
le rattraper.

• En cas d’une seule et unique absence justifiée à un TP, vous êtes noté sur le TP où vous étiez present,
mais vous pouvez essayer de le rattrapper (en fonction de disponibilité des postes libres et de l’emploi
du temps).

• Avec deux absences injustifiées en TP, vous êtes considéré comme défaillant.

• Un justificatif d’absence est par exemple une lettre d’un médecin ou une convocation à la préfecture,
PAS une lettre de votre maman ou de l’école de conduite.

Le compte-rendu ou rapport de TP. Vous devez rendre un compte-rendu (CR) de TP soit à la fin de
chaque séance où le plus tard à la fin de la 2ème session délai de rigueur. Les CR seront notés. Votre
rapport de TP doit indiquer: vos noms, prénoms, groupe de TP, et la date, les détails des calculs qui ont
conduit à vos réponses, etc.
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Quelques exemples de fonctions de Maple

Outils de visualisation:

• La commande with(plots): active la bibliothèque d’outils graphiques plots.

• Tracer le graphe de la fonction sinx pour x entre 0 et 2π:

plot(sin(x),x=0..2Pi,color=green);

• Le graphe d’une courbe paramétrée:

plot([cos(t),sin(t),t=0..2Pi]);

• Tracer un champ de vecteurs:

fieldplot([y,-x],x=-3..3,y=-3..3);

• Tracer les courbes de niveau d’une fonction:

contourplot(x^2+y^2,x=-2..2,y=-2..2);

• Animation:

animate(plot,[[cos(3t),sin(5t),t=0..T]],T=0..2Pi,frames=100);

Cliquez ensuite sur le graphe, puis sur “Start” dans la barre d’outils qui s’affiche.

• Combinaisons de plusieurs objets graphiques: fonction display. Un autre exemple:

PointBleu:=proc(x,y)

plots[pointplot]([[x,y]],color=blue,symbol=solidcircle,symbolsize=20)

end proc:

FondRouge:=plot([cos(3t),sin(5t),t=0..2Pi],color=red):

animate(PointBleu,[cos(3t),sin(5t)],t=0..2Pi,frames=100,background=FondRouge);

Ici les 3 premières lignes créent une procédure PointBleu dessinant le point de coordonnées cartésiennes
(x, y). La 4ème crée le graphe FondRouge de la courbe définie paramétriquement par x = cos 3t,
y = sin 5t, sans toutefois le dessiner. La dernière ligne crée une animation où le point se déplace en
suivant la courbe.

Attention! Dans le même bloc de math, les lignes sont séparées par “Shift+Enter” et non par “Enter”.

Résolution des équations différentielles:

• Solution analytique:
dsolve([x’(t)=y(t),y’(t)=-x(t)]);

• Solution numérique & traçage:

NumSol:=dsolve([x’(t)=y(t),y’(t)=-x(t),x(0)=1,y(0)=0],{x(t),y(t)},numeric);
odeplot(NumSol,[x(t),y(t)],t=0..2Pi,numpoints=1000);

2



TP 1: Pendule amorti

Dans ce TP on examinera les équations différentielles décrivant un pendule amorti.
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Figure 1: Pendule simple

Considérons un pendule simple, constitué d’une masse ponctuelle m fixée à l’extrémité d’une tige de
masse négligeable de longueur `. Le pendule oscille dans un plan vertical. Il effectue son mouvement sous
l’action de la gravité (son poids ~P = −mgẑ, où ẑ désigne un vecteur unité dirigé selon l’axe vertical vers le

haut), de la tension de la tige ~T et on modélise les effets de frottement par une force ~Ffr = −a~vθ, et selon

l’équation fondamentale de la dynamique, m~a =
∑ ~F = ~T − mgẑ + ~Ffr. On se débarrasse de la tension

inconnue ~T par projection de l’équation sur une direction tangente à sa trajectoire circulaire et on a alors

m`
d2θ

dt2
= −mg sin θ − a`dθ

dt
. (1)

Montrer qu’en introduisant la variable τ = t
√
g/` adimensionnée l’éq. (1) peut être écrite sous la forme

θ̈ = − sin θ − αθ̇ où θ̇ =
dθ

dτ
. (2)

Montrer que l’ED. (2) d’ordre 2 peut être réécrite comme un système de 2 ED de 1er ordre:{
θ̇ = φ,

φ̇ = − sin θ − αφ.
(3)

Questions théoriques

1. Quelle est la fréquence ω0 des petites oscillations du pendule autour de θ = 0? et la période T0 de ces
oscillations?

2. Déterminer les points fixes du système (3) et leur(s) stabilité. Quelle est leur interprétation physique?

3. Dans le cas sans frottement (α = 0) montrer que l’énergie du pendule (la somme de l’énergie cinétique
et de l’énergie potentielle) est bien conservée, et établir le taux de perte de l’énergie dans le cas si
α 6= 0.

Application numérique

1. Résoudre numériquement l’équation différentielle (2) d’abord pour α = 0 munie des conditions initiales
θ (t = 0) = 0, θ̇ (t = 0) = 1.2. Faire tracer la solution θ sur l’intervalle 0 ≤ t ≤ 30.
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2. La même question pour les conditions initiales θ (t = 0) = 0, θ̇ (t = 0) = 2.1. Y-a-t-il une différence
qualitative entre les deux mouvements? Pouvez-vous trouver (numériquement et analytiquement) la
valeur φ0 de θ̇ (t = 0) où la transition entre les 2 types de mouvement a lieu?

3. Visualiser la trajectoire du pendule dans le plan XY en fonction de t en utilisant la procédure
PointBleu définie ci-dessus et la fonction animate.

4. Vérifier que l’énergie est bien conservée dans les limites de précision numérique.

5. Tracer le portrait de phase du système (3), toujours pour α = 0. Indiquer dessus les points fixes
stables et instables des points rouges et bleus. Comparer avec les courbes de niveau de la fonction
E (θ, φ) = φ2/2− cos θ. Explications?

6. Résoudre numériquement l’ED (2) pour α = 1.5 puis α = 3.5 pour les conditions initiales θ (t = 0) =
3.1, θ̇ (t = 0) = 0 et tracer le portrait de phase. Tracer également l’énergie en fonction du temps.

Questions supplémentaires

• Déterminez numériquement la période du pendule pour φ0 = 0.2, 0.4, . . . , 1.8. Est-elle en accord avec
la valeur T0?
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TP 2: Problème de Kepler

Tout d’abord nous allons nous intéresser au problème de Kepler — le mouvement d’une particule dans le

potentiel central U0 (r) = −α
r

. Les équations du mouvement sont{
m~̈r = −~∇U. (4)

Nous supposons dans la suite que le plan XY est confondu avec le plan du mouvement.

Questions théoriques

1. Quelles quantités mécaniques sont conservées pour ce système?

2. Montrer que l’équation (4) est équivalente au système

d2x

dt2
= − α

m

x

(x2 + y2)3/2

d2y

dt2
= − α

m

y

(x2 + y2)3/2

(5)

On note que le point (x, y) = (0, 0) est un point singulier du sytème (5).

Application numérique

Choisissons les unités de masse de telle manière que m = 0.5 et posons α = 2.8. Fixons les conditions
initiales, par exemple, comme

x (t = 0) = 2.1, y (t = 0) = 0, ẋ (t = 0) = 0, ẏ (t = 0) = 1.4 (6)

1. Construire la solution numérique du système (4) sur l’intervalle 0 ≤ t ≤ 100 à l’aide de la fonction
dsolve.

2. Testez numériquement les lois de conservation de l’énergie E, impulsion ~p et Lz = m(xẏ − yẋ) (la
composante selon z du moment cinétique) en calculant ces quantités pour t = 0, 25, 50, 75. Conclusions?

3. Tracer la trajectoire de la particule à l’aide de odeplot.

4. En faisant varier la dernière condition initiale (la valeur numérique v0 de ẏ en t = 0), déterminer pour
quelle valeur de v0 le mouvement cesse d’être périodique.

Questions supplémentaires

• Déterminer numériquement la période du mouvement de la particule pour les conditions initiales (6).

• Testez numériquement la 3ème loi de Kepler affirmant que le carré de la période orbitale d’une planète
est proportionnelle au cube du demi-grand axe de son orbite elliptique.

• Remplaçons maintenant le potentiel U0 (r) par d’autres potentiels attractifs, par exemple:

U1 (r) = U0 (r)− 2.5

r2
, U2 (r) = U0 (r) + 0.5 cosh r, . . . (7)

Tracer les trajectoires de la particule pour 0 ≤ t ≤ 100 pour chacun de ces potentiels en utilisant
les mêmes conditions initiales (6). Voyez-vous une différence qualitative par rapport au problème de
Kepler? Pouvez-vous l’expliquer?
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