Corrigé du Devoir a la Maison du 27 avril 2020

1 Rappels sur les conventions

On se rappelle que le résultat des questions précédentes est quune transformation de Lorentz,
qui mélange une coordonnée spatiale (par exemple la coordonnée x) et la coordonnée temporelle
s’écrit sous forme matricielle comme

coshg sinhg 0 0
sinh cosh 00

M@= YT (1)
0 0 0 1

L’action de ces transformations sur les coordonnées est donnée par les expressions suivantes:

20 t cosh¢ sinh¢ 0 0 20 2% cosh ¢ + 2! sinh ¢
1 ! inh¢ cosh¢ 0 0O x! 2%sinh ¢ + 2! cosh ¢
S A :v/2 _| & =] s _
v x y 0 0 10 22 22
a 2 0 0 01 a3 x?

ce qui veut dire que la correspondance entre indices et lignes/colonnes de la matrice A est

Au(—)ligne (12)

v<>colonne

2 Question 8

A partir des transformations de Lorentz
Iy v o
"= ADAVE? (2.1)

retrouver les transformations des composantes des champs électrique et magnétique, qui expri-
ment linvariance des équations de Mazwell sous transformations de Lorentz.

Réponse: La relation entre les composantes du tenseur F* et celles des champs électrique
et magnétique est la suivante:

Fr =09rAY — 0VA* &
FOI=9°AT —9'A" = — 10 = _p! (2.2)
FIJ — aIAJ _ aJAI — _€IJKBK

On se rappelle que E = —A - grad ® et que B = rot A.
Ainsi: F2 = —F?' = —B, F® = —F% = —B, F* = —F' = —B,; et I'on note que l'on
doit identifier —9' = [grad]’.



Maintenant, suivant la question 1, on se rend compte que 1'on doit comprendre 1'éq. (2.1))
comme une expression entre matrices (ou, heureusement, beaucoup d’éléments sont égaux a
76ro):

uy T AV
F = ABFP7AY (2.3)
Par conséquent:

El = F" = N F7AY = F'O (=AJAY + AjAJ) = F'°(cosh® ¢ —sinh® ¢) = F' = E,
E,=F = Ang"AO = ASF*AY = F*A) + F*'A) = E, cosh ¢ + B, sinh ¢

B =F%= AgFP“AO ASFP7 A0 = FOA] + F¥AY = E, cosh ¢ — B, sinh ¢

B, =" = Af;FPC’A2 = ANSFA5 = F* = B, (2.4)
B, =F" = A FP7AS = AIFP3A3 AGF*® + AJF® = —F,sinh ¢ + B, cosh ¢

B == ASF”"Al _ ASpreal _ PNl L REAL B Ginhe + B, cosh o

z

(On peut retrouver les mémes expressions en imposant que les équations de Maxwell, écrites
sous leur forme “habituelle”, restent invariantes, si les champs se transforment ainsi, lorsque
les coordonnées se transforment sous Lorentz.)

On pourra controler que ces expressions sont correctes en les employant pour calculer les
invariantes, qui sont le sujet des questions 9 et 10.

3 Question 9

Montrer que
n"'n"’ F,,F,, = const x (E-E —B-B) (3.1)

est invariant sous transformations de Lorentz. Déterminer la valeur de la constante.
Réponse: Le point de départ est la propriété des transformations de Lorentz

A,unaBAV _ nuu

(il faut rappeler que la démonstration de cette identité, qui peut étre établi par calcul direct,
était le sujet de la question 1.)
Par conséquent
WP Ey F, = 0T AN FogNJA) P (3:2)
Maintenant on peut remarquer que l’on peut regrouper ces expressions de la facon suivante

(A AL (A" Ao Fag Fos = 1170 Fag s

puisque l'on a montré que 7 était invariante sous transformations de Lorentz

Par conséquent, on peut déduire que, toute expression, ol tous les indices sont muettes est,
nécessairement, invariante sous transformations de Lorentz—pourvu que toutes les quantités soit
se transforment, soit sont invariantes.



Maintenant ’on développe (en se rappelant que 7 est une matrice diagonale):

0 FpFre = 0% FopFoo + 0" F1,Fry = 00" ForFor + 0" '™ FroFro + ' '’/ Fr Fry =
"9E-E+2B-B=_2(E-E-B-B)

et 'on déduit que la constante est égale a —2. Par conséquent, —2(E-E—B-B) est (a) invariant
sous transformations de Lorentz; (b) invariant sous transformations de jauge (il est fonction
seulement des champs électrique et magnétique); (c) en tant que fonction des potentiels A, ne
contient que des dérivées secondes dans les coordonnées; par conséquent pourra contribuer au
Lagrangien du champ électromagnétique; et (d) n’est pas une somme de termes qui sont des
dérivées totales, donc pourra décrire les équations de Maxwell (comme on verra a la question
12).

4 Question 10

Montrer que
E-B (4.1)

est invariant sous transformations de Lorentz. Montrer & partir de E = —grad® — A et
B =rot x A que E - B est une somme de dérivées par rapport aux coordonnées d’espace et du
temps.

Réponse: En ce qui concerne la premieére partie (que E - B est invariant sous une transfor-
mation de Lorentz):

A partir de la correspondance entre composantes des champs électrique et magnétique et
les composantes du tenseur F' et comment se transforment les composantes du tenseur F'*, on
a obtenu les expressions . On calcule, alors, les deux membres de I'identité

E-B -E-B

qui exprimerait I'invariance sous transformations de Lorentz et 1’on trouve que c’est, effective-
ment, une identité.

Cette identité n’est pas évidente car 'identification des champs électrique et magnétique
dépend du référentiel, ce qui est exprimé par le fait que F'* # FF. Qu’elle est évidente est le
sujet de la question 11, ou 'on montre que E - B peut étre écrit sous une forme ou 'invariance
de Lorentz est manifeste.

En ce qui concerne la deuxieme partie (que c’est une somme de dérivées):

En exprimant E et B en termes des potentiels, on trouve:

E-B= (—A - grad@) .rot A = —A -rot A — (grad ®) - rot A
En composantes:

E-B= A[f‘:[JK@JAK + (6[¢)>€IJK8JAK = EI1JK (A[&]AK -+ (8[@)&]14[()
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Le premier terme entre parentheses peut étre écrit sous la forme

. 0 . 0 . .
A[@JAK = a (A]@JAK) — A[aJAK = a (AI&]AK) — 8J(A[AK) + @JA[AK <~
Ar(0sAK) = Ax(0sA1) = 5, (A195Ax) = s(ArAx)

On remarque que le seconde membre est une somme de dérivées.
Maintenant on note que

€1JKAI(5JAK) = _EIJKAK(aJAI)

Par conséquent

. € ) .
EIJKAI(ajAK) = I;K (a (AIaJAK) - a](AIAK))

donc c’est une somme de dérivées.
Le deuxiéme terme:

(019)0; Ak = 01 (PO AK) — PO10; Ak

On remarque que —®0;0;Ax = —P0;0; Ak, par conséquent, lorsque 'on multiplie ce terme
avec €1y = —E&JrK, On trouve 0.
Ainsi

€IJK(31‘I))3JAK = err0r ((I)ajAK) =0 (€1JK‘I)5’JAK)

une autre somme de dérivées.
Finalement on déduit que

0 .
E -B= 51;]( (a (A]&JAK) — aJ(A[AK)) + 0r (5UKQ>8JAK)

On en conclut que ce terme: (a) est invariant sous transformations de Lorentz; (b) est invariant
de jauge (car E et B le sont) et (c) contient au plus deux dérivées; donc il peut étre un
terme qui contribuerait au Lagrangien. Mais, comme c’est une somme de dérivées, il ne pourra
pas contribuer aux équations du mouvement, qui sont les équations de Maxwell. (Comme on
apprend dans le cours de Mécanique Analytique, les termes du Lagrangien, qui peuvent étre
écrits comme des dérivées totales, ne contribuent pas aux équations d’Euler-Lagrange.)

5 Question 12

Si Uon définit l'action du champ électromagnétique par [’expression

1
S[A] = / d'z {—Zn“”n’”’F,,pFM + % (" 8,A,)° — kn“”JMAV} (5.1)



détermainer la valeur des constantes a et k pour que les équations d’Fuler—Lagrange,

SS[A] 55

2\ _
va HOGA) =0 7T

§S = S[A+0A] — S[A] = / d*r5A 0 (5.2)

prennent la forme

04, = J, (5.3)

Réponse: Les termes du Lagrangien (ou de 'action, ¢a revient au méme) sont distincts:
S[A] = Sein[A] + See[A] + Sine[A]
ol
Sein[4] = / d*x {—in“"n’”Fupro}
Su= [ ae S oA = [ dia Sy 0,4)(0,40)
Sint[A] = / dz {—kn"J, A}
Par conséquent, ’équation du mouvement devient

0S[A]  6SunlA]  0Su[A]  6Sum[A]

SAL ) oA x) AL @) T oA (z)
Ainsi, l'on cherche & exprimer la variation 6S[A] sous la forme
0S5
A — 4 A A v = A v —
dS[A] /dx(5 »(2)O[A4] <:>5A,,(:1:) O[A]" =0

La contribution du terme de la source a la variation de ’action est
Sint[A] = —k:/ d'z ™ J,(2) Ay (1) = Sim[A] = Sin[A+IA] =S [A] ~ —k/ d'z ™ J,(x)5A,(7)

Par conséquent, sa contribution a I’équation du mouvement est

dSint [A]
= —kn"J
3A,(z) ()
Ls deux autres termes sont quadratiques
0Sg1[A] = %/ dx ntnP° [0,6A,0,A; + 0,A,0,0A,]

Ici il faut faire des intégrations par parties, pour dégager des termes proportionnels aux com-
posantes de A:

—a/ d*z 6 A, ()" 'n*°0,0,A,
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En ce qui concerne Sg,[A], il est utile, d’abord, de le développer:
1 1
Sein[A] = / d*z {_anan“pF”"} = / d*z {—17]‘“’77”" (0,4, —0,A,) (0,A, — acrAl/)} =
1
/ d*z {—Zn“”n’” (04A,0,A; + 0,A,0,A, — 0,A,0,A, — 8PAM8VAU)}

Maintenant, comme on voudrait calculer la variation par rapport aux composantes de A, on va
écrire les produits de champs et de dérivées de la fagon suivante:

0, A,0,A, = 0,(A,0,4,) — A,0,0,A,
0,A,0,A, = 0,(A,0,A,) — A,,0,A,
CoAaA, = —0,(AdA) + A0.0,A,
oA A, = —0,(AD,A,) + A0, A,

On remarque que les premiers termes de chaque ligne sont des dérivées totales, donc on pourra
les oublier, dans ce qui suit.
Les autres termes contribuent a ’action de la facon suivante:

1
Sein[A4] = / d*z {_Z ("7 (=A,0,0,A) + 01 (—A,0,0,A,)+
"' (+A,0,0,A,) + n"'n° (+A4,0,0,A,)] }

Maintenant, on sait que

" 0,0, = 0 =n"70,0,

qui est I'opérateur d’Alembertien. Aussi que
1" (=A,04,) = n"(-A,0A,)

puisqu’il 'agit de deux expressions identiques, dans lesquelles on somme sur les mémes indices.
Par conséquent

1 1
_é_l {U“Vnpg(_ApauavAa) + W“ynpg(_AuapaoAl/)} = §Au77WDAu

De meéme, les autres termes,

n"'n"° A,0,0,A, = 0"’ A0, (N0, A,)
n"'n"° A,0,0,A, = 0" A,0, (n°0,A )
Apn/w (npcraga#) Au — AM?W( poa a )

:'>H

Ainsi

Sein[A] = / d*x {% [An"OA, — An™™ (n”°0,0,) A(,]}



On peut, maintenant, exploiter le fait que I’on somme sur les indices pour écrire cette expression
comme

Sein[A4] = / d*x {% [A,n"OA, — Aun“p(?pn"”aaAl,]} = / d*x {%Au [0 — n**0,n°" O] Al,} =
/ d*z {%Au [0 — 0"0"] Ay}
Par conséquent, on peut écrire la variation §Sg,[A] sous la forme
Sanld] = [ d'a6A(a) (50 - 00"y A,
et la variation totale de l'action est donnée par ’expression

5S = / Az 5A, () {70 — 0"0")A, — an™ 17" 0,0,A, — k" J,} = 0 <

55 14 14 14
A = [0 — (a+1)0"0"]A, — kn*J, =0
On note que 'on doit poser a = —1 et k£ = 1 pour que cette derniere expression soit égale a

A" = J" =0 & 1y, (DA — J") =0 0A, — J, =0
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