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1 Des symétries “cachées” des équations de Maxwell

1. Montrer que les équations de Maxwell, en absence de sources,

B
divE = 0 rotE = _8_
Sk 1)
divB = 0 rotB = —
ot
peuvent étre écrites comme deux équations
0
div(E+iB)=0 et rot(E+iB)= ia (E +1iB) (2)

2. Montrer que, si E + iB, est une solution de ces équations, alors
E(n) +iB(n) = "(E + iB) (3)

est une famille de solutions, quelle que soit la valeur de n € [0, 27).
L’intérét de ces transformations est qu’elles mélangent le champ électrique et le champ magnétique
et mettent en évidence qu’en absence de sources, ce que I'on appelle champ électrique et champ
magnétique est un choix de coordonnées dans I’espace des champs.

3. Si l'on introduit les sources “connues”, p et J dans les équations de Maxwell, montrer que les
équations (2) prennent la fagon suivante :

div(E+iB) =p et rot(E+iB) = i% (E +iB) +1iJ (4)

Maintenant on réalise les transformations (3) dans ces équations.
Montrer que, si les sources se transforment, également, comme :

p(n) +1io(n) =€"p (5)
J(n)+iJ(n) =€e"J
alors les équations restent invariantes. Quelle est I'interprétation des nouvelles sources p et
J 7 Ecrire les expressions de p(n), o(n), J(n) et T (n).
Peut-on trouver une valeur réelle particuliere du parametre 7, telle que o(n) =0 et J(n) =07
(Ce qui est cohérent avec ce que 'on sait jusqu’a maintenant.) Cette valeur est-elle unique ?
En conclusion, la liberté de modifier les champs électrique et magnétique, selon les transfor-
mations (3) est-elle compatible avec 'existence seulement de charges électriques et courants
électriques ? La loi de conservation de la charge électrique reste-elle valable 7
4. On sait que les transformations de Lorentz mélangent les champs électrique et magnétique et
que les quantités invariantes sous transformations de Lorentz sont les combinaisons

I, =—2E-E-B-B) ¢¢ L,=E-B (6)

Comment ces quantités dépendent-elles du parametre 7, lorsque 'on calcule les I; et Iy, pour
les champs E(n) et B(n) 7 Y a-t-il des valeurs pour 7, pour lesquelles I et I5 sont indépendantes
de 1?7 Pourquoi ces valeurs seraient-elles “spéciales” ?



2 Sur la famille de la jauge de Lorenz

Une facon de se rendre compte de la nécessité d’imposer une condition de jauge est de remarquer
que I'équation
O F" =J" & n0A, — 0" 0,A, = J (7)
ne possede pas de solution unique.
Ce qui est intéressant est que 1’on peut remplacer cette équation par 1’équation

n*0A, — (1 4+ «)0"n?0,A, = J” (8)

qui possede une solution unique, pourvu que « # 0.
Le choix du parametre « s’appelle un choix de jauge : « = —1 correspond a la jauge de Lorenz.
Le sujet de cet exercice est de montrer que, si la solution A, (x), de cette équation dépend de la
valeur du parametre «, F,, (z) = 0,A,(x) — 0,A,(x) n’en dépend pas.
Comme I’équation est linéaire, il est commode de travailler en espace de Fourier :

— ﬁ e—ikar n ) — d*k e—ikaz T
Aa) = [ e A = [ e )
A(k) = / diz e A (z) (k) = / dhz e T (2)

3 T » EREY\ ~ Jh
kA, + 1+ a)k"ErA, = J (k) < (" — (1 +a) Ay =—-F7&

R k‘2 k?2 (9)
v AT JH (k)
M ()A, (k) = — 12
2. Montrer que, pour a = 0, la matrice 4 X 4,
Y y kH*EY
M () = = (1+ )3 (10)
satisfait la relation
M (0)n,,M?(0) = M*7(0) (11)

c.a.d. c’est un projecteur.
Par contre, que, pour a # 0, cette relation n’est pas satisfaite.

3. En particulier montrer que I’action de M*¥(0) sur tout vecteur v, parallel a k,, c.a.d. v, = ak,,,
avec a une constante, donne le résultat

M*(0)v, =0

(ce qui est une maniere de comprendre que la matrice M*(0) est singuliére-elle possede une
valeur propre 0, avec vecteur propre v, = k,/k*~ce qui exprime la propriété que 1'éq. (7) ne
possede pas de solution unique, puisque, si A, (k) est solution, A, (k)+ f(k?)k, Dest, également,
quelle que soit la fonction f(k?); par contre I'éq. (8) oui, puisque M* () est inversible. )
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4. Montrer que l'inverse, N*(«), de la matrice M*(«a) est donnée par I'expression

kHEY

N¥(a) = e + e

en déterminant les constantes ¢; et ¢y pour que
M"N,, =68 = diag(1,1,1,1)

Exprimer le membre de gauche de cette équation comme

ke
k?

fer,e2)0h + g(er, ¢2)

déduire que
f(cl7 02) =1
g (Clﬂ CQ) =0
et trouver ainsi les valeurs des constantes ¢; et cs.

Ecrire ’expression concrete pour

7, (k)
kQ

Ar(k) = —N"(q)

5. Vérifier que la transformée de Fourier, ﬁuy(k) de F},,(z), donnée par I'expression

Fu(k) = =i (ku Ay (k) = b, Au(R))

est indépendante du parametre a.



