
Corrigé du Devoir à la Maison du 27 avril 2020

1 Rappels sur les conventions

On se rappelle que le résultat des questions précédentes est qu’une transformation de Lorentz,
qui mélange une coordonnée spatiale (par exemple la coordonnée x) et la coordonnée temporelle
s’écrit sous forme matricielle comme

Λµ
ν (φ) ≡


coshφ sinhφ 0 0
sinhφ coshφ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (1.1)

L’action de ces transformations sur les coordonnées est donnée par les expressions suivantes:

x′µ = Λµ
νx

ν ⇔


x′0

x′1

x′2

x′3

 =


t′

x′

y′

z′

 =


coshφ sinhφ 0 0
sinhφ coshφ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




x0

x1

x2

x3

 =


x0 coshφ+ x1 sinhφ
x0 sinhφ+ x1 coshφ

x2

x3


ce qui veut dire que la correspondance entre indices et lignes/colonnes de la matrice Λ est

Λµ↔ligne
ν↔colonne (1.2)

2 Question 8

A partir des transformations de Lorentz

F ′µν = Λµ
ρΛν

σF
ρσ (2.1)

retrouver les transformations des composantes des champs électrique et magnétique, qui expri-
ment l’invariance des équations de Maxwell sous transformations de Lorentz.

Réponse: La relation entre les composantes du tenseur F µν et celles des champs électrique
et magnétique est la suivante:

F µν = ∂µAν − ∂νAµ ⇔
F 0I = ∂0AI − ∂IA0 = −F I0 = −EI

F IJ = ∂IAJ − ∂JAI = −εIJKBK

(2.2)

On se rappelle que E = −Ȧ− grad Φ et que B = rot A.
Ainsi: F 12 = −F 21 = −Bz, F

23 = −F 32 = −Bx, F
31 = −F 13 = −By; et l’on note que l’on

doit identifier −∂I ≡ [grad]I .
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Maintenant, suivant la question 1, on se rend compte que l’on doit comprendre l’éq. (2.1)
comme une expression entre matrices (où, heureusement, beaucoup d’éléments sont égaux à
zéro):

F ′µν = Λµ
ρF

ρσΛν
σ (2.3)

Par conséquent:

E ′
x = F ′10 = Λ1

ρF
ρσΛ0

σ = F 10
(
−Λ1

0Λ
0
1 + Λ1

1Λ
0
0

)
= F 10(cosh2 φ− sinh2 φ) = F 10 = Ex

E ′
y = F ′20 = Λ2

ρF
ρσΛ0

σ = Λ2
2F

2σΛ0
σ = F 20Λ0

0 + F 21Λ0
1 = Ey coshφ+Bz sinhφ

E ′
z = F ′30 = Λ3

ρF
ρσΛ0

σ = Λ3
3F

3σΛ0
σ = F 30Λ0

0 + F 31Λ0
1 = Ez coshφ−By sinhφ

B′
x = F ′32 = Λ3

ρF
ρσΛ2

σ = Λ3
3F

32Λ2
2 = F 32 = Bx

B′
y = F ′13 = Λ1

ρF
ρσΛ3

σ = Λ1
ρF

ρ3Λ3
3 = Λ1

0F
03 + Λ1

1F
13 = −Ez sinhφ+By coshφ

B′
z = F ′21 = Λ2

ρF
ρσΛ1

σ = Λ2
2F

2σΛ1
σ = F 20Λ1

0 + F 21Λ1
1 = Ey sinhφ+Bz coshφ

(2.4)

(On peut retrouver les mêmes expressions en imposant que les équations de Maxwell, écrites
sous leur forme “habituelle”, restent invariantes, si les champs se transforment ainsi, lorsque
les coordonnées se transforment sous Lorentz.)

On pourra contrôler que ces expressions sont correctes en les employant pour calculer les
invariantes, qui sont le sujet des questions 9 et 10.

3 Question 9

Montrer que
ηµνηρσFµρFνσ = const× (E · E−B ·B) (3.1)

est invariant sous transformations de Lorentz. Déterminer la valeur de la constante.
Réponse: Le point de départ est la propriété des transformations de Lorentz

Λµ
αη

αβΛν
β = ηµν

(il faut rappeler que la démonstration de cette identité, qui peut être établi par calcul direct,
était le sujet de la question 1.)

Par conséquent
η′µνη′ρσF ′

µρF
′
νσ = ηµνηρσΛα

µΛβ
ρFαβΛγ

νΛ
δ
σFγδ (3.2)

Maintenant on peut remarquer que l’on peut regrouper ces expressions de la façon suivante

(Λα
µη

µνΛγ
ν)(Λ

β
ρη

ρσΛδ
σ)FαβFγδ = ηαγηβδFαβFγδ

puisque l’on a montré que η était invariante sous transformations de Lorentz
Par conséquent, on peut déduire que, toute expression, où tous les indices sont muettes est,

nécessairement, invariante sous transformations de Lorentz–pourvu que toutes les quantités soit
se transforment, soit sont invariantes.
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Maintenant l’on développe (en se rappelant que η est une matrice diagonale):

ηµνηρσFµρFνσ = η00ηρσF0ρF0σ + ηIIηρσFIρFIσ = η00ηIIF0IF0I + ηIIη00FI0FI0 + ηIIηJJFIJFIJ =
−2E · E + 2B ·B = −2(E · E−B ·B)

et l’on déduit que la constante est égale à −2. Par conséquent, −2(E·E−B·B) est (a) invariant
sous transformations de Lorentz; (b) invariant sous transformations de jauge (il est fonction
seulement des champs électrique et magnétique); (c) en tant que fonction des potentiels Aµ ne
contient que des dérivées secondes dans les coordonnées; par conséquent pourra contribuer au
Lagrangien du champ électromagnétique; et (d) n’est pas une somme de termes qui sont des
dérivées totales, donc pourra décrire les équations de Maxwell (comme on verra à la question
12).

4 Question 10

Montrer que
E ·B (4.1)

est invariant sous transformations de Lorentz. Montrer à partir de E = −gradΦ − Ȧ et
B = rot×A que E ·B est une somme de dérivées par rapport aux coordonnées d’espace et du
temps.

Réponse: En ce qui concerne la première partie (que E ·B est invariant sous une transfor-
mation de Lorentz):

A partir de la correspondance entre composantes des champs électrique et magnétique et
les composantes du tenseur F et comment se transforment les composantes du tenseur F µν , on
a obtenu les expressions (2.4). On calcule, alors, les deux membres de l’identité

E′ ·B′ ?
= E ·B

qui exprimerait l’invariance sous transformations de Lorentz et l’on trouve que c’est, effective-
ment, une identité.

Cette identité n’est pas évidente car l’identification des champs électrique et magnétique
dépend du référentiel, ce qui est exprimé par le fait que F ′µν 6= F µν . Qu’elle est évidente est le
sujet de la question 11, où l’on montre que E ·B peut être écrit sous une forme où l’invariance
de Lorentz est manifeste.

En ce qui concerne la deuxième partie (que c’est une somme de dérivées):
En exprimant E et B en termes des potentiels, on trouve:

E ·B =
(
−Ȧ− grad Φ

)
· rot A = −Ȧ · rot A− (grad Φ) · rot A

En composantes:

E ·B = ȦIεIJK∂JAK + (∂IΦ)εIJK∂JAK = εIJK

(
ȦI∂JAK + (∂IΦ)∂JAK

)
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Le premier terme entre parenthèses peut être écrit sous la forme

ȦI∂JAK =
∂

∂t
(AI∂JAK)− AI∂JȦK =

∂

∂t
(AI∂JAK)− ∂J(AIȦK) + ∂JAIȦK ⇔

ȦI(∂JAK)− ȦK(∂JAI) =
∂

∂t
(AI∂JAK)− ∂J(AIȦK)

On remarque que le seconde membre est une somme de dérivées.
Maintenant on note que

εIJKȦI(∂JAK) = −εIJKȦK(∂JAI)

Par conséquent

εIJKȦI(∂JAK) =
εIJK

2

(
∂

∂t
(AI∂JAK)− ∂J(AIȦK)

)
donc c’est une somme de dérivées.

Le deuxième terme:
(∂IΦ)∂JAK = ∂I (Φ∂JAK)− Φ∂I∂JAK

On remarque que −Φ∂I∂JAK = −Φ∂J∂IAK , par conséquent, lorsque l’on multiplie ce terme
avec εIJK = −εJIK , on trouve 0.

Ainsi
εIJK(∂IΦ)∂JAK = εIJK∂I (Φ∂JAK) = ∂I (εIJKΦ∂JAK)

une autre somme de dérivées.
Finalement on déduit que

E ·B =
εIJK

2

(
∂

∂t
(AI∂JAK)− ∂J(AIȦK)

)
+ ∂I (εIJKΦ∂JAK)

On en conclut que ce terme: (a) est invariant sous transformations de Lorentz; (b) est invariant
de jauge (car E et B le sont) et (c) contient au plus deux dérivées; donc il peut être un
terme qui contribuerait au Lagrangien. Mais, comme c’est une somme de dérivées, il ne pourra
pas contribuer aux équations du mouvement, qui sont les équations de Maxwell. (Comme on
apprend dans le cours de Mécanique Analytique, les termes du Lagrangien, qui peuvent être
écrits comme des dérivées totales, ne contribuent pas aux équations d’Euler–Lagrange.)

5 Question 12

Si l’on définit l’action du champ électromagnétique par l’expression

S[A] =

∫
d4x

{
−1

4
ηµνηρσFµρFνσ +

α

2
(ηµν∂µAν)

2 − kηµνJµAν
}

(5.1)
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déterminer la valeur des constantes α et k pour que les équations d’Euler–Lagrange,

δS ≡ S[A+ δA]− S[A] =

∫
d4x δAµ

δS[A]

δAµ
+O((δA)2) = 0⇔ δS

δAν
= 0 (5.2)

prennent la forme
�Aν = Jν (5.3)

Réponse: Les termes du Lagrangien (ou de l’action, ça revient au même) sont distincts:

S[A] = Scin[A] + Sgf [A] + Sint[A]

où

Scin[A] =

∫
d4x

{
−1

4
ηµνηρσFµρFνσ

}
Sgf =

∫
d4x

α

2
(ηµν∂µAν)

2 ≡
∫

d4x
α

2
ηµνηρσ(∂µAν)(∂ρAσ)

Sint[A] =

∫
d4x {−kηµνJµAν}

Par conséquent, l’équation du mouvement devient

δS[A]

δAν(x)
=
δScin[A]

δAν(x)
+
δSgf [A]

δAν(x)
+
δSint[A]

δAν(x)
= 0

Ainsi, l’on cherche à exprimer la variation δS[A] sous la forme

δS[A] =

∫
d4x δAν(x)O[A]ν ⇔ δS

δAν(x)
= O[A]ν = 0

La contribution du terme de la source à la variation de l’action est

Sint[A] = −k
∫

d4x ηµνJµ(x)Aν(x)⇒ δSint[A] = Sint[A+δA]−Sint[A] ≈ −k
∫

d4x ηµνJµ(x)δAν(x)

Par conséquent, sa contribution à l’équation du mouvement est

δSint[A]

δAν(x)
= −kηµνJµ(x)

Ls deux autres termes sont quadratiques

δSgf [A] =
α

2

∫
d4x ηµνηρσ [∂µδAν∂ρAσ + ∂µAν∂ρδAσ]

Ici il faut faire des intégrations par parties, pour dégager des termes proportionnels aux com-
posantes de A:

−α
∫

d4x δAν(x)ηµνηρσ∂µ∂ρAσ
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En ce qui concerne Scin[A], il est utile, d’abord, de le développer:

Scin[A] =

∫
d4x

{
−1

4
ηµνηρσFµρFνσ

}
=

∫
d4x

{
−1

4
ηµνηρσ (∂µAρ − ∂ρAµ) (∂νAσ − ∂σAν)

}
=∫

d4x

{
−1

4
ηµνηρσ (∂µAρ∂νAσ + ∂ρAµ∂σAν − ∂µAρ∂σAν − ∂ρAµ∂νAσ)

}
Maintenant, comme on voudrait calculer la variation par rapport aux composantes de A, on va
écrire les produits de champs et de dérivées de la façon suivante:

∂µAρ∂νAσ = ∂µ (Aρ∂νAσ)− Aρ∂µ∂νAσ
∂ρAµ∂σAν = ∂ρ (Aµ∂σAν)− Aµ∂ρ∂σAν
−∂µAρ∂σAν = −∂µ (Aρ∂σAν) + Aρ∂µ∂σAν
−∂ρAµ∂νAσ = −∂ρ (Aµ∂νAσ) + Aµ∂ρ∂νAσ

On remarque que les premiers termes de chaque ligne sont des dérivées totales, donc on pourra
les oublier, dans ce qui suit.

Les autres termes contribuent à l’action de la façon suivante:

Scin[A] =

∫
d4x

{
−1

4
[ηµνηρσ(−Aρ∂µ∂νAσ) + ηµνηρσ(−Aµ∂ρ∂σAν)+

ηµνηρσ(+Aρ∂µ∂σAν) + ηµνηρσ(+Aµ∂ρ∂νAσ)]}

Maintenant, on sait que
ηµν∂µ∂ν = � = ηρσ∂ρ∂σ

qui est l’opérateur d’Alembertien. Aussi que

ηρσ(−Aρ�Aσ) = ηµν(−Aµ�Aν)

puisqu’il ’agit de deux expressions identiques, dans lesquelles on somme sur les mêmes indices.
Par conséquent

−1

4
{ηµνηρσ(−Aρ∂µ∂νAσ) + ηµνηρσ(−Aµ∂ρ∂σAν)} =

1

2
Aνη

νµ�Aµ

De même, les autres termes,

ηµνηρσAρ∂µ∂σAν = ηρσAρ∂σ (ηµν∂µAν) =
ηµνηρσAµ∂ρ∂νAσ = ηµνAµ∂ν (ηρσ∂ρAσ) =
Aρη

µν (ηρσ∂σ∂µ)Aν = Aµη
µν (ηρσ∂ν∂ρ)Aσ

Ainsi

Scin[A] =

∫
d4x

{
1

2
[Aµη

µν�Aν − Aµηµν (ηρσ∂ν∂ρ)Aσ]

}
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On peut, maintenant, exploiter le fait que l’on somme sur les indices pour écrire cette expression
comme

Scin[A] =

∫
d4x

{
1

2
[Aµη

µν�Aν − Aµηµρ∂ρησν∂σAν ]
}

=

∫
d4x

{
1

2
Aµ [ηµν�− ηµρ∂ρησν∂σ]Aν

}
=∫

d4x

{
1

2
Aµ [ηµν�− ∂µ∂ν ]Aν

}
Par conséquent, on peut écrire la variation δScin[A] sous la forme

δScin[A] =

∫
d4x δAν(x) {ηνµ�− ∂ν∂µ}Aµ(x)

et la variation totale de l’action est donnée par l’expression

δS =

∫
d4x δAν(x) {[ηµν�− ∂µ∂ν ]Aµ − αηµνηρσ∂µ∂ρAσ − kηµνJµ} = 0⇔

δS

δAν
= [ηµν�− (α + 1)∂µ∂ν ]Aµ − kηµνJµ = 0

On note que l’on doit poser α = −1 et k = 1 pour que cette dernière expression soit égale à

�Aν − Jν = 0⇔ ηµν (�Aν − Jν) = 0⇔ �Aµ − Jµ = 0
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