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Intégrales gaussiennes et 
al
uls sur des paquets d'ondesSoit une gaussienne, Φ(x), de moyenne m et de largeur σ,

Φ(x) =
1√

2πσ2
e−(x−m)2/(2σ2) (1)Ces a�rmations sont appuyées par les 
al
uls suivants :� La moyenne d'une fon
tion est dé�nie par

〈x〉 ≡
∫
xf(x)dx∫
f(x)dx

(2)On y re
onnaît la dé�nition du �
entre de masse�, si f(x) peut être interprétée 
omme ladensité d'un milieu et les intégrales sont 
al
ulées sur le domaine rempli par 
e milieu.Pour notre exemple, si l'on prend un milieu d'étendu in�ni on peut faire les intégralesanalytiquement. On trouve, d'abord,
Z ≡

∫ ∞

−∞
Φ(x)dx = 1Ce résultat fut obtenu à partir de la relation

∫ ∞

−∞
e−u2

du =
√
πDémonstration : On rappelle la démonstration de 
ette relation fondamentale

I =

∫ ∞

−∞
e−u2

du⇒ I2 =

∫ ∞

−∞
e−(u2+v2)dudvOn passe à variables polaires, u = r cos θ, v = r sin θ, dudv = rdrdθ. Les bornes d'inté-gration sont 0 ≤ r < ∞ et 0 ≤ θ ≤ 2π, puisque l'on intègre sur tout le plan (u, v). Ainsil'on a

I2 =

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

0

rdre−r2

= 2π

∫ ∞

0

rdre−r2

= −π
∫ ∞

0

de−r2puisque −2re−r2

dr = −de−r2 . Don

I2 = π ⇒ I =

√
π



Grâ
e à 
ette relation on se rend 
ompte que
Z =

∫ ∞

−∞
Φ(x)dx =

1√
2πσ2

∫ ∞

−∞
dxe−(x−m)2/(2σ2) =

1√
2πσ2

∫ ∞

−∞
due−u2/(2σ2) = 1I
i l'on note que la �translation� u = x−m est possible 
ar l'intégrale 
onverge et elle estutile 
ar les limites sont à l'in�ni�sinon on obtiendrait des fon
tions d'erreur que l'on peut,
ertes, évaluer perturbativement, mais dont les valeurs sont obtenues numériquement.Posant w = u/(σ

√
2), 
ette dernière intégrale devient

σ
√

2

∫ ∞

−∞
dwe−w2

= σ
√

2
√
π =

√
2πσ2Ainsi il nous reste à 
al
uler 
al
uler

1√
2πσ2

∫ ∞

−∞
dx x e−(x−m)2/(2σ2)Si l'on pose, de nouveau, u = x−m on obtient, 
ette fois-
i

1√
2πσ2

∫ ∞

−∞
du (u+m) e−u2/(2σ2) =

1√
2πσ2

∫ ∞

−∞
du u e−u2/(2σ2) +

m√
2πσ2

∫ ∞

−∞
du e−u2/(2σ2)La première intégrale est égale à zéro, 
ar l'intégrande est une fon
tion impaire, que l'onintègre sur un intervalle symétrique autour de l'origine ; ne reste, don
, que la deuxièmeintégrale, qui, d'après les résultats pré
édents, vaut, pré
isément, √2πσ2. Ainsi,

∫ ∞
−∞ dx x e−(x−m)2/(2σ2)

∫ ∞
−∞ dx e−(x−m)2/(2σ2)

= m� La varian
e (ou largeur) d'une fon
tion est dé�nie par
σ2 ≡ 〈x2〉 − (〈x〉)2 ≡

∫
x2f(x)dx∫
f(x)dx

−
(∫

xf(x)dx∫
f(x)dx

)2 (3)Si l'on interprète, 
omme toute à l'heure, f(x) 
omme la denisté d'un milieu, alors, 
ettequantité n'est rien d'autre que lemoment d'inertie et nous renseigne 
omment est répartiela masse autour du 
entre de masse.On peut, en outre, montrer immédiatement, que
σ2 = 〈(x− 〈x〉)2〉qui montre que σ est bien un nombre réel. Elle ne s'annuulle que si toute la �masse� est
on
entrée sur le 
entre de masse (une �fon
tion� de Dira
). Pour la gaussienne, éten-due sur toute la droite réelle, on peut 
al
uler 
ette quantité par les mêmes te
hniquesqu'avant, en réduisant les intégrales à la relation fondamentale.On vient de 
al
uler 〈x〉 = m. On veut, alors, 
al
uler

1√
2πσ2

∫ ∞
−∞(x−m)2e−(x−m)2/(2σ2)

1√
2πσ2

∫ ∞
−∞ e−(x−m)2/(2σ2)

=
1√

2πσ2

∫ ∞

−∞
(x−m)2e−(x−m)2/(2σ2)



En posant u = x−m on obtient
1√

2πσ2

∫ ∞

−∞
du u2e−u2/(2σ2)Cette intégrale n'est pas zéro, 
ar l'intégrande est une fon
tion paire. Pour la 
al
uler, onpose, d'abord, w = u/(σ

√
2). Ainsi l'on se débarasse du dénominateur de l'exponentiel etl'on obtient

2σ2

√
π

∫ ∞

−∞
dww2e−w2Cette intégrale, a son tour, peut être é
rite 
omme

∫ ∞

−∞
dww2e−w2

= −1

2

∫ ∞

−∞
w de−w2

= −1

2

[
we−w2

∣∣∣
∞

−∞
−

∫ ∞

−∞
e−w2

dw

]
=

√
π

2et l'on obtient, �nalement, que, pour notre gaussienne,
〈(x− 〈x〉)2〉 = σ2justi�ant, ainsi, l'a�rmation faite au début.En mé
anique quantique (et mé
anique statistique) on 
her
he, habituellement, à 
al
ulerdes �valeurs moyennes� de la forme

〈O〉 ≡
∫
dxψ∗(x, t)Oψ(x, t)∫
dxψ∗(x, t)ψ(x, t)où O est un opérateur quel
onque. Si O = H , alors on 
al
ule l'énergie de l'état enquestion, si O = x, on 
al
ule la position moyenne, ainsi de suite. Si ψ(x, t) est unegaussienne et l'intervalle d'intégration toute la droite réelle, alors, on peut faire 
es 
al
ulsexa
tement. Ce qui est parti
ulièrement intéressant est, si la fon
tion d'onde de l'étatdépend de paramètres (par exemple, la largeur de la gaussienne), alors on obtient ladépendan
e de l'énergie à 
es paramètres.Si, par exemple, on 
her
he la valeur moyenne de la position pour un état dé
rit par lafon
tion d'onde Φ(x), alors on doit 
al
uler

〈x〉 =

∫ ∞
−∞ dxΦ(x) xΦ(x)
∫
dxΦ(x)Φ(x)Cette expression est très similaire à la moyenne, que l'on a 
al
ulé pré
édemment�maisil y une petite di�éren
e : la fon
tion de ponderation n'est pas Φ(x), mais Φ(x)2. Enregardant son expression on se rend 
ompte qu Φ(x, t)2 est une gaussienne ave
 la mêmemoyenne que Φ(x, t) mais ave
 une largeur d'un fa
teur √2 plus petite.La raison, bien sûr, est que

Φ2(x) =
e−(x−m)2/σ2

Z(et l'on doit 
al
uler Z =
∫
dxΦ2(x)).Alors, on obtient 〈x〉 = m, mais 〈(x− 〈x〉)2〉 = σ2/2.



Il est utile de résoudre quelques exer
i
es, pour mieux s'habituer à 
es 
al
uls :Exer
i
e : Pour le 
as �libre�(et dans les unités où D = 1), l'énergie moyenne pour unpaquet d'ondes gaussien est donnée par l'expression
E =

∫ ∞
−∞ dxΦ(x)(−Φ′′(x))

∫ ∞
−∞ dxΦ2(x)Montrer que le résultat de 
e 
al
ul, pour Φ(x) = exp(−(x−m)2/(2σ2))/Z, est

E(σ) =
1

σ2

(
1 −

√
π

2

)Ainsi, plus le paquet d'ondes est étroit, plus son énergie est élevée. Ce
i est 
ompréhensiblepar le prin
ipe d'in
ertitude.Exer
i
e : Pour le 
as de l'os
illateur harmonique, V (x) = g · (x−m)2, on doit 
al
uler
E =

∫ ∞
−∞ dxΦ(x)(−Φ′′(x) + g · (x−m)2Φ(x))

∫ ∞
−∞ dxΦ2(x)ave
 Φ(x) = exp(−(x−m)2/(2σ2))/Z. Montrer que

E(σ) =
1

σ2

(
1 −

√
π

2

)
+ σ2g

√
π

2Tra
er 
ette fon
tion et déterminer la valeur de la largeur, σ = σ∗, pour laquelle l'énergieest minimale (E ′(σ∗) = 0, E ′′(σ∗) > 0).Exer
i
e : Montrer que la transformée de Fourier de Φ(x),
Φ̂(p) =

∫ ∞

−∞

dp√
2π
eipxΦ(x)a également la forme d'une Gaussienne et déterminer valeur moyenne et largeur.Exer
i
e : Montrer que

∫ ∞
−∞ dx (x−m)2ke−(x−m)2/(2σ2)

∫ ∞
−∞ dx e−(x−m)2/(2σ2)

≡ Ik ⇒ Ik =
2k − 1

2
Ik−1ave
 I0 =

√
π (et I1 =

√
π/2). Résoudre 
ette ré
uren
e et l'employer pour 
al
ulerl'intervalle de valeurs de la largeur σ pour que le paquet d'onde gaussien, Φ(x) soit �piégé�dans un puits du potentiel
V (x) = g · (x−m)2 + λ · (x−m)4lorsque g < 0 et λ > 0. Ces 
al
uls ont été rendus faisables par le fait que les �bords�étaient à l'in�ni. Une question très intéressante est quels sont les e�ets des bords-parexemple si l'on se limite à un intervalle 0 ≤ x ≤ L, ave
 m = L/2. On peut s'imaginerque, si σ << L, alors les bords auront un e�et négligeable.



Un autre exer
i
e intéressant 
onsiste à 
al
uler la probabilité de transition d'un état àun autre. En mé
anique quantique on apprend que 
ette probabilité est donnée par lemodule 
arré de l'amplitude de transition entre 
es états ; et que 
ette amplitude, à sontour, est donnée par leur produit s
alaire.Par exemple : on se donne une 
ondition initiale, Φ(x, 0) = f(x), on 
al
ule la solution,
Φ(x, t) de l'équation de S
hrödinger/di�usion et l'on s'intéresse à la quantité

P (t) ≡
∣∣∣∣

∫ ∞

−∞
dxΦ(x, t)f(x)

∣∣∣∣
2On s'attend à 
e que 
ette quantité s'annulle ave
 le temps, si la solution, au �l du temps,�s'éloigne� de la 
ondition initiale. Mais l'on peut 
al
uler la quantité 
orrespondanteentre deux états, n'importe lesquels. Un 
as serait d'arranger la largeur de la gaussienne,pour que l'énergie soit 
elle d'un état �ex
ité� et de 
al
uler la probabilité d'arriver versun état d'énergie plus faible.Exer
i
e : Il est fa
ile de se rendre 
ompte que, si la 
ondition initiale est normalisée,alors la solution à tout temps le sera également.


