Introduction

Définition

Polygones Constructibles Construction a la régle et au compas :

Des points étant donnés, on se propose de construire un point
qu'’ils déterminent en n'usant que de la regle et du compas, la
regle ne devant servir qu’a joindre deux points donnés ou
précédemment obtenus, le compas ne devant servir qu’a tracer
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Vocabulaire Enoncés

5 c6tés pentagone

6 cotés hexagone Parmi les nombreux problémes de construction que se sont

7 cotes heptagone posés les anciens, on peut en citer trois
8 cotés octogone @ La duplication du cube : construire un cube de volume
9 c6tés ennéagone double d’un cube donné
10 cotés décagone @ La trisection de I'angle : couper un angle en trois angles
11 cotés hendécagone égaux, dans le cas genéral
12 cotés duodécagone @ La quadrature du cercle : construire un carré de méme aire

13 cotés tridécagone qu’un cercle donne.

15 cotés pentadécagone (ou pentédécagone)
17 cbétés heptadécagone
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@ Nous verrons plus loin que ces problemes ne sont pas
résolubles a la régle et au compas, néanmoins les anciens
avaient proposé des solutions, généralement en utilisant
une courbe auxiliaire.

@ C’est d’ailleurs le premier probléme qui conduisit les Grecs
a I'étude des coniques.

@ Les deux premiers problemes sont de méme nature, alors
que le troisiéme est d’'une toute autre difficulté.
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Conchoide de Nicoméede
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Archimede

La solution d’ARCHIMEDE utilise une régle graduée.

B
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Citation

@ B étant fixé, lorsque P décrit la droite (OA) le point Q
décrit une courbe appelée Conchoide de Nicoméde.

@ C’est la premiére courbe a avoir été définie par un procédé
mécanique.

@ C’est aussi la solution du probléme du chien et de son
maitre ...
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De méme que les Grecs anciens (de I'époque de Platon)
ignoraient la notion de nombre telle que nous la connaissons, il
n’imaginaient pas qu’une courbe puisse étre définie autrement
que par un procédé mécanique.

Certains ont prétendu [. . .] que Platon blamait
quelques uns de ses disciples (Menechme,
Eudoxe. . .) pour avoir, par 'emploi de ces instruments,
altéré la pureté de la géométrie. (H. LEBESGUE)
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Nicomeéde I
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Limacon de Pascal
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Nicomede Il

On peut aussi utiliser une conchoide de droite.
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On peut utiliser comme courbe auxiliaire une conchoide de
cercle, ce qui conduit a un sesqui-secteur !
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Dinostrate

Dinostrate utilise une courbe auxiliaire la quadratrice.
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Descartes

Il faudra attendre DESCARTES pour définir une courbe par une
(ou plusieurs) équations. Voici les solutions proposées pour les
deux premiers problémes utilisant la parabole y = x2.

Trisection On trace le cercle de centre w(cos(36),2) passant
par 0. Les abscisses x; des points d’intersection
(autre que l'origine) avec la parabole sont

2cos(6 + 2km/3).

Racine cubigue On trace le cercle de diametre [AB] avec
B(k,0) et A(0, 1). Labscisse du deuxieme point
d’intersection (autre que l'origine) avec la parabole

est VKk.
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Les Problemes Anciens

Trisecteurs divers
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Céquation du troisieme degré

@ Le limagon de Pascal
@ La francisque
@ et méme par pliage : voir

http ://fr.wikipedia.org/wiki/Trisection_de_|%27angle
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Considérons I'équation X3 + aX? + bX + ¢ = 0 et supposons
qu’elle admette trois racines ; par un changement de variable
standard X = x — £ on se raméne & une équation de la forme

x3 — px = q avec p > 0. En posant x = 2u,/(p/3), on obtient
3 3/3 g
3_SYy="vYY 1
u 4u =8 p2 (1)
Soit 4 tel que cos(theta) = %si/z (ce qui est possible si et

seulement si 4p® — 27g° > 0) ; les solutions de (1) sont
données par cos(6/3 + 2kn/3) : la résolution se raméne a une
trisection !

=
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Les preuves du XIXéme

@ Les constructions au compas seul.

@ Théoréme de GAUSS-WANTZEL : Bien que GAUSS n’ai
jamais publié de preuve compléte il est probable qu’il
connaissait le résultat. Par contre il a établi a 'age de 19
ans, la méthode de construction du polygone a 17 cbtés
qgue nous détaillerons plus loin (publiée en 1801). Larticle
du francais Pierre Laurent WANTZEL date de 1837.

@ LINDEMANN : il a établi en 1882 la transcendance de 7 et
donc I'impossibilité de la quadrature du cercle.
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Construction

Soit T le cercle donné A € T.
On trace un cercle 'y de centre
A qui recoupe ' en B et C. On
construit le point D symétrique
de A par rapport a (BC) comme
intersection du cercle de centre
B passant par A et du cercle
de centre C passant par A. Le
cercle de centre D passant par A
recoupe 'y en E et F. Lintersec-
tion des cercles de centre E et F
passant par A donne le point O
K centre du cercle T".
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Le compas seul

Litalien MASCHERONI a prouvé en 1797 que toute construction
a la régle et au compas pouvait étre effectuée au compas seul
(en fait ce résultat avait déja été établi par le danois MOHR en
1672).

En particulier il est possible de déterminer le centre d’un cercle
déja tracé a I'aide du compas seul (Probléeme de Napoléon).
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Solution du probleme de Napoléon

Soit M le milieu de (BC) et N € T le point diamétralement
opposé a A. Les points A, M, N et D sont alignés. Les triangles
ABM et ANB sont semblables, de méme que ADE et AEO. On

en déduit
AB AN AD AE

AM — AB’ AE ~ AO
Comme AD = 2AM et AB = AE on obtient AO = %AN, donc O
estle centre de I'.
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Théoreme de GAUSS-WANTZEL Construction de base

Théoréeme
Un polygone régulier a n cétes est constructible a la regle et au @ la somme de deux longueurs
compas si et seulement si n est de la forme 2* p, p étant égal a @ le produit/quotient de deux longueurs

1, ou & un nombre premier de la forme 22" + 1, ou & un produit

) e @ la racine carrée d’une longueur
de tels facteurs premiers différents. g

© les racines d’un trindme

Les nombres premiers de la forme 22" + 1 sont appelés nombre
de FERMAT : les seuls connus sont : 3, 5, 17, 257, 65537.
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Polygone a 17 cotés
Heptagone

Les constructions 2 et 3 sont basées sur les relations
métriques dans le triangle rectangle et/ou la notion de
puissance d’un point par rapport a un cercle. Par exemple

Les racines du polynéme x2 — sx = p, (p > 0), sont les
abscisses x’ et x” des points d’intersection avec I'axe des

(construction C3), soient O(0,0), A(1,0), B(—p, 0) avec p > 0. abscisses du cerclq de centre w(—s/2,0) passant par le point
Le cercle de diametre AB recoupe I'axe des ordonnées aux B(0, /) (construction G4).

points C et C’ d’'ordonnées respectives +,/p. 2 w(—s/2,0) ¢ '

C_.

B(0, )

B 0 A
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Quelques constructions Pentagone
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Heptagone

Notations pour les polygones

Pentagone

Pour construire un polygone régulier a n c6tés, il suffit de
déterminer €7/", ou sa partie réelle, ou sa partie imaginaire.

On notera 6§ = 2iw/n et
Bien gu'il existe de nombreuses constructions exactes a la

(k) = cos(k®). régle et au compas, et méme certaines utilisant par exemple
: . une équerre :
On a alors (transformation des produits en somme) Soit (C) le cercle trigonométrique, A(1,0), B(0,1), A/(—1,0) et
1 B'(0,—1). Soit C tel que OACB' soit un carré et P € [A'O] tel
(k)(h) = 5((/‘ +h)+ (k- h)) que PB L PC; alors BP = ss cOté du pentagone.

et (somme des racines de z" — 1)

M +@)+@)+-+(n—1)=—1.
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Polygone a 17 cotés Polygone a 17 cotés
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Pentagone |l Pentagone |l
On en déduit
Nous allons utiliser une méthode, que I'on espére généraliser. V5 — 1
Pour n = 5, on a évidemment (1) = (4), (2) = (3) d’ou les deux @ la valeur de cos(27/5) = 4 celle de
relations V5 +1
1 cos(4n/5) = — ,
(1) + @)= o)==
@ la longueur du c6té du pentagone, d’aprés la formule d’AL
! 1 1 1 KASHI, s2 =1+ 1 —2cos(2r/5) = 5-V5
M@ =5(@) + (1) =5(@+1) =~ %5 2
. 1 1 @ la construction : on place B(0,—1/2) et C(—1/4,0); le
Donc (1) et (2) sont racines de x* + 3x — ;. cercle de centre C passant par B donne les deux cosinus

cherchés (cf. Construction C4).
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Notations Notations
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Polygone a 17 cotés Polygone a 17 c6tés
Heptagone Heptagone
Pentagone IV Heptadécagone
Ay
A, Pour n=17,0na (9) = (8), (10) = (7), (11) = (6),. ... Posons

Pi=01)+(2)+(4)+(8), P

I
—~~
w
~
+
—~~
Z
+
—~~
\l
~
+
—~~
o
~

On a immédiatement Py + P, = —% ; le calcul du produit Py P»
conduit a

PiPy =2(Py + Po) = —1.

Donc P; et P, sont les racines de P? + %P — 1 et sont donc
constructibles a la regle et au compas.
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Heptadécagone |l Heptadécagone |l

Enfin, pour (1) et (4) on obtient les relations (1) + (4) = Q; et
Posons maintenant Q; = (1) + (4) et @/ = (8) + (2) ; on a alors (1)(4) = 5((5) + (3)) = 2@%. On en déduit les valeurs

Q, + Q = Py et
1 1 131:_1+—\/ﬁ _1HVI7
A =5(@Q+M+E)+(1)+(12)+(4) +(6)+(2) = — 4 4

4
A +VIT+V34-2V17  ,  —1+V17 - /34 - 2V17
8 2= 8

Py =

d'ou Q} et Q! sont les racines de Q% — P;Q; — § et sont Q) =
constructibles. De méme pour Q, = (3) + (5) et @) = (7) + (6)
qui sont racines de QS — PQy — ]T et constructibles.

—1 - V17 + V34 +2V17
8

Q= Q) =

—1 — V17 + V34 + 217
8
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Construction de I'heptadécagone

Voici la construction donnée par GAUSS.

@ Il commence par considérer p; = 1Py, po = 1 P> qui sont

16cos(2r/17) = —1 + V17 +1/34 — 217
1

— / — = racines de x? — gX — 11—6. On construit les points B(0, —1/4)
+ \/68 +H12V17 /34 = 2V17(6 +2V17) et C = (—1/16,0) : le cercle de centre C passant par B

donne les points Dy et D, d’abscisses py et po (cf. C4).

C’est une démonstration constructive, puisqu’elle montre que

par résolutions successives d’équations du second degré on @ De méme pour g = 3@, g{ = ;Q} qui sont racines de
peut obtenir cos(27/17) (ce qui est une condition nécéssaire et X2 —2p1x — 75 et g, = @5, g5 = 3@ qui sont racines de
suffisante de constructibilité voir plus loin). X% —2pox — 11—6. Les cercles de centre Dy et D, passant par
Dans la derniére partie de I'exposé on montrera pourquoi et B donnent les points E3,E{, E;, EJ d’abscisses

comment sont choisis les cosinus qui définissent Py et Ps. respectives g'1, q, g, et g5 (cf. C4).
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Construction de I'heptadécagone |l

@ Le cercle de diamétre AjEY coupe OB en K tel que
OK? = —q/ (cf. C3) et le cercle de centre E} passant par
K coupe OA, aux points d’abscisses (3) et (5) solutions
de x2 — ghx + qf (cf. C4),
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Construction de I'heptadécagone |l
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Heptagone

La construction a été simplifi€ée par ROBINSON en 1893, en
remarquant que les cercles passant par B n’ont servi qu’'a
construire des pieds de bissectrices : Dy et D, sont les pieds
des bissectrices de I'angle CBAy, les points E; et EY
correspondent aux bissectrices de CBD; et CBD,. On construit
donc E; en divisant I'angle CBAy en quatre, puis EY tel que
E{BE, mesure 7 /4.
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Heptagone

Pourn=7,ona (6) = (1), (4) = (3), (5) = (2). On ne peut
partager les cosinus en deux groupes, cherchons donc
directement une équation dont les racines sont (1), (2) et (3).
Comme toujours (1) + (2) + (3) = —4. Puis
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OB =1/4,0C = 1/16

CBE}, = CBAy/4

EVBE, = /4
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Heptagone |l

Les trois cosinus sont donc racines de X2 + X2 — IX — 1 qui
devient par changement de variable X = —% + gu

u3—§u— 1

4~ 87

Ce qui fournit une construction a I'aide du trisecteur.
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Construction

— 1 — 1
@ On construit Ow = —= puis wl = ——=.
6" 2V7
@ On construit 'angle xwT tel que son cosinus vaut wl.
@ On divise trisecte I'angle, ce qui donne le point U

e

: 7— ,
@ Enfin, on place wJd = gwu. OdJ donne le cosinus
cherché.
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Heptagone Il Figure 2

Une autre construction, utilisant le trisecteur est donnée par la

méthode suivante due a J. PLEMELJ publiée en 1912.

Sur le cercle trigonomeétrique, avec A(1,0), soit B tel que OAB

soit équilatéral. Soit C le milieu de [OB] et D tel que C
oD = %O_B> Soit £ € [DC] défini par CAE = 1CAD; alors
AE = sy est le cbté de I'heptagone régulier.

O A
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Polygone a 17 cotés
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Heptagone IV

Il est particulierement aisé d’en déduire une construction
approchée, les angles considérés étant petits. Remarquons
que l'approximation s; ~ AC qui est assez précise était connue
de HERON d’Alexandrie et des Arabes.
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Un peu d'algébre Théorie de Galois

Extensions de corps

@ Définition : Soit K un sous-corps de L, on dit alors que L
est une extension de K ; on peut considérer L comme un
espace vectoriel sur K : la dimension de cet espace, notée
[L : K], est appelée degré de I'extension. Si ce degré est 2,
on parle d’extension quadratique.

@ Proposition : Soient K C L € M;si [L: K] et [M: L] sont
finis, alors [M : K] = [M : L] x [L: K].

@ Définition : a € L est dit algébrique sur K s'il existe un
polynédme non nul P € K[X] tel que P(a) = 0.
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Heptagone V

On a s; = 2cos(w/14) et la relation
2cos(76) = 128x7 — 224x° + 112x3 — 14x avec x = cos(h).

Donc s; est racine de I'équation y® = 7(y* — 2y? + 1 soit
encore y° = \/7(1f,) qui peut encore s’écrire

(1/y)® - (1/y) —1/v/7 = 0. On se raméne & une trisection par
la méthode habituelle pour obtenir

1 2cos(a) 3\/§
— = ——2% avec cos(3a) = =1/ =
Yy~ V3 Ba)=3y7

et 0 < a < 7/2. On a immédiatement tan(a) = ﬁg

Miraculeusement la tangente de I'angle CAD vaut exactement

1 1N . p
V3 d’ou la contruction annoncée.
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Un peu d'algébre Théorie de Galois

Polynéme minimal

Théoreme

Si a est algébrique sur K il existe un unique polynéme

P € K[X] unitaire tel que P(a) = 0 et P est irréductible dans
K[X] ; P est appelé polynéme minimal de a. Son degré est
appelé degré de a.
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Théorie de Galois

Un peu d’algébre

Théoreme

Soit L est une extension de K et a € L. Si a est algébrique sur
K et de degré n alors [K(a) : K] = n et une base de K(a) est
donnée par {1,a,a,...,a" ).

Remarque : En particulier si [L : K] = 2 alors, il existe a tel que
L=K(/a)={a+ bya|abec K}.
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Un peu d'algébre Théorie de Galois

Théorie de Galois

@ Définition : Soit L est une extension de K ; 'ensemble G
des automorphismes de L qui laissent K invariant est un
groupe appelé groupe de Galois de I'extension K C L.

@ Proposition : Soit L est une extensionde Keta,be L
algébriques sur K. Si a et b ont le méme polynéme
minimal sur K, alors il existe un isomorphisme de corps o
de K(a) sur K(b) tel que o(a) = b et qui laisse K invariant.

@ Il y a généralement une correspondance entre les
sous-groupes de G et les corps intermédiaires M
(K € M C L) de I'extension.
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Extensions de corps

Un peu d'algébre Théorie de Galois

Algébricité

@ Définition : L est dite algébrique sur K si tout élément de
L est algébrique sur K.

@ Proposition : Si [L : K] est fini, alors L est algébrique sur
K.

@ La réciproque esr fausse : 'ensemble A des nombres
algébriques sur QQ est une extension de Q qui n’est pas de
degré fini. Néanmoins A est dénombrable.
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Définition
Exemples et contre-exemples
Phase directe

. Récipr al |
Nombres constructibles S Al CrlEE

Nombre constructible

@ Définition : Un nombre « est constructible s’il existe une
chaine d’extensions quadratiques telles que
Q=KyCKiCKyC...Kyavec a € K, et Ki, 1 estune
extension quadratique de K.

@ |l est clair qu’'un nombre constructible est constructible a la
regle et au compas : si les éléments de K; sont
constructibles alors ceux de Kj 4 le sont aussi.
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Réciproque Théoreme de Wantzel

La réciproque est immédiate : il y a trois cas a considérer
@ le point est a l'intersection de deux droites : on ne sort pas Théoréme

de K’ ’ . . _ Si o est constructible a la régle et au compas, il est algébrique
@ le point est a l'intersection d’'une droite et d’'un cercle, et son degré sur Q est une puissance de 2.
@ le point est a I'intersection de deux cercles : se rameéne au
cas précédent.
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Exemples et contre-exemples

Justifications

Il est évident que oo = v/2 + /3 est constructible | Néanmoins

® V2+ V3 est constructible en calculant o = 5 + 21/6 on voit que a ne peut étre racine

@ V2 n'est pas constructible d’'un polyndéme de degré 2 & coefficients rationnels. Par contre
@ La trisection de I'angle est impossible a la régle et au o est racine de P = X* — 10X? 4 1. Donc « est algébrique de
compas. degré 4 et son polynédme minimal est P. La factorisation

P(X) = (X2 +2XV/3 + 1)(X? — 2X+/3 + 1) fournit la chaine
d’extensions quadratiques souhaitées Q c Q[v/3] C Q[c] et
est de degré 2 sur Q[v/3] avec comme polyndme minimal

(X2 —2XV3+1).

@ Contre-exemple. Soit P(X) = X* — X — 1. Le polynéme P
est irréductible dans Q[X] et posséde une racine réelle ¢
de degré 4 qui n’est pas constructible.
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Justifications Il

Le polynéme minimal (car irréductible sur Q) de 3 = v/2 est
X3 — 2 :donc 3 est de degré 3 sur Q et donc inconstructible.
Méme raisonnement pour la trisection de 7 /3 : v = cos(7/9)
est racine de Py = 4X3% —3X — % : le polynébme P4 ne possede
pas de racine dans Q et est donc irréductible. Par contre si
4X3 — 3X — aposséde une racine dans Q, I'angle tel que
cos(f) = a est « trisectable » & la régle et au compas.
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Restriction du probleme

@ Soit p un nombre premier; le polygone & p? cotés n'est
pas constructible. La factorisation de
XP 1 = (x=1)(1+x+- -+ xP~ (14 XP+X2P 4. . .4 xP(P=1))
montre que le degré correspondant est p(p — 1) qui n'est
jamais une puissance de 2.

@ Soit p un nombre premier; le polygone a p* (k > 2) cotés
n’est pas constructible : s’il I'était, on pourrait construire le
polygdne & p? cotés, ce qui est impossible.
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Polygone a p c6tés

@ Si p et g sont premiers entre eux et si on sait construire les
polygbnes réguliers a p et g cétés, on sait construire le
polygbne a pq cétés. Soient aet btelsque ap+ bg =1 :
on a alors

I— + .

Pq q p
En reportant a fois I'un des angles et b fois I'autre on
obtient donc I'angle cherché.

or _ r on

Jean-René Licois Polygones Constructibles

On peut donc se limiter aux nombres de cétés p premiers.

Théoreme

Si le polygone a p cétés (p premier impair) est constructible,
alors p est de la forme 2™ + 1.

DEMONSTRATION : Il suffit de vérifier que le degré de
I'extension est p — 1, c’est-a-dire que le polynéme cyclotomique

Qo(x) =1+ x+x2 4 4 xP

est irréductible sur Q. Cela résulte de critere d’EISENSTEIN.
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Critere d’EISENSTEIN Nombres de Fermat

Enfin il suffit de remarquer que si m posséde un facteur impair,

Théoréme le nombre 2 + 1 est composé : en effet d’aprés l'identité
Soit f(X) = ag + ayx + ...apx" € Z[X]. On suppose qu'il existe 4 pk— (a— b)(akq I bkq)
un nombre premier p tel que p divise ay, ai, ..., an—_1, p ne
divise pas an et p? ne divise pas ag ; alos f est irréductible dans on obtient pour k impair a€ + bX = (a+ b)(a* ' + - - + b 1) et
Q[X]. pour m = kg avec k impair

_ ) . X+1)P -1
On applique le résultat au polynéme Qp(X + 1) = % 2M 41 = (29K +1 = (29 + 1)(29K=1) 4 ... 4 1).

k e

en remarquant que les G, sont divisibles par p. Conclusion si n = 2™ + 1 est premier, m est une puissance de

2 et n est un nombre premier de FERMAT.
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Démonstration a la GALOIS

Nombres constructibles

Théoreme Si on pose pour 0 < i < 4, G; égal au sous-groupe de G
Si p est premier, alors (Z./pZ — {0}, x) est cyclique. engendré par g® et K; égal au sous-corps de K formé des z
invariants par g%, on a

DEMONSTRATION : On pose w = €?™/P et K = Q(w). On note

G It’.e‘nsembtledc,ites agtqmorph(isr)nel_s de !T; ge G e:sgl G=Go> G >G> Gyd Gs= {1}

entierement déterminé par g(w). Les valeurs possibles pour B B

g(w) sont les w¥, donc G= {1x = 91,02, ...,gp_1} OU gk est Q=KckKickcksck=K (2
défini par g(w) = wX. Par un isomorphisme évident entre G et
(Z/pZ)+ on en déduit que G est cyclique d’ordre p — 1. Il existe
donc dans G un élémént d’ordre p — 1 eton a

G = {g"|1 < h< p—1}. Déterminer un générateur est 1,3,9.10,13,5,15,11,16,14.8,7,4,12.2.6.
compliqué, mais par exemple pour p = 17, g3 est un

générateur. Dans notre cas, G est d’ordre 2" engendré par g.
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En écrivant les itérées successives w, g(w), ..., g'%(w) on
obtient alors la séquence des puissances
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Un résultat de Gauss

Alors uy = (1) +(9) + (13) + (15) + (16) + (8) + (4) + (2) et
ur =(3)+ (10)+ (5) + (11) + (14) + (7) + (12) + (6) sont
invariants par g2 et sont dans Kj (on a pris un terme sur 2 ).

Le résultat suivant, énoncé par GAUSS, aurait aussi permis de
conclure

Théoréme
De méme v; = (1) + (13) + (1 ?) +(4) et les autres qui s’en Pour construire le polygone de n cétés, n premier impair, il suffit
(1) + (16) = 2cos(27/17) et les termes analogues sont d'utiliser une seule racine (n — 1)@me

invariants par g2 et sont dans Ks.
A ma connaissance personne n’'a jamais mis en pratique cette
construction.
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