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Exercice 1 Soit A une matrice carrée à p lignes et (Xn)n∈N une suite d'éléments de Rp dé�nie par
son premier terme X0 et la relation Xn+1 = A Xn.
1) a) Justi�er rapidement que Xn = An X0.

b) Que peut-on dire des composantes de Xn si A est une matrice diagonale ?
2) On suppose A diagonalisable, A = P D P−1 où D est diagonale et on pose Yn = P−1 Xn.

a) Montrer que Yn satisfait la relation Yn+1 = D Yn.
b) En déduire Xn.

c) Application : A =

(
1 1
1
2

3
2

)
et X0 =

(
2
6

)
.

3) On suppose A =

(
a b
c d

)
et Xn =

(
un

vn

)
. On cherche directement un et vn sous la forme

un = αrn
1 + βrn

2 , vn = γrn
1 + δrn

2 où α, β, γ , δ, r1 et r2 sont à déterminer.
a) En reportant dans la relation Xn+1 = A Xn montrer que α, β, γ , δ, r1 et r2 doivent satisfaire 4

relations que l'on écrira explicitement.

b) En déduire que r1 et r2 sont les valeurs propres de A et que

(
α
γ

)
et

(
β
δ

)
sont des vecteurs

propres associés.

4) On considère la suite réelle dé�nie par la relation un+2−
5

2
un+1 +un = 0 (∗) avec u0 = 2 et u1 = 4.

On pose Xn =

(
un

un+1

)
.

a) Montrer que Xn satisfait une relation Xn+1 = A Xn avec une matrice A à préciser.
b) En déduire l'expression de un en fonction de n.
c) Comparer le polynôme caractéristique de A et l'équation caractéristique de (*).

Exercice 2 On considère l'équation di�érentielle
d

dt
X(t) = A X(t) où A est une matrice carrée à 2

lignes et X(t) ∈ R2.
1) Que peut-on dire des composantes x(t), y(t) de X(t) si A est une matrice diagonale ?
2) On suppose A diagonalisable, A = P D P−1 où D est diagonale et on pose Y (t) = P−1 X(t).

a) Montrer que Y satisfait la relation
d

dt
Y (t) = D Y (t).

b) En déduire l'expression de X(t) en fonction de x(0) et y(0) .
c) Application : reprendre les données de l'exercice précédent.

3) On suppose A =

(
a b
c d

)
. On cherche directement x(t) et y(t) sous la forme x(t) = αet r1 + βet r2 ,

vn = γet r1 + δet r2 où α, β, γ , δ, r1 et r2 sont à déterminer.
a) En reportant dans l'équation di�érentielle montrer que α, β, γ , δ, r1 et r2 doivent satisfaire 4

relations que l'on écrira explicitement.

b) En déduire que r1 et r2 sont les valeurs propres de A et que

(
α
γ

)
et

(
β
δ

)
sont des vecteurs

propres associés.
c) Comparer avec la question 2) et avec l'exercice précédent.


