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Exercice I On notera tM la matrice transposée de la matrice M.
1) Soit H la matrice  1 −1 0

−1 1 −1
0 −1 1


a) Diagonaliser la matrice H et déterminer une matrice P telle que ∆ = P−1HP soit diagonale.
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b) Calculer P−1. En déduire qu'il existe une matrice Q telle que H = Q∆(tQ).

2) a) Soit X ∈ R3. Comparer t(QX) et (tX)(tQ).

b) En déduire que, pour tout X ∈ R3 di�érent de 0, (tX)HX 6= 0.

c) Existe-t-il des vecteurs X tels que (tX)HX < 0 ? On justi�era soigneusement la réponse.
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3) Soit f dé�nie par f(x, y, z) = z4 + (y − z)2 + x2 − 2xy + 2z.
a) Déterminer le point stationnaire de f .

b) Déterminer la matrice hessienne correspondante. Peut-on déterminer la nature de ce point à l'aide
des conditions du second ordre ? Justi�er votre réponse.

c) Déterminer la nature de ce point en utilisant les résultats précédents.
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Exercice II Déterminer le minimum et le maximum de f(x, y) = x2(y2 +1)+y(y + 5
2
x) sur le domaine

D correspondant au demi-cercle de centre O et de rayon 1 dé�ni par

D = {(x, y) | x ≥ 0 et x2 + y2 ≤ 1}
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III Soit la fonction f dé�nie sur R3 par f(x, y, z) = xey + yez + zex et H la matrice dé�nie par −ey ey ex

ey −ez ez

ex ez −ex


1) Calculer det(H). En déduire le signe de det(H).

2) a) Calculer les dérivées partielles de f .

b) Soit (x0, y0, z0) un point stationnaire pour f . qu'on ne cherchera pas à déterminer explicitement.
Montrer que nécéssairement : x0 < 0, y0 < 0 et z0 < 0.

c) Déterminer la nature de ce point. On justi�era soigneusement la réponse.
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