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1 Notion de représentation d’un groupe

1.1 Introduction

La théorie des représentations des groupes permet 1’étude des groupes abstraits en représentant
leurs éléments par des matrices inversibles. On dispose alors des méthodes de 1'algebre linéaire qui
rendent souvent I’étude de ces groupes plus facile et permettent d’en obtenir de nouvelles propriétés.
L’idée est de faire agir un groupe G sur un espace vectoriel V' de telle sorte que ’action de chaque
élément soit compatible avec la structure d’espace vectoriel, c’est a dire soit un élément de GL(V)
le groupe des automorphismes linéaires de V' et plus seulement une bijection de V sur V.

Ce concept émerge a la fin du 19-ieme siecle et I’étude générale des représentations d’un groupe
est largement développée par William Burnside et Ferdinand Georg Frobenius au début du 20-ieme
siecle. Frobenius compléete notamment 1’étude des représentations du groupe symétrique que nous
allons détailler dans la suite. Nous nous limiterons par ailleurs aux groupes finis. Pour un historique
trés complet sur le développement de la théorie des représentations des groupes, le lecteur peut
consulter avec profit [5].

La théorie des représentations a permis de remarquables avancées tout d’abord en théorie des
groupes proprement dit. Elle joue notamment un role fondamental dans le théoréme de classification
des groupes simples finis (classification achevée au début des années 80) et tout spécialement dans
la preuve du théoreme de Feit-Thomson (1963) selon lequel tout groupe simple fini non abélien est
de cardinal pair.

Si la théorie des représentations des groupes sur les corps de caractéristique nulle est désormais
bien comprise (et nous en exposerons les grandes lignes dans les paragraphes qui suivent), elle
demeure encore largement mystérieuse et considérablement plus difficile dans le cas ou les corps
considérés sont de caractéristique positive. Il reste beaucoup a comprendre dans ce domaine tout
spécialement dans le cas des groupes symétriques.

La théorie des représentations des groupes généraux (pas nécessairement finis) et des algebres
possede également de nombreuses applications en physique des particules. Selon le modele de Wi-
gner (1939) chaque état d’une particule correspond notamment a une représentation du groupe
de Poincaré (un groupe de transformations de 1’espace compatible avec la théorie de la relativité
restreinte).

Dans la suite, k£ est un corps de caractéristique nulle et les espaces vectoriels considérés le sont
sur k. Le plus souvent, on prendra k& = C ou un corps algébriquement clos. Pour tout k-espace
vectoriel de dimension finie, on note GL(V) le groupe des automorphismes linéaires de V', c’est-a-
dire le groupes des applications linéaires u : V' — V bijectives. Si dimg (V') = n, on peut identifier



GL(V) au groupe des matrices careés inversibles de taille n & coefficients dans k. On désignera par
G un groupe fini.

1.2 Représentations d’un groupe

Définition 1.1 Une représentation du groupe G sur l’espace vectoriel V de dimension finie est
un morphisme p : G — GL(V) de G vers le groupe des automorphismes de V. On dit alors que
dimg (V') est le degré de la représentation.

On peut également interpréter cette définition en termes matriciels en considérant V' = k™. Une
représentation de degré n équivaut a la donnée, pour chaque g € G, d'une matrice inversible Ry,
la famille des matrices (Ry)geq vérifiant les égalités Ry = RyRy pour tout g, ¢' € G. Dans ce cas
l'application p est définie par p(g) = R,.

Lorsque le morphisme p est injectif, on dit que la représentation est fidéle. Dans ce cas, p(G)
est isomorphe a G et on a réalisé G comme un groupe de matrices.

Exemple 1.2

1. Considérons G = S,, le groupe symétrique d’ordre n. Pour tout o € Sy, on pose p(c) = M, ot
M, est la matrice de permutation associée a o, c’est a dire la matrice de l'application linéaire
qui envoie la base standard (e1, ..., e,) de C" sur (e,(1),- - -, €q(n)). On vérifie facilement que
p définit une représentation fidele de Sy, sur C".

2. Pour tout groupe G, le morphisme p : G — k qui envoie tout élément de G sur 1 est une
représentation de degré 1 dite représentation triviale.

3. Si G est un sous-groupe de GLy,(C) le groupe des matrices inversibles carrées d’ordre n,
Uapplication p : G — C définie par p(M) = det(M) est une représentation de G. Dans le cas
particulier ou G est le groupe des matrices de permutation défini dans 1, det(M,) = e(o) ot
g est la signature de la permutation o. Cela revient a dire que la signature € : S, — C est
une représentation de degré 1.

4. St G = Z/mZ, pour définir une représentation de degré n, il suffit de préciser a = p(1) €
GL,(C) de telle sorte que o™ = I, la matrice identité. Par exemple pour n = 1, toute racine
de l'unité de la forme o = exp(2im/k) avec k un diviseur de n convient.

Sip: G — GL(V) est une représentation de G, elle définit une action de G sur V. Il suffit en
effet de poser g - v = p(g)(v) pour tout g € G et v € V. Par rapport a une action quelconque de G
sur V, laction définie a partir d’une représentation est linéaire, c’est a dire que 'on a en plus

g- v+ ') =g v+pg- v (1)

pour tout g € G, v,v' € V et A\, u € k. Réciproquement une action de groupe qui vérifie en plus (1)
définit une représentation p en posant p(g)v = g-v pour tout v € V et g € G comme précédemment.
Dans cette perspective, une représentation du groupe G sur le k-espace vectoriel V n’est rien d’autre
qu’une action de G sur V' compatible avec sa structure linéaire.

A Dinverse, si G agit sur 'ensemble fini E = {ey,...,e,}, il existe une représentation associée.
Il suffit de considérer l'espace vectoriel Vi := @' ;ke; et de définir pour tout g, p(g) € GL(VE)
comme 'application linéaire envoyant la base E sur la base {g-e1,...,9-en}.



1.3 Semisimplicité

Soient (p,V) et (p',V’) deux représentations d’un méme groupe fini G. Un morphisme (de
représentations) f : V — V' est une application linéaire de V dans V' qui commute avec 1’action
du groupe G, autrement dit pour tout g € G, on a f o p(g) = p'(g) o f 'égalité ayant lieu dans
L(V, V') Despace vectoriel des applications linéaires de V' dans V'. On peut également reformuler
cette propriété a 'aide du diagramme commutatif suivant :

v 4 v/
1 p(9) p(g) -

1% EN %

Lorsque f est bijective, on dit que f est un isomorphisme (de représentations). Dans ce cas, c’est
aussi un isomophisme d’espaces vectoriels et on a dimg (V) = dimg(V’). Soit W C V. On dit que
W est une sous-représentation de G lorsque W est stable sous l'action de G sur V, c’est a dire
sig-w € W pour tout g € G et tout w € W. Lorsque la représentation V n’admet aucune sous-
représentation propre (c’est a dire autre que W = {0} ou W = V), on dit que V est irréductible.

Exemple 1.3 Considérons G = Z/3Z et p, p' les deuz représentations de Z./3Z définies par p(1) =
joetp(1)=3% ouj=exp (227”) Elles sont irréductibles (car de dimension 1) et non isomorphes.
En effet si il existe f € L(C,C) tel que fop(g) = p'(g)o f pour tout g € Z/37Z, on obtient avec g = 1
Uégalité fj = j2f (en dimension 1 la composition des applications se réduit a la multiplication,).

Donc f=0.

Théoréme 1.4 (Maschke) On suppose que k est de caractéristique nulle. Soit (p, V') une représentation
du groupe G et W une sous-représentation de V. Alors, il existe une sous-représentation W' de V
telle que V.=W & W'.

Preuve. On supposera que k = C, la preuve dans le cas d’'un corps de caractéristique nulle
est analogue. Considérons une base de V' et notons (-,-) le produit scalaire hermitien usuel sur V'
relatif & cette base. A priori les applications linéaires p(g) avec g € G ne conservent pas le produit
scalaire. Comme G est fini, on peut définir une forme sesquilinéaire définie positive (-, )g sur V en
posant

(v1,v2)c = (g~ v1,9-v2).

geG

On vérifie immédiatement que (g - v1,g - v2)g = (v1,v2)g pour tout g € G et v1,ve € V. 1l suffit
alors de prendre pour W’ lorthogonal de W par rapport & (-, )¢ qui est stable sur I'action de G.
On notera que p(g) € U(V) est dans le groupe unitaire de V' défini par (-,-)g. ®

Il est clair que la connaissance des représentations W et W’ (c’est a dire celle des actions de
G sur W et W) équivaut a celle de V. En effet, tout vecteur v € V' se décompose sous la forme
v=w+w avecw € W et w’ € W’. On alors g(v) = g(w) + g(w’) puisque l'action de G est linéaire.
On dit que la représentation V se décompose en la somme directe de W et de W’. En termes
matriciels, une fois choisies des bases de W et W', la matrice de p(g) est diagonale par bloc :

RY 0
— g ,
Ho (o RgV>



ou RZV et RZV/ sont les matrices des restrictions de p(g) & W et W’. Noter également que la preuve
précédente montre que les représentations d’un groupe fini sur C sont unitaires (c’est a dire sont
dans le groupe unitaire d’un produit scalaire hermitien).

Corollaire 1.5 Toute représentation V de dimension finie de G sur un corps de caractéristique
nulle se décompose sous la forme

V:VI@WI@...@VT@W

ot les V; sous des représentations irréductibles non isomorphes, chacune d’entre elles apparaissant
avec la multiplicité m;. On dit alors que la théorie des représentations de G sur k est semisimple.

Preuve. On obtient 'existence de la décomposition en raisonnant par récurrence sur la dimen-
sion de V en utilisant le théoréme précédent. m

Remarque : Nous verrons dans la suite que cette décomposition est de plus unique a isomorphisme
pres, c’est a dire au remplacement prés des V; par des représentations irréductibles qui leur sont
isomorphes.

Les deux problemes qui suivent sont fondamentaux en théorie des représentations.

1. Déterminer les représentations irréductibles, leur nombre, leur degré.

2. Décomposer une représentation en une somme de ses représentations irréductibles.

Pour les résoudre, nous allons avoir besoin de la notion de caractere qui fera 'objet du chapitre
suivant. Montrons auparavant un lemme essentiel.

Lemme 1.6 (Schur) Soient Vi et Va deux représentations complexes (i.e. sur C) irréductibles du
groupe G et f: Vi3 — Vo un morphisme. Alors

1. Soit f est un isomorphisme, soit f est l'application nulle f := 0.
2. Si Vi = Vo, il existe A € C tel que f = A\y.

Preuve.

1: Comme ker f et Im f sont invariants sous l'action de G et que V1, V5 sont des représentations
irréductibles, on a ker f = {0} ou V; et, Im f = {0} ou V5.

2 : Comme C est algébriquement clos, f posseéde une valeur propre A. Mais alors ker(f — Aly)
n’est pas réduit & {0}. Comme, il est stable sous l'action de G, on a ker(f — Al;) = Vi et donc
f = )\Id. |

Remarque : L’ensemble des endomorphismes f : V' — V qui commutent avec I’action de G est une
sous-algebre de Endg(V) des endomorphismes linéaires de V. Lorsque k n’est pas algébriquement
clos, on obtient d’apres le point 1 du lemme, que cette sous-algebre est un corps gauche (c’est a
dire un corps non nécessairement commutatif). Lorsque k est algébriquement clos, ce corps n’est
autre que k lui-méme, en particulier, il est commutatif.



1.4 Exemples
1.4.1 Le cas des groupes abéliens

Observons tout d’abord que pour toute représentation irréductible (V, p) d’un groupe G et tout
g € G, laction de g donne une application linéaire bijective de V' — V mais celle-ci n’est en général
pas un isomorphisme de représentations car on n’a pas nécessairement h - (g-v) = g- (h-v) pour
tout h € G et tout v € V. C’est néanmoins le cas si g € Z(G) le centre de G. Dans ce cas, d’apres
le lemme de Schur p(g) = Al est un multiple de 1. Il s’ensuite que g agit sur V' en multipliant les
vecteurs par une constante des lors que g € Z(QG).

Dans le cas ou G est abelien, G = Z(G) et tous les éléments de g stabilisent toutes les droites
de V. Il s’ensuite qu’'une représentation irréductible est nécessairement de dimension 1. On a donc
la proposition suivante :

Proposition 1.7 Soit G un groupe abélien fini. Alors ses représentations irréductibles sont de
degré 1.

On rappelle que tout groupe abélien fini G est isomorphe & un produit de groupes cycliques.
Plus précisément, on a

G~Z]amZx - X TL]a,Z (2)
et si on impose la condition a;41 divise a; pour tout i = 1,...,7—1, la suite (a1, ..., a,) est unique.
On peut alors choisir un ensemble (g1,...,9,) de générateurs ou, pour tout ¢ = 1,...,r, g; est

d’ordre a;. Tout élément g € G s’écrit alors sous la forme g = g7 --- g&" ou 0 < a; < a; — 1. Pour
obtenir une représentation irréductible de G, il suffit donc de déterminer I'image de chaque g; par
p. Comme g = 1, p(g;) doit étre une racine a;-itme de I'unité. Cela donne |G| représentations
irréductibles et on vérifie qu’elles sont non isomorphes en raisonnant comme dans I’Exemple 1.3.
Remarque : Il va de soit qu’'une représentation de degré 1 est necessairement irréductible. La
proposition précédente montre donc que les représentations irréductibles d’un groupe abélien fini
sont exactement ses représentations de degré 1.

1.4.2 Le cas du groupe S;3

Nous avons déja rencontré la représentation triviale et la représentation € renvoyant la signature
de la permutation. Toutes les deux sont irréductibles de degré 1. Nous avons également défini la
représentation de degré 3 sur V = C? telle que o(z1,79,73) = (To(1), To(2), To(3))- On vérifie
facilement que le plan P d’équation x1 4 x2 + x3 = 0 est une sous représentation de V irréductible.
On montrera un peu plus loin que les trois représentations irréductibles ainsi obtenues sont les
seules représentations irréductibles de G.

1.5 Algebre de groupe et représentation adjointe

Soit G un groupe fini. On définit I’algebre k[G] du groupe G sur le corps k comme la k-algebre
de base {e4 | g € G} ou les vecteurs de la base sont soumis aux relations

egey = €59 V9,9 € G.



Un k[G]-module est un k-espace vectoriel V' ou l'algebre k[G] agit linéairement. Cela signifie que
l'on a une action de k[G] sur V telle que

a-(Avy + pvg) = Aa-vy +pa-ve Va € k[G], VYui,va €V, VA uc€k,
(ad")-v=a-((a'-v)) Va,d € k[G] et
(Aa1 + pag) -v=2Aag -v+pag-v, YveV, VA\u€k.

La donnée d’une représentation du groupe G (vue comme une action linéaire de G sur V') équivaut
donc & la donnée d'un k[G]-module et les deux termes ont tendance & étre employés de fagon
interchangeable dans la littérature.

On peut ne considérer que l’action linéaire de G sur k[G]. La représentation de G ainsi obtenue
s’appelle la représentation adjointe de G. Elle est de degré |G| et nous allons voir dans la suite
qu’elle joue un role essentiel.

En tant qu’espace vectoriel, k[G] peut également s’interpréter comme le k-espace des fonctions
f : G — k que nous noterons F. En effet, tout élément f € k[G] se décompose sous la forme

f= Z f(g)eg-

geG

11 définit donc bien un élément de F. Attention, F possede aussi une structure d’algébre commutative
pour la multiplication des fonctions mais cette structure ne coincide pas avec celle sur k[G] qui
n’est pas commutative lorsque G ne 'est pas.

1.6 Exercices
1. Soient Vi et Vo deux représentations de dimension finie d’'un méme groupe G. Vérifier que
Vi @ Vo et V1 ® Vo peuvent également étre munies d’une struture de de représentation de G.

2. Soit (p, V) une représentation de G. Pour tout ¢ € G, on définit p*(g) : V* — V* par
p*(g9) =t p(g~'). Montrer que (p*,V*) définit une représentation de G dite représentation
duale.

3. Donner une représentation matricielle de chacune des représentations irréductibles de S3
rencontrées dans le paragraphe précédent.

4. Donner toutes les représentations irréductibles de As.
5. Donner les représentations irréductibles de Z/20Z.
6. Soit G = {g1,...,9n} un groupe fini. On pose ¢ =Y ;" | g;.
(a) Montrer que cg = gc = ¢ pour tout h € G. En déduire que ¢ est dans le centre de
lalgebre k[G].
(b) Montrer que ¢? = |G| ec.

(c) Quelle est la matrice de la multiplication par ¢ dans k[G] exprimée sur la base {g1,...,9n} 7

7. Considérons I’ensemble des matrices 2 x 2

Gz{(i (1)>|n€Z}.

(a) Vérifier que G est un groupe et que V = C? est une représentation de G.



(b) Déterminer une sous-représentation de V.

(c) La représentation V' se décompose-t-elle en somme de représentations irréductibles?
Peut-on appliquer le théoreme de Maschke ? Pourquoi ?

8. Soit V une représentation irréductible du groupe fini G et ¢ I’élément de C[G] défini comme
dans ’exercice 6. Montrer que ’action de ¢ est une homothétie.

2 Théorie des caracteres

La théorie des caractéres a pour objectif de caractériser les représentations irréductibles et de
calculer la décomposition d’une représentation quelconque en somme directe de représentations
irréductibles.

2.1 Définitions et propriétés basiques

Soit (p, V') une représentation du groupe G. On a vu que pour tout g € G, on pouvait considérer
p(g) comme une matrice en fixant une base de V. On rappelle que det(p(g)) et t7(p(g)) ne dépendent
alors que de p(g) et pas de la base choisie. On dit qu’une fonction f : G — k est centrale si elle est
invariante sur les classes de conjugaison, c’est & dire si f(hgh™!) = f(g) pour tout g,h € G.

Définition 2.1 Le caractére de la représentation (p,V') est Uapplication x : G — k définie par
x(9) = tr(plg)) pour tout g € G.

Proposition 2.2 Soit (p,V') une représentation de degré n et x son caractere.

1. x(1) =n.
2. Sik =C alors x(g7 ') = x(g) pour tout g € G.
3. x(hgh™Y) = x(g) pour tout g,h € G, x est donc une fonction centrale.

Preuve. Laissée en exercice. Indication pour le 2, utiliser que les valeurs propres de p(g) sont
des racines de I'unité puisque G est fini. =

Proposition 2.3 Soient (p1,V1) et (p2, Va) deux représentations de G de caractéres x1 et xa.

1. Le caractére de (p1 + p2, Vi ® Vo) vaut x1 + x2.
2. Le caractére de (p1 ® p2, V1 ® Vo) vaut x1X2.

Preuve. Laissée en exercice. ®m

2.2 Orthogonalité des caracteres

On définit un produit scalaire hermitien sur les fonctions F de G vers C en posant

(o, 1) = (1;| S o(9)0(9) (3)

geG

pour ¢ et ¥ deux fonctions de G dans C.



Soient (p1, V1) et (p2, V2) deux représentations irréductibles de G. Pour toute application linéaire

f: V1 — V5, on pose
geG

Il s’agit donc également d’une application linéaire de V7 dans V5.

Lemme 2.4 On rappelle que Vi et Vo sont irréductibles.
1. Si Vi et Vi ne sont pas isomorphes, on a f° =0,
2. Si Vi =Vy et p1 = pa, O est une homothétie de Vy de rapport n%tr(f) ot np = dime/(V7).

Preuve. On vérifie facilement que pour tout h € G, pa(h)f° = fp1(h). Cela signifie que
fO: Vi — V4 est un morphisme de représentations. Il découle alors du théoreme 1.4 que f° = 0
dans le cas 1 et que f¥ = A\l dans le cas 2. On a par ailleurs tr(f°) = tr(f) d’apres (4). =

Supposons maintenant que p; et ps soient données sous formes matricielles. Autrement dit on
fixe une base de V; et une base de V5 et pour tout g € G, pi(g) = (T<1)- (9)) et pa(g) = (r( ) (9))

J1,t1 12,72
sont des matrices carrées d’ordre n; = dimg(V;) et ng = dime(V2). Notons respectivement (z;, 4, )

et (29 T, Jl) les matrices de f et f© par rapport & ces bases. Ce sont donc des matrices rectangulaires
de taille na x n;. D’apres (4), on a

12711 - |G‘ Z Z Z 1(22,)32 1 x]mjl ](i)zl(g)

J1=1j2=1geG
En faisant décrire a f toutes les applications linéaires de Vi dans V5, on dispose donc pour tout

couple (i1,i2) d’une forme linéaire

O : { Matmxnl((C) - C
M — xzz i
définie par
1 N
Oc ‘G| Z Z Z 12,]2 x]z,]lr](l)zl( ) ou M = (1:j27j1)' (5)
J1=1j2=1g€G

Lorsque V7 et V5 ne sont pas isomorphes, O est la forme linéaire nulle d’apres le lemme précédent.
Ses coeflicients matriciels (i.e. ceux de chaque coordonnée z;, ;) sont donc nuls, autrement dit

2) , 1y .(1 o o
Zrlg,)ﬁ(g 1)r§-l?il(g) =0 pourl<iy,ji1 <ngetl<io, jo <no. (6)
geqG

Lorsque Vi = V5 et p1 = p2
1
0
Lisyin = —tr(f)dizi = Z Tjg,j1 02,1 Oiz,in = O (M) (7)

n
J17]2

avec tr(f) = >, i, Tjo,j10jsji- Les deux expressions (5) et (7) donnent deux expressions pour les
coefficients matriciels de 6. On a donc pour 1 < iy, ji,12,j2 < ng

) Z | 1/nq sid = dg, 51 = Jo, (8)
§ : 12,32 31721 21 Oizin = 0 sinon,

geG J1J2



en particulier si ¢1 = j; et i2 = ja

D 1/ny si iy = io = j1 = Jo,
Z 12112 “v“(g) - { 0 sinon. 9)
gEG

Théoréme 2.5 (orthonormalité des caractéres) On suppose que k = C.

1. Six est le caractére d’une représentation irréductible de G, on a ||x|* = (x,x) = 1.
2. Si x1 et x2 sont deux caractéres de deux représentations irréductibles non isomorphes, alors
(x1,x2) = 0.
Preuve. Dans le cas 1 on a par définition du produit scalaire et d’aprés le point 2 de la
Proposition 2.2

ny ni

(x:x) ‘G’Zx g7 ‘G,ZZZ” g ).

geG i=1 j=1

Mais d’apres (9), |G| zgea Z(IZ)( )rj(’J)(g) = n%(sm pour tout 4,5 = 1,...,n;1. Donc (x,x) = 1.
Dans le cas 2,

(x1,X2) = ZX? Yxilg =G ZZZ Bghrtg).

gEG g€eqG i=1 j=1

Mais d’apres (6), > cq rfj)(gfl)rl(’lj)(g) =0pour 1 <i<mnjetl<j<mny On a donc bien
(x1,x2) =0. m

La théorie des caracteres permet de calculer la multiplicité de chaque représentation irréductible
apparaissant dans la décomposition d’une représentation quelconque en ses composantes irréductibles.

Corollaire 2.6 On suppose k = C. Soit (p,V) une représentation et

vzvl@ml@...@v;@w

une décomposition en irréductibles. Notons respectivement x et x;,i = 1,...,r les caractéres de V
et ceux des V;. alors pour touti=1,...,r, on a
m; = (X Xi)-

En particulier, les multiplicités m; ne dépendent pas de la décomposition considérée.
Le corollaire suivant nous sera tres utile dans le Chapitre 5.

Corollaire 2.7 Soit ¢ une combinaison linéaire a coefficients entiers de caractéres irréductibles
de G. Pour que ¢ soit un caractére irréductible, il faut et il suffit que (¢,¢) =1 et ¢(1) >0

Preuve. Posons ¢ = ) . a;x; ou les x; sont les caracteres irréductibles et a; € Z. Comme
(¢, 9) = 1, nous avons Zaf = 1. Donc tous les a; sont nuls & 'exception d’un seul pour lequel
a;, = £1. Mais comme ¢(1) > 0,ona a;, =1 et ¢ = x;,- |



2.3 Décomposition de la représentation réguliere

On rappelle que la représentation réguliere est celle ou V' = C[G] et l'action p de G sur V
s’obtient par multiplication a gauche. Pour calculer x le caractére de cette représentation, il suffit
d’obtenir la trace de la matrice de p(g),g € G dans la base {e, | h € G}. Or g- e, = p(g)(en) = egn

pour tout g, h € G. Ainsi
| 0sig#1,
X(9) —{ Gl sig=1.

Proposition 2.8 La représentation réguliere se décompose en
C[G] _ VléB dimc (V1) @D er@ dime (V;)

ot Vi,...,V, est la liste de toutes les représentations irréducible de G. Ainsi leur nombre est fini
et chacune d’entre elles apparait dans C[G| avec une multiplicité égale a sa dimension. Si on note
ni,...,n, le degré de ces représentations irréducibles, on a [’égalité de Burnside

|G| =n? +--- 4+ n

Preuve. Soit V; une représentation irréductible et y; son caractere. On a

1
(O xi) = ’G‘ ZX i(9) ’G‘ x(Dxi(1) = n;.

geG

L’égalité |G| = n? + - -- + n? s'obtient en comparant les dimensions. m

Exemple 2.9 On retrouve facilement en utilisant I’égalité de Burnside qu’un groupe abélien d’ordre
n posséde exactement n représentations irréductibles puisqu’elles sont toutes de degré 1.

2.4 Fonctions centrales

Nous allons maintenant nous intéresser au nombre de représentations irréductibles. L’idée est
d’étudier I'algebre A sur C des fonctions centrales sur G définies comme les fonctions f : G —
C constantes sur les classes de conjugaisons de G. Notons Cfi,...,C, le nombre de classes de
conjugaison de G. Pour tout ¢ = 1,...,r, on définit la fonction caractéristique 1¢, : G — C par

1sige
0 sinon.

Il s’agit bien str d’une fonction centrale.
Lemme 2.10 Les fonctions indicatrices 1c,,...,1c, forment une base linéaire de l’algébre A.

Preuve. Laissée en exercice. m

Pour une fonction f € A et une représentation (p, V) de G, on définit 'endomorphisme vy de
V par
up = > flg)plg) € End(V). (10)

geG
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Lemme 2.11 Supposons que (p, V') soit une représentation irréductible de degré n. Alors uy est
une homothétie de rapport
1 G|
)\ = — =
- > f9)x(9) -

geG

(f,%)

ot x est la caractére de (p, V).

Preuve. On vérifie facilement que pour tout g € G, p(g)usp(g)™" = uy, cest a dire que
p(g)us = usp(g). D’apres le Théoreme 1.4, us est une homothétie. Pour calculer son rapport A, on
applique la trace a (10). Cela donne

nA =Y f(g)x(g)-

geG

Théoréme 2.12 Le nombre de caractéres irréductibles est égal au nombre de classes de conju-
gaison de G. De plus les caractéres irréductibles forment une base orthonormée de [’algébre des
fonctions centrales.

Preuve. Soient x1, ..., xs 'ensemble des caracteres irréductibles de G. D’apres le Théoreme 2.5,
X1, - - -, Xs est une famille orthonormée donc en particulier, une famille libre. Il suffit de démontrer
que tout élément f € A orthogonal & tous les y; est nul. Considérons une telle fonction f. Pour
toute représentation (p, V') de G, on définit

vi =Y f(9)n(9)-

geG

Puisque f est orthogonal & tous les x;, le lemme précédent (que I'on applique & f) implique que
vy = 0 lorsque V' est une représentation irréductible. Si V' n’est pas irréducible, sa décomposition en
irréductibles permet d’écrire pour tout g € G, p(g) = p1(g9)+- - -+ pr(g) ol les p; sont irréductibles.
On a alors

k
v =3 S Floilg) = v 4o+l =0,
=1 QGG

Donc vy est en fait toujours nul. En particulier, si on prend pour V la représentation réguliere de
G de caractere y, nous aurons

vler) =) Flglg)(er) = Y Flg)eg = 0.
geG geqG

Donc f(g) = 0= f(g) pour tout g € G comme souhaité. m

2.5 Degré des représentations irréductibles

Nous avons déja vu que la somme des carrés des degrés des représentations irréductibles d’un
groupe fini G était égale au cardinal de ce groupe (égalité de Burnside). Le paragraphe qui suit
est consacré a la preuve du théoréme suivant (voir aussi le paragraphe II-1 du livre de Serre [7] ou
encore le Chapitre 22 de [4]).

11



Théoréme 2.13 Soit G un groupe fini de cardinal n et d le degré d’une représentation irréductible
de G sur C. Alors d/n.

On rappelle qu’un nombre complexe « est un entier algébrique lorsqu’il est racine d’un polynéme
unitaire a coefficients dans Z. Il est clair que les éléments de Z sont algébriques ainsi que n’importe
quelle racine de I'unité. Attention a ne pas confondre avec la notion d’élément algébrique sur Q ou
le polynéme annulant o est juste supposé a coefficients dans Q. Ainsi cos(§) n’est pas un entier
algébrique mais est algébrique sur Q. Noter aussi que « est un entier algébrique ssi @ ’est. Nous
allons devoir démontrer quelques lemmes intermédiaires.

Lemme 2.14 Soit o € Q un entier algébrique, alors a € Z.
Preuve. A faire en exercice en posant o = 4 avec p et ¢ deux entiers premiers entre eux. m
Lemme 2.15 « est algébrique ssi « est valeur propre d’une matrice (carrée) a coefficients dans Z.

Preuve. Si « est entier algébrique et P(a) = 0 avec P € Z[X] unitaire, il suffit de considérer
la matrice compagnon

0 - - 0 —oco

1 . —C1
M = . .

0 -0

0 0 1 —cup-1

de polynome caractéristique P. Réciproquement si M est une matrice a coefficients dans Z dont «
est valeur propre, son polynéme caractéristique det(X I — M) est a coefficients dans Z et annule a.
]

Lemme 2.16 L’ensemble des entiers algébriques forme un sous-anneau de C.

Preuve. Soient « et § deux entiers algébriques, M et N deux matrices a coefficients dans Z
d’ordre m et n telles que « et (3 soient respectivement des valeurs propres de M et N. Soient u, et
ug des vecteurs propres pour M et N associés a o et 3. Alors u, ® ug est vecteur propre de M @ N
associé a af mais aussi de M ® I, + I, ® N associé a a + 3. Cela montre que af et a4+ 5 sont
des entiers algébriques d’apres le lemme précédent. m

Une conséquence de ce dernier lemme est que les valeurs prises par les caractéres des représentations
des groupes finis sont toujours des entiers algébriques (ce sont des sommes de racines de 'unité).
En particulier, si x(g) € Q, alors x(g) € Z.

Soit C' une classe de conjugaison du groupe fini G. On pose

C =) e, eC(ql.
geC

Lemme 2.17 Awvec les notations précédentes,

1. C est dans le centre de C[G],

2. Si'V est une représentation irréductible de G (et donc aussi un C[G]-module irréductible) de
dimension finie, il existe X € 7 tel que pour tout v € V, C'-v = Xv (i.e. C agit comme une
homothétie).
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3. Le rapport de l’homothétie de l’assertion 2 vaut A = |C| % ou x est le caractére de la
représentation V et g un élément quelconque de C.

4. Le nombre \ est un entier algébrique.

Preuve. Le 1 est facile et le 2 découle du lemme de Schur. Pour le 3, on suppose que l'on a
fixé une base de V. Pour tout g € G, soit M(g) la matrice de I'action de g dans cette base. Celle
correspondant & C vaut alors

M =" M(g).

geC
En prenant la trace et en utilisant le fait que toute les matrices M(g),g € C sont conjuguées, on
obtient Ax(1) = |C| x(g). Pour l'assertion 4, comme X est valeur propre pour l'action de C sur
V, c’est aussi une valeur propre pour l'action de C sur C[G]. En effet, nous avons vu que chaque
représentation irréductible apparait comme composante de la représentation adjointe C[G]. Notons
N(g) la matrice de I'action de g sur C[G] relativement a la base {ey4 | g € G} et N celle de C. Nous

avons
N =Y N(g).
geC

Or les matrices N(g) sont des matrices de permutation, donc & coefficients dans Z. Ainsi A est
valeur propre de N a coefficients dans Z. Le nombre A est donc bien entier algébrique. m

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du Théoreme 2.13.
Preuve du théoréme 2.13. D’apres le lemme précédent, pour toute classe de conjugaison
C dans G, |C] % est un entier algébrique. Par ailleurs x(g) et donc aussi x(g) est un entier

algébrique. Ainsi |C| % est un entier algébrique pour toute classe C. Cela implique, puisque

les entiers algébriques forment un anneau, que

> M e

C classe de conjugaison

est un entier algébrique. Mais comme V' est irréducible, (x,x)g = 1 et dig\/ € Q est un entier

algébrique. On a donc digv €Z. m

2.6 Exercices

1. Montrer que S3 possede 3 représentations irréductibles. Donner sa table des caracteres.

2. Trouver tous les caracteres irréductibles du groupe cyclique Cy et exprimer le caractere de la
représentation réguliere comme combinaison linéaires de ces caracteres.

3. Montrer que les seuls caracteres irréductibles de G non nuls qui soient des homomorphismes
de groupes sont les caracteres linéaires.

4. Soit € une représentation de G de dimension 1 telle que e(G) = {—1,+1}. Montrer que
deG € (9) =0.

5. Déterminer a isomorphisme pres toutes les représentations du groupe quaternionique Jg. On
rappelle qu’il s’agit du groupe engendré par deux générateurs a et b et par les relations

=1, a*=0> b lab=a"N

Donner la table des caracteres de Qs.
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. Donner la table des caracteres sur groupe dihédral Dg engendré par les générateurs a et b

soumis aux relations a* = 1,02 = 1 et b~lab = a~!. Comparer avec la table de Q5.

7. Soit m une représentation de G de caractere y. Montrer que g € ker7 ssi x(g) = x(1).

8. Soit g € G tel que pour toute représentation irréductible 7, on ait g € ker m. Montrer que

10.

11.

12.

13.

14.

15.

g =1

. Soit N un sous groupe distingué de G et p : G — G/N la projection canonique. Soit 7 une

représentation de G/N. Montrer que m = 7 o p est une représentation de G de méme degré
que 7. Si 7 est irréducible, 7 est-elle irréductible. Que se passe-t-il dans le cas ou N = D(G)
est le sous-groupe dérivé de G (i.e. le sous groupe de G engendré par les éléments du type
ryx~ly~! avec z,y € G).

Soit (m, V) une représentation de G et y son caractere. On sait que (7 @ m,V ® V), le carré
tensoriel de V' est aussi une représentation de G.

(a) On note SymV le sous-espace de V ® V enjendré par les tenseurs symétriques (i.e. de
la forme u ® v + v ® u avec u,v € V). De méme soit A%V le sous-espace des tenseurs
antisymétriques. Montrer que V @ V = SymV @ A?V.

(b) Montrer que SymV et A2V sont des sous représentations de V ® V dont on notera y,
et xq les caracteres.

(c) Soit g € @G. Justifier que 7(g) est diagonalisable. En utilisant une base de vecteurs
propres pour m(g) établir que

1

xs(9) = 5 (x(9)* + x(9%)) et xal9) = 5(x(9)* = x(¢”)).

Soit G un groupe d’ordre 12. Quels sont les dégrés possibles des représentations irréductibles
de G?

Montrer que si z € G est différent de 1, il y a au moins un caractere irréductible x de G tel
que x(z) # x(1).

Soit G un groupe fini et p : G — GL(V) une représentation de G sur le C-espace vectoriel V'
de dimension n. On note x le caractere associé.

Montrer que ¢ : g — det(p(g)) est une représentation irréducible de G.

(a) Prouver que G/ ker ¢ est abélien.

(b) Supposons qu’il existe g € G tel que §(g) = —1. Montrer que G posseéde un sous-groupe
normal d’indice 2.

(¢) Montrer que lorsque G n’a pas de sous groupe d’indice 2, ses éléments d’ordre 2 vérifient
x(g) = x(1) mod 4.

Supposons que x est un caractere du groupe fini G tel que x ne prennent que des valeurs
entiéres et paires. Peut-on en conclure qu’il existe un caractére ¢ tel que x = 2¢?

Soit G un groupe fini et x1, ..., X% ses caracteres irréductibles complexes. On note C1, ..., Cy
les classes de conjugaisons de G. Soit A = (a; ;) la matrice k x k telle que

Vel
Qij = \/@ Xj (i)

ol g; est un représentant de Cj.
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(a) Justifier que A et A sont des matrices unitaires.

(b) En déduire les relations

k

—— _ |G .
ZXj(gil)Xj(gig) = Ci |5i1,i2 pour 1 <4y,i2 < k.
j=1 e

3 Dual d’un groupe fini

3.1 Définition du groupe dual

Soit G un groupe ﬁm noté multiplicativement. On note G l'ensemble des morphismes f : G —
C*. On voit donc que GcA I’algebre des fonctions centrales sur GG. En effet, pour tout f € G on
a

f(hgh™) = f(h)f(9)f(R)™" = f(9) Vh,g€G.

On vérifie en fait que G coincide avec I'ensemble des caracteres des représentations de degré 1de G.
En effet si p est une telle représentation de caractere x, on a pour tout g € G, p(g) = x(g) puisque
p(g) € C. Le produit tensoriel de deux représentations de degré 1 restant de degré 1, la Proposition
2.3 montre que G est en fait un groupe abélien, on 'appelle le groupe dual de G.

Si G est de cardinal n, le théoreme de Lagrange implique que f € G est en fait & valeur dans
U,, le groupe des racines n-iemes de l'unité. En effet, pour tout g € GG

Il s’ensuit que G est fini.

3.2 Cas des groupes abéliens

Supposons que G est un groupe abélien fini de cardinal n. Dans ce cas, on sait d’aprés la
Proposition 1.7 que les représentations de degré 1 de G sont les représentations irréductibles. D’apres
le Théoreme 2.12, nous avons exactement n représentations irréducibles (n classes de conjugaison
puisque G est abélien). Puisque G coincide avec I'ensemble des caractéres des représentations de

degré 1 de G, on en déduit que |G| = é‘ En fait, on a la proposition plus forte ci-dessous :

Proposition 3.1 Les groupes abéliens G et G sont tsomorphes.

Preuve. Avec les notations de (2), nous avons
G~7Z/aZlx - X L]a,Z

ou a;41 divise a; pour tout i = 1,...,r — 1. Soit (g1,...,g,) un ensemble de générateurs ou, pour
tout i = 1,...,r, g; est dordre a;. Tout élément g € G s'écrit sous la forme g = g{"* -+ g2 on
0 < o; < a; — 1. Chaque représentation p de dimension 1 de G est déterminée par 'image des
gi par p. Comme g;* = 1, p(g;) doit étre une racine a;-ieme de P'unité disons «;. On vérifie alors
facilement que ’application

0:G— Uy x---xU,,
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qui & p associe (o, ..., a,) est un isomorphisme de groupes abéliens. Par ailleurs, on a Uy, X - -+ X
U,, ~Z/a1Zx - - - X Z]a,Z ce qui montre que G et G sont isomorphes. m

Remarque : attention ce résultat est faux avec des groupes non abéliens puisque G est toujours
abélien !

Proposition 3.2 Les éléments de G forment une base orthonormée de F [l’algébre des fonctions
de G dans C (qui ici coincide avec A).

Preuve. Cela découle du fait que ces caracteres irréductibles de G forment une base de A
d’apres le Théoreme 2.12. Or F = A puisque G est abélien. De plus, les caracteres irréductibles
s’identifient a G dans le cas abélien. m

3.3 Transformée de Fourier pour un groupe abélien fini

Soit G un groupe abélien fini et G son groupe dual. On note F (resp. F ) le C-ev des fonctions
de G (resp. G) dans C. Pour tout f,x € G, on pose

Fo) = = Z flg
gEG
D’apres la proposition, G est une base orthonormée de F , on a donc
F=>(F0x=>Y_ FOx (11)
XEG xe@

Définition 3.3 La tmnﬁformation de Fourier est l'application ® : F — F qui a f associe sa
transformée de Fourier f définie par :

Fx) ‘G‘;f

Proposition 3.4 La transformation de Fourier ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Preuve. Il s’agit clairement d’une application linéaire. Elle est injective car si f ( ) = 0 pour
tout x € G alors f = 0 d’apres (11). Par ailleurs, chacun des espaces FetFa pour dimension n
d’apres les Propositions 3.1 et 3.2. =

La transformation de Fourier possede de nombreuses autres propriétés tres utiles notamment
en arithmétique et méme en traitement de 'image. Nous renvoyons le lecteur a [6] pour des
développements sur ces questions.

3.4 Sommes de Gauss et réciprocité quadradique

Soit p un nombre premier impair. Pour tout « € Z, on note x la classe de £ mod p. Rappelons
que le symbole de Legendre est défini par

" 0six e pZ
<> =< 1si7Test un carré dans (Z/pZ)*,
—1 sinon.
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Proposition 3.5

p—1

1. L’application p : (Z/pZ)* — {£1} telle que p(T) = x 2 modp définit une représentation de
dimension 1 du groupe multiplicatif (Z/pZ)*.

2. On a p(T) = (%) pour tout x €T et tout T € (Z/pZ)*.

3. Le symbole de Legendre est multiplicatif

()= G)G) v

4. On a lidentité

5. Six=2x2'modp, on a (%) = (%)

Preuve. 1 : L’application est bien définie car p(Z) ne dépend pas de = € Z. Par ailleurs
p(Z)? = 2P"'mod p = 1 donc p(Z) € {#1}. Comme (Z/pZ)* est cyclique d’ordre p—1, p est surjectif.
En effet si a est un générateur de (Z/pZ)" (racine primitive modulo p), p(a) = —1. L’application
p est clairement un morphisme de groupes multiplicatifs. On a par ailleurs (Z/pZ)*/ ker p ~ {£1}
donc ker p est d’indice 2 dans (Z/pZ)* = ker p Ul (aker p).

2 : Si T = 72 est un carré, on a p(T) = yP~!
ker p Ll (aker p), T = 72 et p(T) = —1.

3 : Découle de 1 et 2.

4 : Découle de 1 et de I'exercice 4 du chapitre précédent.

5 : Découle de 2. m

mod p = 1. Sinon on peut écrire puisque (Z/pZ)* =

Soit @ une racine primitive modulo p (par exemple 6 = exp(Q“r) On définit la somme de Gauss
T par
p—1 "
_— () o,
=0 p
Proposition 3.6 Nous avons 72 = p(_?l).
Preuve. Par définition

~EEQ0- S

z=0 y=0 =0 y=0

ou la seconde égalité est une conséquence du point 3 de la proposition précédente. Cela donne

S 1 o

u=0 z4+y=umod p u=0 =0

% G-EE5)

z+y=umodp =0

car
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d’apres le point 5 de la méme proposition. Posons pour tout u € {0,...,p — 1}
2 z(u —x) 2! z(u — )
S(u)_z< p >_Z< p >

=0 r=1

Ona S(0) = Zg;i (7?1) =(p— 1)(771) Pour u # 0, on note ! I'unique entier de {1,...,p — 1}

tel que zz~! = 1mod p. On a alors

St = pi (—x2(1 - x_lu))

=1 p
puisque pour tout z = 1,...p—1, —2%(1 —2~'u) = 2(u—2) mod p. Comme le symbole de Legendre
est multiplicatif,
—1 _ p—1
~1\ & 1—21u -1 z
sw-(5)5(5-)-G).Z,0)
p z=1 p p 2=0,z#1 p

ott la derniére égalité vient du fait que {(1 — 2z 'u)modp |z =1,...p -1} ={0,2,...,p — 1} car
u#0 et 7 # 0. Finalement
-1
S(u) = — (>
p

en utilisant le point 4 de la proposition précédente. On a donc
p—1 1 p—1 ]
=50+ Y s = () (p‘ ! —ZH"> -(5)r
u=1 p u=1 p
puisque 1 + Zﬁ;ll 0 =0. m

Théoréme 3.7 Soient p et q deux nombres premiers impairs disctincts. On a

@ @) = ()T 7.

Preuve. Notons E = Z[f] le sous-anneau de C engendré par Z et 6. En utilisant le morphisme
de Frobenius dans [, = Z/pZ, nous avons

p—1

71 = Z (:c) 07" mod ¢E.
b

z=1
En utilisant que le symbole de Legendre est multiplicatif, cela donne
p—1

q qr
== — )07 mod qF
6= ()

z=1

1

1. 1l s’agit d’une notation un peut trompeuse car x~° n’est pas ici égal a l'inverse de x dans Z qui n’est pas un

entier en général.

18



de sorte que nous avons 7¢ = (%)T mod ¢F puisque la multiplication par ¢ donne une bijection de
Fy.
Considérons maintenant le nombre

()= ()" v

2 on trouve la congruence

En mulitipliant par 7

1

<W> 2 et <q> 2 mod gF.
q b

D’apres la proposition précédente, nous savons que 72 = (_71)]9 donc comme p et g sont premiers
entre eux, 72 est inversible dans E/qE. En simplifiant par 72 mod ¢E, nous obtenons

(51

puisque 1’égalité modulo ¢F équivaut a 1’égalité pour des valeurs dans {£1}. Finalement, nous

avons
q—1

BO-(E)-(D) ()" -

3.5 Exercices

1. Etant données f1 et fo dans F (associé & G fini et abélien noté additivement), on définit le
produit de convolution f; * fo € F par

fix fa(9) =Y filg — 5)fa(9).

seG

Montrer que * est une opération commutative et associative. Démontrer également que
—_— o~ ~
fix fa = |G| f1 x fa.

2. Montrer que la formule de réciprocité quadratique permet de ramener le calcul du symbole
de Legendre (%) a (_71) et (%)

3. Le but de 'exercice est le calcul de (2) lorsque p est un nombre premier impair.

(a) Montrer que 2.4...(p— 1) = 2"z (p L.

(b) On considére ’ensemble E' des nombres pairs entre p+1 et p—1. Montrer que [[,cpk =

(—1)*»modp ou p est le nombre d’entiers impairs entre 1 et Tl (on pourra considérer
I’ensemble des nombres —(E —p).

(¢) En déduire que 2°7 (p Pl = (—1)#(251!) puis que 2" = (—1)~.
%1 si pT est pair et pu = pH si 221 est impair. En déduire que

(d) Montrer que pu = 5

@ = (-
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4 Restriction et induction de représentations

4.1 Définition

Soit H un sous-groupe de G. Toute représentation p : G — GL(V) de caractere y définit par
restriction une représentation pg : H — GL(V'). On la notera p i ou plus simplement p| lorsqu’il
n’y a pas d’ambiguité. Son caractere n’est autre que la restriction x| du caractere x au sous-groupe
H. 1l faut bien noter que méme lorsque p est une représentation irréductible, p; ne l'est pas en
général. Déterminer sa décomposition en représentations irréductibles pour H est alors un probleme
difficile.

Frobenius a eu I'idée de construire la table des caracteres de G a partir de la table des caracteres
de ses sous-groupes H en introduisant une opération duale de la restriction appelée induction. Cette
fois, il s’agit de construire une représentation de G a partir d’une représentation de H. L’exemple
le plus simple d’induction est celle obtenue en faisant agir G sur les classes a gauche de G/H.
Rappelons que H étant un sous-groupe de G, les classes a gauche de G/H sont les sous-ensembles
de la forme

gH ={gh|h e H}.
I est clair que toutes ces classes ont pour cardinal |H| et, comme elle forment une partition de
G,on a |G/H| = % On se donne un systeme {gi, ..., gr} de représentants de ces classes, c’est a
dire que l'on choisit un élément de GG dans chaque classe. Le groupe G agit de facon naturelle sur
G/H ={q1H,...,gH} en posant pour tout g € G

9-9iH =gy H
ou g; est 'unique éléments de {g1,...,gx} tel que giTIggi € H. Pour obtenir une représentation
de G, il suffit d’introduire une structure linéaire sur G/H. Soit donc U = EB?ZI(CUZ-. On définit la
représentation 7y de G en décrivant 'image des vecteurs de la base {uq, ..., ux} par 7g(g). Posons

mr (9)(ui) = ue

ou ¢ est 'unique indice de {1,...,k} tel que g;lggi € H. 1l est clair que la matrice de mg(g) est la
matrice de permutation correspondant & la permutation o, définite par o,4(i) =7’

Exemple 4.1 Considérons le sous-groupe H = {id, (12)} de Ss. Les classes a gauche sont uy = H,
ug = (13)H et uz = (23)H. On vérifie que la matrice de i (123) du cycle (123) = (12)(23) dans

la base {uy,uz,us} est
010
1 00
0 01

Plus généralement, soit ¢ : H — G'L(V') une représentation de H. On définit la représentation
induite ¥T¢ (ou plus simplement ') de la facon suivante. L’espace de la représentation ¢! est
U®V ou U est 'espace vectoriel de dimension k = |G/H| introduit précédemment. Rappelons que
si {v1,...,v,} est une base de V, le produit tensoriel U ® V est le C espace vectoriel de dimension
kr et de base {u; ® v; | 1 <i < k,1 < j <r}. Pour définir 97, il suffit donc de donner les images
des vecteurs de la base tensorielle. Posons

Y (9)(wi @ v)) = g, i) ® V(9,99 (0))-
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L’expression est bien définie puisque nous avons g;gl(i) gg; € H. On en déduit le calcul du caractere
induit xT.

Proposition 4.2 Soit 1) une représentation de H sous-groupe du groupe fini G. Le caractére x'
de la représentation induite ¥ est donné par la formule suivante :

Vo == Y xfef) VgeG

’ |f€ 1

Preuve. La matrice de 17(g) dans la base {u; ® u;} est la matrice de permuation par blocs
Myt (g) = (Mis(g))1<i,s<k dont les blocs sont les matrices 7 X r données par

My (g gg:) si og(s) =1,

On a donc
Xg) =tr(Myr) = > tr(Mylg;'gg) = > x(g; ' 99)-
ilog(i)=i ilg; ‘9g:€H

Puisque x est invariant sur les classes de conjugaison de H, on aura également

XT(g)=|}1ﬂ S X leh).
feG|f~tgfeH

Exercice 4.3 Déterminer la table des caractéres obtenus par induction a partir des caractéres
irréductibles de Cy a Qg. Décomposer ces caractéres induits en irréductibles.

Corollaire 4.4 Supposons que ¢ soit la représentation triviale de H de caractére la fonction
constante égale o 1. La représentation ¢! est la représentation permutationelle de G sur G/H.
Son caractére est donné par la formule

_ GlI¢, N H|

)
x'(g9) = Vg € G.
)= "a1ie,

Preuve. D’apres la formule précédente, pour obtenir xT(g) il suffit de calculer le cardinal de
I'ensemble E(g) = {f € G | f~'gf € H}. Pour cela considérons I’application

9:{ E(g) = HNC,

fr—flgf
Pour tout u € H N Cy, on a |67 (u)| = [Sy| ot Sy est le stabilisateur de g sous I'action par
conjugaison. Comme 6 est surjective, nous avons |E(g)| = |Sg||Cy N H|. Cela donne

o) = 1S:11Co N HI _[€1IC, 0 H
[H] [H]|C,

. G
puisque |Sy| = % n
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4.2 Loi de réciprocité de Frobenius

Théoréme 4.5 Soit x un caractére de H et T un caractére de G. On a (x',7) = (x, 7).

Preuve. D’apres la Proposition 4.2, nous avons pour tout g € G

T {hSlhEH

X 0 sinon

(9) |H‘Zx (f~'gf) avec x*(h) =

feaq

On a donc

1
—G|g§xT(g)T(9 |GHH‘ZZXJC '9f)(g).

9€qG feG

En posant z = f_lgf, cela donne

T, 7)

|H| Z x(@ = (X, Tym)

xeG feG IEG feG zeF

puisque T est invariant sur les classes de conjugaison de G. m

Corollaire 4.6 Supposons que x soit associé a la représentation irréductible v» de H et T a la
représentation irréductible p de G. Alors, la multiplicité de p dans ¥'C est égale a celle de ¢ dans

PLH -

4.3 Exercices
1. Déterminer la décomposition en irréductibles de la restriction de la représentation de degré
2 de Qg au sous-groupe cyclique Cy d’ordre 4 engendré par le générateur a (cf Exercice 5).
2. Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. On note 11, . . ., 1, les caracteres irréductibles
de H et 1,...ps les caracteres irréductibles de G.
(a) Soit j € {1,...,s}. Justifier que gij la restriction de ¢; a H se décompose sous la forme

@jH = > i, dij¥; ou les d; ; sont dans N. Posons D = (d; ;) la matrice r x s associée
(dite de décomposition).

(b) Soit ¢ € {1,...,r}. Justifier que ij le caractere induit de H & G se décompose sous la
forme @Z)ZTH = Zj‘:l djipj ol les 6; j sont dans N. On pose A = (J;,;). Quelle relation lie

les matrices D et A7
(c) Montrer que pour tout <g0j ,gojH>H =>4 dz2u
(d) Etablir que

H
1 = (es i) = | 'Z O
=~ g 2

(e) En déduire que pour tout j € {1,...,s},ona y ” < [G : H] et que I'égalité est

réalisée si et seulement si ¢;(g) = 0 pour tout g ¢ H.
(f) Etablir que pour tout i € {1,...,7}, on a également > * <|[G:H]et>?
G : HJ.

jlj’l ]12]—
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3. Soit G un groupe et H un sous groupe abélien de G d’indice k. Montrer x(1) < k pour tout
caractere irréductible y de G.

4. Soit G = Dg et H = (a?b). Soit U le sous espace de C[H] de dimension 1 en genfré par
1 —a®+b— ab.

(a) Vérifier que U est une sous représentation de C[H| pour H.

(b) Déterminer une base de UTC.

(c) Déterminer les caracteres de U et de UTC. La représentation UTC est-elle irréductible ?

5 Caracteres des représentations du groupe symétrique

Le but de ce chapitre est de déterminer les caracteres irréductibles du groupe symétrique. Les
représentations irréductibles du groupe symétrique (et pas seulement leurs caracteéres) peuvent
également étre totalement explicitées. Nous renvoyons le lecteur au Chapitre 4 du livre de Fulton
et Harris [2] pour une exposition compléte.

5.1 Classes de conjugaison

Soit S, le groupe des permuations de 'ensemble X,, = {1,...,n}. On note o = (iyig---ix) le
cycle de longueur k qui envoie i, sur ¢4+1 pour tout 1 < a < k, i sur ¢; et laisse invariant les entiers
de X,, qui ne sont pas dans son support {i1,...,ix}. Il est facile de vérifier que pour tout 7 € Sy,
o1t = (7(i1)7(i2) - - - 7(ix)). On rappelle que toute permutation se décompose en un produit de
cycles a supports disjoints. Ces cycles commuttant entre eux, on peut choisir de les écrire par ordre
de longueur décroissante. On vérifie alors facilement que les classes de conjugaisons de S, sont
indexées par les partitions de n, c’est a dire par les suites décroissantes A = (A > A9 > -+ > \;)
d’entiers (notation additive) telles que A1 + - -+ + A, = n. On note alors A\ - n. Les éléments de la
classe C'y sont ceux dont la décomposition en cycles a supports disjoints fait apparaitre r cycles de
longueurs A1, ..., A\, (en comptant les cycles de longueur 1). On dit que les éléments de C' ont pour
type cyclique A\. On peut également choisir d’écrire A = (1122 ...n™n) (notation multiplicative)
ou pour tout 7, la partition A possede m; parts égales a i.

Exemple 5.1 Le groupe Sy posséde 5 classes de conjugaison :
1. Cyay = {id},
2. Clizg) = {(12), (13), (14), (23), (24), (34) },
5. Clray = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)},
4. Cusy = {(123), (124), (134), (234), (132), (142), (143), (243) },
5. Cuyy = {1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432) },

ot on na pas fait apparaitre les cycles de longueur 1.

Proposition 5.2 Le nombre d’éléments de la classe C avec A = (1"™12M2 ... n""") est

n!
|C\| =

1mimq12m2mg! ... nmnm,, !’
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Preuve. Considérons la décomposition de o € C'y en produit de cycles a supports disjoints. On
fait agir S, sur lui-méme par conjugaison et on note S, le stabilisateur de o. Un élément 7 de S,
doit permuter les cycles de longueur k de o. Notons X (o, k) la réunion des supports des cycles de
longueur k. En tenant compte du fait qu’il y a k supports différents définissant le méme cycle, le
nombre de permuations de X (o, k) qui permuttent les cycles de longueur k& de o vaut my!k™x. 1l
s’ensuit que

|So] = 1™ my! x 2™2mal x - -« x n'"my,!

et donc, puisque C) est 'orbite de o, on a bien

n!
Cy| =

1m1my! X 2Mm2mg!l X -+ x nMamy, !

Nous rencontrerons souvent le cardinal du stabilisateur de C\ dans la suite. Posons z)y =
1™1my! x 2™2mey! X -+« x n™rmy, ).

5.2 Sous-groupes de Young

D’apres le Théoréme 2.12, le nombre de caracteres irréductibles de S, est égal au nombre p(n)
de classes de conjugaison de S,,, autrement dit, nombre p(n) de partitions A - n. Pour calculer les
caracteres de ces représentations irréductibles, 'idée de Frobenius est de commencer par calculer
les caracteres de certains caracteres induits. Pour toute partition A de n, notons .S le sous-groupe
de Young défini par

S)\ = S>\1 X - X S)\k
c’est a dire le sous-groupe de S, qui laisse invariant chacun des sous-ensembles {1,..., A1} et
{Ni+1,.. ., hi=1,...,7r—1de X,. Il est clair que |S\| = A1! x -+ x Ax!. Nous allons calculer
dans un premiers temps, les caracteres des représentations permutationelles de S, sur I’ensemble
des classes S, /Sy (cf Corollaire 4.4).

Exercice 5.3 Donner la liste des 12 éléments du sous-groupe S(3 9y de Ss.

Proposition 5.4 Soit p = (1™ ---n™) et A = (A1,...,\g) deuzx partitions de n. Le nombre de
permutations de C, NSy est égal a

Al k!
Consy| =3 o

2510 Zph)

ot la somme porte sur tous les k-uplets (pV), ..., p*)) de partitions p¥) = (1m§i>2mg‘> ) BN tels
que m; = E§=1 ml(-])

pour 1 < <n.

Preuve. Soit 0 € C,N S). On peut écrire o = o102 - - - 03, ol 0; € S),. Soit p(i) le type cyclique
. . (4) (%) j .
de ;. On a p®  \; et en notant p(?) = (1™1°2M2" ... ) )\;, on a m; = Zl?zl mZ(J) pour 1 < i <n.

J
D’aprés la Proposition 5.2, le nombre d’éléments de type cyclique p(¥ dans S \; vaut z)\(i<!> , le résultat
pli

s’en déduit facilement. m
Exercice 5.5 Déterminer ‘0(132) N 5(3’2)’ et |C'(14) N S(3’2)‘.
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5.3 Caracteres permutationels

Nous allons maintenant calculer les caractéres permutationnels dans le cas du groupe G = S,
et en prenant H = Sy un sous groupe de Young. Notons X ce caractére. Nous savons que X est
constant sur la classe de conjugaison C,. Pour simplifier, nous noterons ¥ (p) la valeur prise par
2y sur C,. Rappelons également la notation classique pour les coefficients multinomiaux

< P > __ (12)
Py Pk p1!- - pe!

Proposition 5.6 Avec les notations de la Proposition 5.4

mo mn
M = [ C—
=X 5 (. ™ ) (™ ) (™ )

ot la somme porte sur tous les entiers mgj)

mV 4 +m®=W
m+mm+ w2,

vérifiant

Preuve. Le résultat s’obtient immédiatement en appliquant le Corollaire 4.4 et la Proposition
54. m

Exemple 5.7

1. La table suivante donne les valeurs des caractéres permutationnels de Sy.

Np (11 (1?2 (2% (13) (4)

(4) 1 1 1 1 1
(3,1) 4 2 0o 1 0
(2,2) 6 1 2 0 0
(2,1,1) | 12 2 0 0 0
LLLD | 24 0 0o 0 0

2. Notons que pour A = (n) (Sx = Sp), le caractére ¥y est celui de la représentation triviale et
que pour A = (1) (S = {id}), X est le caractére de la représentation adjointe. En général,
les caractéres permutationnels ne coincident pas avec ceux des représentations irréductibles.

5.4 Polynoémes symétriques

Frobenius remarqua que les caracteres permuationnels que nous venons de calculer s’expri-
maient naturellement a ’aide des polynomes symétriques. Soient x1, ..., z,, des indéterminées. Un
polynéme P € Clzy,...,x,,] en les variables z1,. .., x,, est dit symétrique lorsque

0P = P(Zs01), s To(m)) = P(21,...,2m) Vo € Sp.

Il est clair que l'ensemble C*¥[x1,...,z,,] des polynéomes symétriques est un sous-anneau de
Clx1,...,Tm]. Comme on travaille sur le corps C, on peut identifier le polynéme P et la fonc-
tion polynomiale associée. On parle donc indifféremment de fonction symétrique ou de polynome
symétrique. Pour tout entier k, notons

pk’:xlf_‘_—l_x'rknecsym[xlaaxm]
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Si A= (A1,...,A,) est une partition, on pose py = py, - - - px,. Soit Py, 'ensemble des partitions de
longueur au plus égale & m. On vérifie que {px | A € Py, } est une base de C¥"[x1,...,zy).

Pour tout 8 = (B, ..., Bm) € Z™, on pose z” := a;?l x’SQ -z On définit également la fonction
symétrique monomiale m) par

— Z,BGOA 2P siNeP,
AT 0 sinon.

ou Oy est lorbite de A sous l'action de Sy,. En particulier, m,) = py.

Exemple 5.8 m(37171)(a:1, X9, x3) = ZE?$21‘3 + ZEll‘%’ZL‘g + 1’1113%:173.

On vérifie facilement que {my | A € P,,} est une base de C¥™[xy,...,z,]|. Ainsi tout P €
CsY™ [z, ..., xy] se décompose de fagon unique sous la forme
P = Z axm)
AEPm,

La remarque de Frobenius tient dans la proposition suivante :
Proposition 5.9 Pourm > k, le caractere permutationnel X5 (p) est égal au coefficient de xi\l . xzk
dans p,, autrement dit
= Y Spm. (13)
AEPm,|A=]pl
. . . 'm(.l) z'm(.2) 'Lm(k) ms
Preuve. D’apres la formule multinomiale (12), le coefficient de 2, * z, * ---x, * dans p;"

m;

est égal a (ml(_m mg’“))' En utilisant la Proposition 5.6, on voit donc que le coefficient de ;Ui‘l .. $2k

[RRRE

dans p, est égal & Xy(p). =

Remarque : Noter que le nombre de variables des polynomes symétriques doit juste étre supérieur
a la longueur des partitions considérées. Comme une partition de n est de longueur maximale n, on
peut par exemple prendre m = n. En pratique, on travaille avec un nombre de variable suffisament
grand et il est méme parfois commode de le supposer infini.

5.5 Caracteres irréductibles

Nous connaisons maintenant une famille de caracteres de S,, indéxées par les partitions de
Pentier n. Ces caractéres sont linéairement indépendants d’apres la proposition précédente (puisque
que les polynomes p, et my constituent deux bases de C*¥™[x1, ..., zy,]). Ainsi les caracteres Xy, A F
n forment une base de Q-espace vectoriel des fonctions centrales (donc du Q-espace vectoriel de
lespace engendré par les caractéres irréductibles). Il ne reste donc plus qu’a déterminer ’expression
des caracteres irréductibles sur la base des ¥. Pour toute partition A = (A1,..., ) avec k < m,
posons

trim 3 R

O'GSm
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ou A; = 0 pour 7 > k. On posant a; = A\; +m — i pour tout ¢ = 1,...,m, on voit que Ay est de le
déterminant

ar L. o1
x4 e
Ay =
(o4 «
xl m [ e xmm
Introduisons également de le déterminant de Vandermonde
1 1 ... 1
x]_ x2 DR xm
A= H (x; —xj) =
1<i<j<m . .
- m—
Ty L,

Noter que les polynémes Ay et A sont des polyndémes antisymétriques puisqu’il s’agit de déterminants.
En particulier Ay s’annule pour z; = ;, V1 < i < j < n. Il est donc divisible par A. Le quotient
Ax/A est donc un polynome symétrique.

Définition 5.10 On appelle polyndme de Schur associé a A en les variables x1,...,xn, le po-
lynome symétrique
A)\(l'l, ey I‘m)
sa(x1y .., xy) = ——————=.
( ’ m) A(.Tl,...,l'm)

Dans la suite, nous noterons < l'odre lexicographique sur Z", autrement dit pour (5,7 dans
ZM, B < yssiilexiste k € {1,...,m} tel que B; =v; pour i = 1,...,k—1 et B < . Il s’agit donc
d’un ordre total (deux éléments sont soit égaux, soit comparables).

Proposition 5.11 Pour toute partition A € Py,

S\ =m) + Z K)\”umu (14)
BEPm, u <\ A= ]

ot les coefficients K ,, sont des entiers. En particulier, {sx | A € Py, } est une base de CV™[x1,. .., xp]
et la matrice de passage de la base {sx | X\ € Pn} a la base {my | A € Pp,} est unitriangulaire une
fois les partitions ordonnées suivant l’ordre <.

Preuve. Comme sy est un polynoéme symétrique, il suffit de montrer que z* apparait avec
un coefficient égal a 1 dans sy et que, pour toute partition u € P, distincte de A, z* apparait
dans sy avec un coefficient non nul seulement si ¢ < A. Notons 7 = (m —1,m —2,...,0) € Z™.
Alors, Ay = 27 + ZBGNm’BQ\Jﬁ agxﬁ avec ag € Z. De méme A = z7 + )" __d.2" avec d, € Z.
Pour calculer sy, il suffit d’effectuer la division euclidienne de Ay par A ou ces deux polynoémes
sont considérés comme des polynémes de A[z1] avec A := Cl[za,...,x,,]. Le principe de la division
euclidienne montre alors que sy, = z* + ZﬁeNm,ﬁ <A umcﬁ avec ug € Z ce qui suffit a établir la
proposition. =
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Exemple 5.12

v} x3 a3

X1 T2 X3

11 1 ixy — 2wy — 125 + 1123 + 2513 — T2T]
$3)(T1,72,73) = 5557 = 2. 2 2 o 2 =

Tr|{ T, X3 TiT2 — T{T3 — X125 + T1X5 + T5X3 — T203

r1 T2 I3

1 1 1

2 2 2 2 2 2
x? + ZL‘% + a:§ + xix2 + 2723 + 2125 + r503 + X125 + Tox3z + X1T2T3.

Soient xx(p) les coefficients du développement

o= Y, xp)s

AEPm,[Al=|p]

dans C¥™[xy, ..., o).
Proposition 5.13 Les coefficients x»(p) sont des nombres entiers.

Preuve. Fixons un entier m. D’apres (13), les coefficients de la matrice P = (3x(p))x,p-n sont
des entiers. Par ailleurs, la matrice S = (K ;) u-n est unitriangulaire a coeflicients entiers. Donc
S~ est aussi unitriangulaire & ceofficients entiers. Donc © = (xx(p))x pr-n = S~ P est a coefficients
entiers. m

Nous pouvons maintenant formuler le théoréme central de Frobenius [3].

Théoréme 5.14 Soient A et p deux partitions de n. Le coefficient xx(p) est égal a la valeur du
caractere irréductible de S, associé a A évalué sur la classe C,.

Exemple 5.15 Calculons la table des caractéres de Ss. On a déja d’apres exemple précédent
2 2 2 2 2
8(3)(71, 2, 73) = o3+ a3+ b+ 2wy + 23y 4 2125 + 2323 + 2123 + 2023 + 112073,
On obtient de méme
_ .2 2 3 2 2.9
$(2,1) (%1, T2, ¥3) = T3 + 125 + TyT3 + T125 + Toxy + 2213273,
5(1,1,1)(901, T2, T3) = T1T273.

En termes des fonctions monomiales, on a donc

5(3) = M(3) +M2,1) +M(1,1,1);
S(2,1) = M2,1) + 2m(1,1,1),
S(1,1,1) = M(1,1,1)-

Par ailleurs,
P(3) = M(3),
DP(2,1) = M3) + mM(21),
Pa1,1) = m3) +3m1) + 6m 11y
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Cela donne

P3) = $3) — S2,1) T 51,1,1);
P2,1) = 5(@3) — 5(1,1,1)»
P1,1) = S@3) T 2502,1) + S1,1,1)-

et donc la table des caractéres de Ss :

(3) 1 1 1
2,1) | 2 0 -1
L1y | 1 -1 1

La stratégie de Frobenius pour démontrer le Théoreme 5.14 est la suivante :

1.

Les x» avec A - n (dont on cherche & montrer qu’ils donnent les caracteres irréductibles de
Sp) sont des combinaisons linéaires a coefficients entiers des caracteéres permutationnnels Xy,
donc des combinaisons a coeflicients entiers des caracteres irréductibles. Cela découle du fait
que les matrices de passages des bases {py | A F n},{my | A F n} et {sy | A+ n} sont a
coeflicients entiers d’apres les Propositions 5.9, 5.11 et 5.13.

D’apres le Corollaire 2.7, pour démontrer que les x ) sont les caracteres irréductibles, ils suffit
de démontrer que

o) = 30O 5, (15)
pEn P

pour tout paire (A\,v) de partitions de n et que x, (1) > 0. Noter qu’on utilise ici que
les nombres x,(p) sont des nombres réels (ce sont méme des entiers) et que |C,| = 2‘—:
conformément a la Proposition 5.2.

3. La preuve des relations (15) se ramene a un calcul classique de déterminant du & Cauchy.

4. Enfin, Frobenius montre par un calcul direct que

W Lcicjan(Vi —i— A +7)
[T (N +n—4)!

expression manifestement positive puisque A est une partition.

(1) =

5.6 Formule de Cauchy
Fixons m > n et considérons deux ensembles d’indéterminées X = {x1,...,z,} et ¥ =
{y1,--.,ym}. On rappelle que Q[[X,Y]] désigne 'algebre des séries formelles a coefficients dans

Q en les variables X UY.

Proposition 5.16 Dans Q[[X,Y]], on a l'identité suivante

1 1
=) —p(X)pp(Y)

1<ij<m

la somme portant sur toutes les partitions p € Py, (de tous les entiers n).
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Preuve. Dans Q[[a]], on a

1 1 a*
1_a:exp<log1_a> = exp Z?

k>1

On en déduit que

1 ahyh X)pr(Y
11 - [T oo (322 —eXP<ZM);§%()>'

1<ij<m 1<ij<m k>1

En développant I’exponentielle, cela donne bien
1 1
I —=> 2w
1<ijem - W T R

Exercice 5.17 Calculer le déterminant de Cauchy

. A(al, ce ,am)A(bl, .. ,bm>

det -
1<i j<m [Ti<ij<n(ai + b))

ai—l—bj

Pour cela retrancher la derniére colonne aux m — 1 autres, puis la derniére ligne aux m — 1 autres
et en déduire une relation de récurrence. Montrer alors que

_ Ay am) AL Ym) (16)

det
1<i,j<m ngi,jgn(l - $z‘yj)

1 —ziy;

Exercice 5.18 Soient C € My, ,,(C) et D € M, ;(C) des matrices. On suppose que k < n. Etant
donnée une partie I C {1,...,n} a k éléments, on note cy le déterminant mineur de C' pris sur les
colonnes de C d’indice dans I et dy le déterminant mineur de D pris sur les lignes de D d’indice
dans I. Démontrer la formule Binet-Cauchy

det(CD) = crdy
1

la somme portant sur tous les sous-ensembles I C {1,...,n}.
L’identité suivante est essentiellement due a Cauchy.

Proposition 5.19 Dans Q[[X, Y]]

I =Y s@)nm,

1 — 2y
1<i<j<m iY; AEPm

la somme portant sur toutes les partitions \ ayant au plus m parts.
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Preuve. La preuve repose sur le calcul (16) classique du déterminant de Cauchy effectuée
dans 'exercice précédent. Introduisons la matrice m x oo définie par V(X) = V(zy,...,zp) =
[va]lgigm’kzo. On a alors

1
[} =V(X)V(Y)".
1 - TilYjl1<ij<m
Ainsi le déterminant de Cauchy apparait-il comme le déterminant du produit de deux matrices
rectangulaires. D’apres la formule de Binet-Cauchy, nous obtenons

= AN(X)A
A

1

det | ———
1 — a4y

1<i,j<m

ou

Ax(@) =Y elo)apim iR
oESm

11 suffit alors de diviser par le produit A(X)A(Y) pour en déduire la formule annoncée. m

Corollaire 5.20 Les fonctions xx et x,, sont orthogonales :

X)\ XV
(oo Xw) = Y S0 =6y
pFn

Preuve. D’apres la Proposition 5.16, nous avons
I 1 = Z 2P0,

1§i7j§m
Mais par définition p,(X) = >y xa(p)sr(X) et de méme pour Y. Cela donne

Il - (SR i)

1<i,j<m
En comparant avec le développement obtenu dans la Proposition 5.19, on en déduit les relations
d’orthogonalité demandées. m

— TiYj

1-— Ty,

I1 ne nous reste donc plus qu’a démontrer que les nombre fy := x (1) sont strictement positifs
ce qui va étre fait dans le paragraphe suivant par un calcul direct.

5.7 Formule des dimensions

Proposition 5.21 Soit A\ une partition de n. On a

W cicjcn(Vi =i = A +7)

= 1
O (R
En posant a; = i +n—1i pouri=1,...,n, la formule devient
n!H1§z‘<j§n(ai - aj)
fr=

[Ti2; ai!
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Preuve. Par définition de f), nous avons
pamy (1, Tm) AT, ) = Z KA1, )
AFn

avec m > n fixé. Le premier membre est égal a

n w1 L o(m)—1 o(m—1)—1 a(1)—1
E <,u,1, . ) 1 m § : ( ) 1 2 m

p+ o fim=n "o Hm 0ESm

A1+m—1_Ao+m—2
1 )

Le nombre f) est alors donné par le coefficient de x —ozm ., 11 vaut

n! Z (o) L =
e M+m—cm)N+m—-1—c(m—-1))(Ap+1—0c(1))!
1/A1! /(M + 1) e /(M +m—1)!
' 1/()\2—1)! 1//\2! 1/()\1+m—2)!
1/ Am —m+1! 1/ Ay —m+2)! - 1/ Am!
Divisons les colonnes du déterminant par (m — 1)!,(m — 2)!,...,0! et multiplions les lignes par

M +m =1L N +m+2),...,\,!. On obtient

(A1+m1—1) (A1+m2—1 (>\1+m—1
f nl(m — 1)!(m — 2)! 0! (o) (o) e (T
A= . . .

(/\1+m—1)!(/\2+m—2)!-~)\m!

Maintenant, en tenant compte du fait

<:c> _x@-1) - (z-p+1)

P p!

= 2P /p! + termes de degré <p—1,

le déterminant se réduit par soustractions de colonnes a

(/\1 +m — 1)m_1 ()\1 +m — 1)m_2 -1

n Ao4+m—=2)""1 N+m-2)""2 ... 1
f’\:(/\1+m—1)!(/\2+m—|—2)!~-)\m! : : :
(M) (Am)™ 2 1

et le résultat se déduit en prenant m =n. m

Il n’est pas évident sur I’expression précédente que les f soient des entiers. C’est le cas puisqu’il
s’agit de la dimension des représentations irréductibles d’apres le Théoreme 5.14 que nous venons
de terminer de démontrer. Il existe heureusement une facon plus simple de caluler ces dimensions.
Il s’agit de la formule des équerres due a Frame, Robinson et Thrall (1954). Pour l'exprimer, il est
commode de considérer le diagramme de Young associé a la partition A = (A1,..., \p). Il s’agit de
la superposition alignée sur la gauche de m colonnes contenant respectivement Ay, ..., A\, boites.
Chaque boite de A est repérée par la paire (i, j) ou i est 'indice de la ligne et j celui de la colonne
ou b apparait.
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Exemple 5.22 Considérons la partition X = (5,3,3,1). Son diagramme de Young est

[ ]

La boite marquée d’une croiz est la boite b = (2,3).

A chaque boite b = (i,j) du diagramme de Young de A correspond une équerre obtenue en
considérant toutes les boites situées soit sur la ligne ¢ et a la droite de b, soit sur la colonne j
et au dessus de b. La longueur h; ; de I’équerre associée a cette boite est le nombre de boites de
cette équerre. Dans I'exemple ci-dessus h(p3) = 2. Noter que les longeurs des équerres des boites
situées dans la premiere colonne de A sont les oy, ..., oy avec k = ¢()\) définies dans la proposition
précédente.

Exemple 5.23 Les longueurs des équerres de A = (5,3,3,1) apparaissent dans les boites qui les
définissent :

w

OOOT.-&H‘
[\
—

6]5]2]1]

Proposition 5.24 Soit \F-n. On a

n!
D=0

ot b décrit toutes les boites de la partition A.

Preuve. La preuve utilise un raisonnement de récurrence sur le nombre de colonnes de A. Nous
renvoyons a [1] pour une eposition complete
]

Exercice 5.25 Calculer f(5331)-
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