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Exercice 1: Pour tout entier n ≥ 1 soit fn la fonction définie sur [0,+∞[ par l’expression fn(x) =
1√
x+n

.

1. Pour n ≥ 1, donner le maximum Mn de la fonction fn sur [0,+∞[.

2. Que peut-on en déduire pour la convergence de la suite de fonctions (fn)?

3. On considère la série de fonctions

S(x) =

+∞∑
n=1

(−1)n+1

√
x+ n

.

4. Montrer que S converge simplement sur [0,+∞[.

5. Justifier le fait que la convergence n’est pas normale sur [0,+∞[.

6. Montrer que S converge uniformément sur [0,+∞[.

7. Montrer que la fonction somme S est continue sur [0,+∞[ et donner sa limite en +∞.

8. Exprimer
∫ 1

0
S(x)dx comme une série numérique alternée.

Exercice 2: On considère un réel a et la série S entière de variable x ∈ R définie par

S(x) =

+∞∑
n=0

(n+ a)2xn.

1. Donner le rayon de convergence de S.

2. En déduire, après justification, le plus grand intervalle I de R où la série est convergente.

3. Justifier l’égalité
+∞∑
n=0

(n+ 1)xn =

+∞∑
n=1

nxn−1

4. Exprimer sur I les séries entières suivantes à l’aide de fonctions usuelles

S0(x) =

+∞∑
n=0

xn, S1(x) =

+∞∑
n=0

(n+ 1)xn et S2(x) =

+∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)xn.

5. Vérifier que (n+ a)2 = (n+ 2)(n+ 1) + (2a− 3)(n+ 1) + (a− 1)2.

6. En déduire l’expression de S(x) en termes des fonctions usuelles.
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Exercice 3: On considère la fonction f périodique de période 2π égale à f(x) = π2−x2 pour x ∈ [−π, π].

1. Représenter la fonction f sur [−π, π] puis sur [−3π, 5π].

2. Justifier que f est paire et qu’elle est continue. Que peut-on en déduire pour les coefficients de

Fourier bn.

3. En effectuant deux intégrations par parties successives, montrer que les coefficients de Fourier an

sont donnés par

a0 =
4

3
et an = (−1)n+1 4

n2
pour n ≥ 1

où l’on a utilisé la formule

a0 =
2

T

∫ T

0

f(x)dx =
2

T

∫ T/2

−T/2

f(x)dx

pour le coefficient a0.

4. Appliquer l’égalité de Parceval. En déduire la somme de la série
∑

n≥1
1
n4 .

5. Montrer que pour tout x ∈ R, on a

f(x) =
2

3
+ 4

+∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
cos(nx). (1)

6. En déduire les sommes des séries
∑

n≥1
(−1)n+1

n2 et
∑

n≥1
1
n2 .
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