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IntrodutionOn distingue deux grandes lasses de systèmes symboliques ; les shifts de type �ni, et lessystèmes substitutifs. Les derniers sont souvent de bons andidats pour dérire des systèmesauto-similaires, 'est-à-dire des systèmes dont la dynamique globale se retrouve loalement parl'appliation premier retour. On se pose ii le problème inverse ; étant donné un système dy-namique substitutif, peut-on interpréter géométriquement sa dynamique ? Cette question a étélargement étudiée et abordée sous des angles multiples, et haque méthode vient ave son proprejeu de restritions. On itera par exemple les fratals de Rauzy ou les éhanges d'intervalles,dont la dynamique symbolique est engendrée par un éhange de domaines. Une ondition su�-isante pour l'existene d'un fratal de Rauzy (et d'un éhange de domaines dé�ni à ensembles demesures nulles près sur e fratal) est donnée dans [6℄ et [23℄ (hapitre 3) ; si la matrie d'ini-dene de la substitution est unimodulaire Pisot et si la substitution véri�e la ondition de forteoïnidene, alors on peut dé�nir un fratal de Rauzy qui supporte la dynamique de la substi-tution. Dans le as des éhanges d'intervalles, la matrie d'inidene de la substitution doit êtresympletique. En règle générale, la question de l'existene d'un fratal de Rauzy (et d'un éhangede domaines bien dé�ni) ou d'un éhange d'intervalles, est enore largement ouverte. On noteque es représentations sont basées sur la minimalité des systèmes dynamiques symboliques en-gendrés par une lasse de substitutions ; les substitutions primitives. On rappelera les propriétésles plus importantes de es systèmes dans le hapitre 1.Toute substitution sur un alphabet A peut s'étendre en un endomorphisme du groupe libre debase A. Tandis que la théorie générale des endomorphismes de groupe libre est enore inertaine,elle des automorphismes est beauoup plus développée, et 'est dans e adre que nous nousplaerons. En général, la dynamique engendrée par un automorphisme est plus ompliquée queelle d'une substitution ; des annulations peuvent se produire. Dans [4℄, M. Bestvina et M. Handeldonnent des méthodes pour ontr�ler es annulations, et dé�nissent notamment les représentantstopologiques (appliations f : G→ G, où G est un graphe topologique) train-trak des automor-phismes de groupe libre. Pour une métrique bien hoisie sur G, une appliation train-trak étenduniformément les ars de G (en multipliant leurs longueurs par un fateur onstant). Quelquesunes de es notions sont énonées dans le hapitre 2.Se servant de es résultats, D. Gaboriau, A. Jaeger, G. Levitt et M. Lustig assoient dans[10℄ un arbre réel Tα à tout automorphisme α de groupe libre. Il est de plus montré que le groupelibre agit (par isométries) sur es arbres de manière non-triviale, minimale, ave des stabilisa-teurs d'ars triviaux. Lorsque le fateur d'extension du train-trak représentant α (s'il existe) est
> 1, l'ation est à orbites denses. Rejoignant les travaux de G. Levitt et M. Lustig dans [14℄, onpeut alors onstruire une appliation équivariante surjetive Q de ∂F dans Tα ∪ ∂Tα. D'autresdé�nitions de ette appliation peuvent être trouvées dans [7℄ et [8℄. Dans [8℄, elle est utiliséepour dé�nir un ompat (l'ensemble limite ou ÷ur) (⊂ T ) assoié à tout arbre T dé�ni aveune ation (par isométries) très petite, minimale, et à orbites denses ; e ompat joue un r�leimportant dans l'approximation de T par des systèmes d'isométries.Une substitution primitive inversible (qui s'étend en un automorphisme de groupe libre) σengendre un système dynamique symbolique minimal (Ω, S), où Ω ⊂ AZ et S est l'appliation



10 Introdutionshift sur AZ. Ω ontient souvent des paires de mots (u, v), ave u−1 6= v−1 (resp. u0 6= v0) et
ui = vi pour tout i ≥ 0 (resp. i < 0). Il est montré dans [10℄ (théorème 1′) que es paires sonten nombre �ni ; le théorème expliite même une borne, et il ne se restreint pas aux substitu-tions primitives inversibles. Dans le hapitre 3, nous nous basons sur e résultat pour donnerune méthode de reonnaissane de es paires de mots (dans le as des substitutions primitivesinversibles). Nous nous servirons pour ela d'un outil propre aux substitutions : l'automate despré�xes-su�xes (f. [5℄ et [23℄ (hapitre 2)).Le hapitre 4 dé�nit une nouvelle notion : les substitutions d'arbre. Dans un premier temps,la dé�nition donnée est purement ombinatoire, et on peut voir es onstrutions omme desgénéralisations des substitutions (sur les mots) ; notamment, toute substitution induit naturelle-ment une substitution d'arbre. On ommene par étudier les problèmes posés par es dé�nitions,et on essaie de trouver des équivalents aux théorèmes onnus sur les mots. Prinipalement, si unesubstitution σ est primitive, on peut onstruire un système dynamique minimal et uniquementergodique (Ω+, S), où Ω+ est l'adhérene des shiftés d'un point �xe (ou périodique) quelonquede σ et S est l'appliation shift. La seule adaptation de l'appliation shift sur les arbres est unproblème en soit, puisque, étant donné un sommet quelonque d'un arbre, il existera très sou-vent plus de deux manières de se déplaer. On se posera également la question de la reherhede points �xes de substitutions d'arbre, et on essayera de retrouver un équivalent des systèmesminimaux dans le as des substitutions d'arbre primitives.Le r�le prinipal de es substitutions d'arbre est de donner un moyen simple de onstruiredes arbres réels supportant des dynamiques engendrées par ertaines substitutions (hapitres 5et 6). On montre dans le hapitre 5 que les arbres obtenus sont des ompats auto-similairesinvariants par onstrutions graphe-dirigées (au sens de [17℄). On assoiera un arbre réel à toutarbre simpliial. La substitution d'arbre produira ainsi une suite onvergente d'arbres réels et ons'intéressera à l'arbre limite.Etant donnée une substitution, l'objetif est de onstruire une substitution d'arbre, et d'obtenirgrâe à elle un arbre réel auto-similaire et une partition de elui-i ; ette partition nous permettrade dé�nir un éhange de domaines onjugué au système dynamique engendré par la substitutioninitiale. L'objet prinipal du hapitre 6 est de proposer une telle onstrution pour deux famillespartiulières d'exemples. On dé�nira des ensembles de substitutions σd primitives inversibles.Considérant elles-i omme des automorphismes de groupe libre, on dé�nira l'arbre Td de [10℄assoié à l'automorphisme σ−1

d , inverse de σd. On obtiendra, par substitution d'arbre, un om-pat borné de Td, le omplété métrique de Td. Ce ompat supportera la dynamique symboliqueengendrée par σd ; il est également à rapproher de l'ensemble limite dérit dans [8℄.Dynamique symboliqueOn étudiera les shifts de type �ni dans un premier temps, et les systèmes substitutifs par lasuite. Notre utilisation des résultats sur les shifts de type �ni sera inhabituelle ; on s'en servirapour donner des résultats sur les onstrutions graphe-dirigées dé�nies dans [17℄. On disuteraplus amplement de es onstrutions par la suite ; l'idée prinipale est de onstruire des ensem-bles ompats autosimilaires par un jeu de similitudes dans un espae métrique omplet. Uneonstrution graphe-dirigée produit un veteur de ompats ; 'est l'invariant de onstrution. Onmettra l'aent sur la omparaison des shifts de type �ni. Deux shifts sont onjugués si on peutpasser de l'un à l'autre par un reodage inversible (e sont les appliations à fenêtre glissante) ; onvoudra pouvoir reonnaître et réer des shifts onjugués. En adaptant un peu les tehniques util-isées dans le adre des shifts de type �ni, on pourra grandement simpli�er ertaines onstrutionsgraphe-dirigées, tout en onservant la totalité de l'information. Plus préisément, on obtiendrades onstrutions dont l'invariant ne ontient auune paire de ompats homothétiques.



11La seonde partie du hapitre 1 rappelle quelques résultats sur les systèmes dynamiques sub-stitutifs. On étudiera notamment les systèmes minimaux engendrés par les substitutions prim-itives, et on s'attardera sur la dé�nition de l'automate des pré�xes-su�xes (en partiulier dansle as primitif) dé�nis dans [5℄ et [23℄ (hapitre 2) par V. Canterini et A. Siegel. Cet objet estruial pour les hapitres 3 et 6.On terminera le hapitre en donnant une dé�nition des fratals de Rauzy. Sous ertainesonditions (su�santes) ils seront dé�nis ave un éhange de domaines (modulo des ensembles demesures de Lebesgue nulle) qui induit la dynamique symbolique assoiée à une substitution.Shifts de type �ni
A étant un alphabet �ni, on note A∗ le monoïde libre (ensemble des mots �nis sur A) assoié,et AZ l'ensemble des mots bi-in�nis x = (xi)i∈Z indiés sur Z. On note S l'appliation shift sur

AZ ; pour tout x = (xi)i∈Z de AZ, S(x) = (xi+1)i∈Z. S est inversible sur AZ et on note S−1 soninverse. Un espae de shift, ou simplement shift, est un ensemble XF ⊂ AZ où F ⊂ A∗ est unensemble de mots interdits et XF est l'ensemble des mots de AZ qui ne ontiennent auun motde F . Tout espae de shift est invariant sous l'ation du shift S.On s'interesse à une lasse partiulière d'espae de shift appelés shift de type �ni. Un ensemble
X est un shift de type �ni s'il existe un ensemble �ni F tel que X = XF . Dans [16℄, D. Lind etB. Marus donne des méthodes pour omparer les shifts de type �nis. En e�et, la dé�nition desshifts de type �ni est fortement dépendante de l'alphabet onsidéré, et le problème de base estde savoir si deux shifts de type �ni représente le même espae.Soit X un shift de type �ni (sur un alphabet A). Pour tout entier k, on note Lk(X) ⊂ A∗l'ensemble des mots de longueurs ontenus dans les mots de X. Si U est un alphabet, et m,ndeux entiers tels que −m < n, une appliation Φ à fenêtre �xe est une appliation de Lm+n+1(X)dans U .Dé�nition i Une appliation à fenêtre glissante est une appliation φ : X → U Z qui à xassoie y = φ(x) ave yi = Φ(xi−m . . . xi+n) pour tout i ∈ Z.
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φ

. . . xi−m−1 xi−mxi−m+1 . . . xi+n−1xi+n xi+n+1 . . .

. . . yi−1 yi yi+1 . . .Fig. 1: Appliation à fenêtre glissante.Dé�nition ii Deux espaes de shift X et Y sont dits onjugués s'il existe une appliation àfenêtre glissante inversible φ : X → Y .La reherhe de onjugaison entre espaes de shifts repose sur la représentation de eux-ipar des graphes. Un graphe G est dé�ni par un ouple (V,E), où V est un ensemble de sommets,et E est une partie de V ×V ; pour toute arête e de E, on note i(e) son sommet initial et t(e) sonsommet terminal. Tout graphe (�ni) G dé�nit un shift de type �ni XG de la manière suivante :
XG = {ξ = (ξi)i∈Z ∈ EZ : t(ξi) = i(ξi+1)∀i ∈ Z}.Réiproquement, tout shift de type �ni peut être dérit par l'ensemble des hemins bi-in�nis surdes graphes.On dé�nit les élatements d'états élémentaires entrant. Il s'agit de hoisir un sommet s d'ungraphe G et de le dédoubler en suivant les règles suivantes :



12 Introdution� les arêtes non adjaentes de s sont inhangées,� les arêtes sortantes (dont s est le sommet initial) sont inhangées,� on réé un nouveau sommet t ; ses arêtes sortantes sont des opies de elles de s,� les arêtes entrantes de s (du graphe initiale) sont distribuées arbitrairement entre s et t.Les élatements d'états entrant seront simplement une suite d'élatements d'états élémentairesentrant, et on peut dé�nir de manière similaire les élatements d'états sortant. Par la suite,on sera plus intéressé par l'appliation inverse de l'élatement d'état : l'amalgamation d'état.Proéder à une amalgamation élémentaire entrante onsiste simplement à hoisir 2 sommets s et
t dont les arêtes sortantes orrespondent, et à les fusionner en s ; une seule opie de l'ensembledes arêtes sortantes est onservée, et l'ensemble des arêtes entrantes de s dans le nouveau grapheest l'union des arêtes entrantes dans s et t dans l'anien graphe. Le théorème de R. F. Williams([24℄) répond omplètement au problème de la omparaison des shifts de type �ni.Théorème iii Toute onjugaison d'un shift à un autre peut être obtenue par une suite d'élate-ment et d'amalgamation.Les résultats énonés jusqu'à présent peuvent être retrouvés dans [16℄ et [2℄.On introduit quelques nouvelles notions a�n que l'adaptation de es résultats aux onstru-tions graphe-dirigées se fasse failement. L'un des problèmes posés est elui de la simpli�ationmaximale des graphes (par rapport au nombre de sommets). Si H est un graphe quelonque, onappelle amalgamation idéale entrante de H, le graphe G obtenu par une suite d'amalgamationsentrantes de H et tel qu'auune autre amalgamation entrante ne peut être e�etuée. L'existened'une telle amalgamation ne fait auun doute puisque toute amalgamation réduit stritement lenombre de sommet. On montrera en plus que ette amalgamation idéale entrante est unique.Un autre aspet important est la représentation matriielle des graphes. Pour e qui on-erne les onstrutions graphe-dirigées, les dimensions de Hausdor� des ompats onstituantsle veteur invariant sont essentiellement données par la matrie d'inidene du graphe. On étendla dé�nition des amalgamations aux graphes pondérés (un réel est assoié à haque arête dugraphe) et on montre le résultat suivant.Proposition iv Soit H un graphe pondéré à n sommets, et G une amalgamation de H à m som-mets. On noteMH etMG leurs matries d'inidene respetives. Le spetre deMH est exatementonstitué de elui de MG et de la valeur propre 0 d'ordre n−m.Systèmes dynamiques substitutifsSoit A un alphabet, A∗ le monoïde libre assoié, AN l'ensemble des mots in�nis à droiteindiés sur N et AZ l'ensemble des mots bi-in�nis indiés sur Z. On note S l'appliation shiftsur AN et AZ ; l'image de u = (ui)i∈N (resp. u = (ui)i∈Z) par S est dé�nie par S(u) = (ui+1)i∈N(resp. S(u) = (ui+1)i∈Z). Pour tout mot u de AN ou AZ, on note L (u), et on l'appelle le langagede u, l'ensemble des mots de A∗ ontenus dans u.Une substitution σ est un morphisme de monoïde qui envoie A sur A∗ \ {ǫ} (ǫ représente lemot vide). La dé�nition de σ s'étend naturellement sur AN et AZ. On s'intéressera au as où σest primitive, 'est-à-dire que pour tout a, b ∈ A il existe un entier k tel que b est une lettre de
σk(a).Si ω est mot de AN ou AZ σ-périodique (il existe un entier k tel que σk(ω) = ω), on note
Ω+ (resp. Ω) l'ensemble des mots u de AN (resp. AZ) tels que L (u) ⊂ L (ω). Si σ est unesubstitution primitive, Ω+ (resp. Ω) ne dépend pas de ω. On dit alors que (Ω+, S) et (Ω, S) sontles systèmes dynamiques symboliques engendrés par σ ; es systèmes dynamiques sont minimauxet uniquement ergodiques.



13Les résultats suivants sont énonés dans [5℄ et [23℄ (hapitre 2). Pour toute substitution σ surun alphabet A, on dé�nit l'automate Aσ des pré�xes-su�xes assoié à σ ;� A est l'ensemble des états de Aσ ; tous les états sont initiaux,� P est l'ensemble des étiquettes,� il existe une �èhe entre les états a et b étiquetée (p, a, s) si σ(b) = pas.On note D l'ensemble des suites in�nies (indiées sur N) d'étiquettes reonnues par l'automate.Théorème v Soit σ une substitution primitive non S-périodique (le langage des points péri-odiques de σ est in�ni), (Ω, S) le système dynamique symbolique (sur les mots bi-in�nis) engendrépar σ et Ωper l'ensemble des mots σ-périodiques de Ω. Il existe une fontion Γ véri�ant :� Γ est ontinue surjetive de Ω dans D,� Γ est injetive sur Ω \
⋃

n∈Z

Sn(Ωper),� si u ∈ Ω \
⋃

n∈Z

Sn(Ωper) et Γ(u) = (pi, ai, si)i∈N, alors
u = . . . σn(pn) . . . σ2(p2)σ(p1)p0a0s0σ(s1)σ

2(s2) . . . σ
n(sn) . . .� pour tout d ∈ D, #(Γ({d})) ≤ #(Ωper).Cette appliation est onstruite expliitement en utilisant des résultats de [19℄ sur les désubstitu-tions. Pour terminer sur l'automate des pré�xes-su�xes, on expliitera des moyens simples pourobtenir Γ(σ(u)) et Γ(S(u)) onnaissant Γ(u).Arbres réels, groupes libres, automorphismesLe but du hapitre 2 est la onstrution de l'arbre invariant d'un automorphisme dé�ni dans[10℄ (on se restreint au as iwip), et la dé�nition de l'appliation Q dé�nie dans [14℄.On note Fn le groupe libre de rang n ≥ 2. Une base A étant �xé, on peut voir Fn = F (A)omme l'ensemble des mots réduits �nis à lettres dans A ∪A−1. Le bord de Gromov du groupe,noté ∂F (A) peut être vu omme l'ensemble des mots réduits in�nis à droites de (A ∪ A−1)N.On munit A ∪ A−1 de la topologie disrète et (A ∪ A−1)N de la topologie produit ; le bord

∂F (A) ⊂ (A ∪A−1)N hérite de la toplogie induite.L'ensemble des automorphismes de Fn est noté Aut(Fn). Pour tout élément w de Fn, on note
iw l'automorphisme de Fn dé�ni pour tout élément g de Fn par iw(g) = w−1gw ; on dit que iw estun automorphisme intérieur ou une onjugaison. On note Inn(Fn) l'ensemble des onjugaisonsde Fn et on dé�nit Out(Fn) = Aut(Fn)/Inn(Fn) ; Out(Fn) est l'ensemble des automorphismesextérieurs.Dé�nition vi Un automorphisme φ de Aut(Fn) est dit iwip si pour tout fateur libre (sous-groupe de Fn engendré par un sous-ensemble d'une base de Fn) F de Fn, et pour tout entier
k ∈ N∗, φk(F ) n'est pas un onjugué de F . Un automorphisme extérieur Φ est dit iwip s'il existeun automorphisme φ ∈ Φ iwip ; dans e as, tous les éléments de Φ sont iwip.La première étape de la onstrution de l'arbre invariant d'un automorphisme est la onstrutiond'un représentant topologique train-trak. On suit ii le travail de M. Bestvina et M. Handel dans[4℄ ; il est basé sur la représentation des automorphismes de groupe libre par des équivalenesd'homotopie sur des graphes topologiques.A tout graphe simpliial (la donnée d'un ensemble de sommets et d'un ensemble d'arêtes),on peut assoier un graphe topologique en remplaçant haque arête par un ar topologique (unespae topologique homéomorphe à un intervalle de R) et en identi�ant les extrémités des arsadjaents. Une équivalene d'homotopie f : G → G′ entre deux graphes topologiques est uneappliation ontinue qui induit un isomorphisme entre les groupes fondamentaux de G et G′.On appelle Rn le graphe topologique onstitué d'un unique sommet ∗ et de n ars topologiques.On identi�e son groupe fondamental π1(Rn, ∗) ave Fn. Pour tout graphe topologique onnexe,



14 Introdutionil existe un unique entier n tel qu'il existe une équivalene d'homotopie τ (appelé le marquage)de Rn dans G. En onsidérant que τ induit l'identité entre π1(Rn, ∗) et π1(G, τ(∗)), on identi�e
π1(G, τ(∗)) et Fn. Si τ : Rn → G est le marquage de G, et si f est une équivalene d'homotopiede G dans G, alors f induit un automorphisme de π1(G, τ(∗)). Cet automorphisme est dé�nià onjugaison près puisque l'identi�ation entre π1(G, τ(∗)) et π1(G, f(τ(∗))) dépend du hoixd'un hemin entre τ(∗) et f(τ(∗)).Dé�nition vii Soit Φ ∈ Out(Fn) un automorphisme extérieur. On appelle représentant topologiquede Φ, une appliation f : G→ G, où G est un graphe marqué, telle que :� l'image d'un sommet est un sommet,� l'image d'un ar est un hemin (réduit) de G,� f induit Φ sur Fn ≃ π1(G, τ(∗)) (en partiulier, f est une équivalene d'homotopie).Si f est un représentant topologique, l'image d'un ar est un hemin, mais l'image d'unhemin n'est pas néessairement un hemin (des annulations peuvent avoir lieu). On dé�nit donles appliations train-trak.Dé�nition viii Une appliation train-trak est un représentant topologique f : G → G d'unautomorphisme de groupe libre tel que :� G n'a pas de sommet de valene 1 ou 2,� pour tout ar e et tout n, fn(e) est un hemin de G.Ainsi, itérer f sur un ar ne produira pas d'annulations. Le théorème suivant est énoné dans [4℄.Théorème ix Tout automorphisme iwip possède un représentant topologique train-trak.Dans [10℄, les auteurs se servent des représentants topologiques train-trak pour assoier unarbre réel (muni d'une ation du groupe libre par isométries) à tout automorphisme de groupelibre. Le théorème suivant y est énoné.Théorème x Pour tout automorphisme α du groupe libre F , il existe un arbre réel T tel que� l'ation de F sur T est non-triviale, minimale, les stabilisateurs d'ars sont triviaux,� il existe λ et une homothétie H : T → T de fateur λ telle que

α(w)H = Hw : T → Tpour tout w ∈ F .Si h0 : G → G est un représentant train-trak d'un automorphisme extérieur Φ ontenant α,sa matrie d'inidene est positive et le théorème de Perron-Frobenius s'applique ; on note λ lavaleur propre dominante. On munit G de la métrique dé�nie par un veteur propre à gauheassoié à λ. Cette métrique dé�nit une distane d0 sur un revêtement universel G̃ de G, et F agitpar isométries sur G̃. On hoisit un relevé h : G̃ → G̃ de h0 pour lequel α(w)h = hw, quel quesoit w ∈ F . L'arbre invariant T est dé�ni omme l'espae métrique G̃ muni de la distane d∞véri�ant, pour tout x, y ∈ G̃, d∞(x, y) = lim
n→+∞

λ−nd0(h
n(x), hn(y)). L'appliation H : T → Tinduite par h est une homothétie de rapport λ et véri�e α(w)H = Hw : T → T pour tout w ∈ F .Si λ > 1, on peut assoier à T une fontion Q équivariante et surjetive de ∂F dans T ∪ ∂T(où T est le omplété métrique de T et ∂T son bord de Gromov). Cette appliation est introduitedans [14℄ pour tout arbre muni d'une ation par isométries du groupe libre qui est minimale, àstabilisateurs d'ars triviaux, et à orbites denses. La propriété prinipale de ette appliation esténonée i-dessous.Propriété xi Soit X ∈ ∂F ; pour tout Z de T , si la suite (Xn)n de F tend vers X (lorsque

n → +∞) et si la suite (XnZ)n onverge (lorsque n → +∞) vers un point R de T , alors
R = Q(X).



15Points �xes et automate des pré�xes-su�xesOn se plaera dans le groupe libre Fd muni d'une base quelonque. Pour tout automorphisme
α de Fd, on dé�nit Fix(α) = {g ∈ Fd;α(g) = g}. Un mot X de ∂Fd est un mot �xe attratif de
α si pour tout X ′ dans un ertain voisinage de X, lim

p→+∞
αp(X ′) = X. Deux mots �xes X1 et X2sont équivalents s'il existe un élément g de Fix(α) tel que X2 = gX1 et on note a(α) le nombrede lasses d'équivalene de mots �xes attratifs. En�n, on dit que deux automorphismes α et βreprésentant le même automorphisme extérieur sont similaires s'il existe un mot du groupe libre

F tel que β = iv ◦ α ◦ (iv)
−1.L'arbre invariant d'un automorphisme est en fait un outil utilisé pour ompter le nombre depoints �xes d'un automorphisme. Plus préisément, le théorème suivant est démontré dans [10℄(théorème 1') :Théorème xii Soient α0, . . . , αk des automorphismes de Aut(Fd) représentant le même auto-morphisme extérieur et appartenant à des lasses de similarité distintes. Alors

k∑

i=0

(rk(Fix(αi)) +
1

2
a(αi) − 1) ≤ n− 1.Le hapitre 3 présente une nouvelle manière d'aborder le problème des points �xes dans leas des substitutions primitives inversibles (qui s'étendent naturellement en automorphismes degroupe libre). On rappelle qu'une substitution primitive σ sur un alphabet A engendre un systèmedynamique minimal (Ω, S), où Ω ⊂ AZ et S est l'appliation shift sur AZ. Si u = (ui)i∈Z est unmot bi-in�ni, alors (ui)i∈−N∗ est appelé passé de u, et (ui)i∈N est appelé futur de u.Dé�nition xiii On appelera point �xe (en opposition à mot �xe) un n-uplet, ave n ≥ 2,

(u(1), . . . , u(n)) de mots �xes (par un automorphisme représentant le même automorphisme ex-térieur que σ) de Ω véri�ants soit� pour tout 1 ≤ i ≤ n et pour tout k ∈ −N∗, u(i)
k = u

(1)
k ,� les u(i)

0 (premières lettres des futurs des u(i)) sont deux à deux distints,� pour tout mot v ∈ Ω, v 6= u(i) quel que soit 1 ≤ i ≤ n, il existe un entier k de −N∗ tel que
vk 6= u

(1)
k ,soit� pour tout 1 ≤ i ≤ n et pour tout k ∈ N, u(i)

k = u
(1)
k ,� les u(i)

−1 (dernières lettres des passés des u(i)) sont deux à deux distints,� pour tout mot v ∈ Ω, v 6= u(i) quel que soit 1 ≤ i ≤ n, il existe un entier k de N tel que
vk 6= u

(1)
k .Dans le as qui nous intéresse (substitutions primitives inversibles), le théorème xii peut alorsêtre reformulé. σ désigne aussi bien une substitution primitive inversible que l'automorphismeassoié.Proposition xiv Si (u(1,1), . . . , u(n1,1)), (u(1,2), . . . , u(n2,2)), . . . , (u(1,p), . . . , u(np,p)) sont des points�xes de σ, alors ∑

1≤i≤p

(ni − 1) ≤ 2n− 2.Dans le hapitre 6, on voudra dé�nir des éhanges de domaines sur des arbres réels, et lespoints �xes seront à la base de ette dé�nition. Essentiellement, deux domaines de l'arbre ontau plus 1 point ommun (par onnexité), et l'emplaement de e point est omplètement dé�nipar un point �xe de l'automorphisme extérieur. L'arbre sera onstruit par substitution d'arbre(hapitre 4 et 5), et les développements en pré�xes-su�xes de es points �xes seront primordiauxà la dé�nition de ette substitution d'arbre.



16 IntrodutionOn obtient rapidement un premier théorème qui motive une étude plus approfondie duphénomène. σ est une substitution primitive inversible sur un alphabet A (l'automorphismeinduit sur Fd = F (A) est également noté σ), (Ω, S) est le système dynamique (sur les motsbi-in�nis) engendré par σ, et Γ est la fontion qui assoie une suite (in�nie indiée sur N) del'automate des pré�xes-su�xes à tout mot de Ω.Théorème xv Soit u un mot de Ω. Si u est un mot �xe par un automorphisme iw ◦ σk (ave
w ∈ Fd et k ∈ N∗), alors Γ(u) est ultimement périodique de période ≤ k. Réiproquement, si
Γ(u) est ultimement périodique, alors il existe w ∈ Fd et k ∈ N∗ tels que u est �xe par iw ◦ σk.On note que σk est également une substitution primitive inversible qui engendre (Ω, S), et onpeut dé�nir l'appliation Γk qui assoie une suite de l'automate des pré�xes-su�xes de σk àtout mot de Ω. Par dé�nition, si Γ(u) est ultimement périodique de période k, alors Γk(u) estultimement onstante.La remarque préédente permet de se ramener à des développements ultimement onstants.De plus, il est faile de se rendre ompte que si u et v de Ω sont �xes par un automorphismeommun iw ◦ σ, alors le ouple (u, v) est un point �xe et réiproquement. Le hapitre se termineen répondant à la question suivante : si Φ est la lasse extérieure de σ, et si u et v sont deux motsde Ω dont les développements en pré�xes-su�xes (dans l'automate assoié à σ) sont ultimementonstants à (p, a, s) et (q, b, r) respetivement, existe-t-il un automorphisme de Φ qui �xe à lafois u et v.Dé�nition xvi Soient γ− et γ+ les appliations de Fd dans Fd dé�nies, pour tout mot v =
v0v1 . . . vp−1vp, par� γ−(v) = σ(vp)v0v1 . . . vp−1,� γ+(v) = v1 . . . vp−1vpσ(v0).On démontrera le théorème suivant, qui répond à la question en donnant un moyen très simplede reonnaissane de points �xes.Théorème xvii On suppose que Γ(u) = (p, a, s)∗ et Γ(v) = (q, b, r)∗.� S'il existe h, k > 0 tels que γh

−(p) = γk
−(q) = w, alors le ouple (S−h(u), S−k(v)) forme unpoint �xe par iw ◦ σ ; les deux mots ont un passé ommun.� S'il existe h, k > 0 tels que γh

+(s) = γk
+(r) = w−1, alors le ouple (Sh+1(u), Sk+1(v)) formeun point �xe par iw ◦ σ ; les deux mots ont un futur ommun.Réiproquement si le ouple (u′, v′) forme un point �xe par iw ◦ σ dont les mots ont un passé(resp. futur) ommun, alors leurs développements sont ultimement onstants de termes (p, a, s)et (q, b, r) ave γh

−(p) = γk
−(q) = w (resp. γh

+(s) = γk
+(r) = w−1) pour un ertain ouple h, k.Arbres simpliiauxUn arbre simpliial (graphe onnexe sans yles) est la donnée d'un ouple (V,E), où V estun ensemble de sommets et E est une partie de V × V × A (où A est un alphabet) ; les arêtessont orientées, et tout arbre est muni d'une raine. S0(A) désigne l'ensemble des arbres �nis (ausens du nombre d'arêtes) ainsi dé�nis. On note SE(A) l'ensemble des arbres de S0(A) onstituésd'une unique arête. Pour tout arbre X de S0(A), VX désignera l'ensemble des sommets de X et

EX l'ensemble de ses arêtes.Si A = {a0, . . . , ak}, on note A = {a0, . . . , ak} et on dé�nit pour tout arbre X = (VX , EX) de
S0(A), l'appliation γX (aussi appelée fontion hemin de X) de VX × VX dans (A ∪ A)∗ telleque :� si (x, x′, a) ∈ EX , alors γX(x, x′) = a et γX(x′, x) = a,



17� si (x, x1, x2, . . . , xk−2, xk−1, x
′) est le plus ourt hemin de x à x′ dans X, alors γX(x, x′) =

γX(x, x1)γX(x1, x2) . . . γX(xk−2, xk−1)γX(xk−1, x
′).On donne ii une dé�nition d'égalité qui ne prend pas en ompte les sommets de l'arbre, maisseulement sa ombinatoire. Etant donné deux arbres de S0(A), on note X =S0(A) Y s'il existeune fontion f bijetive de VX dans VY telle que pour tout ouple (x, x′) de sommets de X,

γX(x, x′) = γY (f(x), f(x′)), et telle que l'image par f de la raine de X est la raine de Y .Soit X un arbre de S0(A). Si x est un sommet de X, on note Bx,n(X) le sous-arbre de Xenrainé en x et onstitué des sommets de X à distane ≤ n (dans un arbre, il n'y a qu'un seulhemin minimal d'un sommet à un autre, et la distane entre deux sommets est donnée par lenombre d'arêtes onstituant e hemin) ; Bx,n(X) est également appelé boule de rayon n autourde x. La boule de rayon n autour de la raine est simplement notée Bn(X). On note d la distanesur S0(A) dé�nie pour tout X,Y ∈ S0(A), X 6=S0(A) Y , par
d(X,Y ) = 2−min{k∈N∗;Bk(X)6=S0(A)Bk(Y )}.On note �nalement S (A) le omplété métrique de S0(A).Dé�nition xviii Une substitution d'arbre est une appliation τ de SE(A) dans S0(A) véri-�ant les propriétés suivantes.� Si X = ({x1, x2}, {(x1, x2, a)}) est un élément de SE(A) enrainé en x1, d'image τ(X),alors x1, x2 ∈ Vτ(X), et τ(X) est enrainé en x1.� Pour tout a de A, si X = ({x1, x2}, {(x1, x2, a)}) et Y = ({y1, y2}, {(y1, y2, a)}) sont deuxéléments de SE(A), alors il existe une bijetion f de Vτ(X) dans Vτ(Y ) véri�ant� f(x1) = y1 et f(x2) = y2,� pour tout ouple (x, x′) de Vτ(X), γτ(X)(x, x

′) = γτ(Y )(f(x), f(x′)).� Soient X et Y deux éléments quelonques distints de SE(A), τ(X) et τ(Y ) étant leursimages respetives par l'appliation τ . Alors (Vτ(X)\VX)∩Vτ(Y ) = ∅ et (Vτ(Y )\VY )∩Vτ(X) =
∅.� Pour toute liste (a1, . . . , ak−1, ak = a1) (k ≤ #A + 1) d'éléments de A telle que pourtout 1 ≤ j ≤ k − 1, (x1, x2, aj+1) ou (exlusif) (x2, x1, aj+1) est une arête de τ(Xaj

) (où
Xaj

= ({x1, x2}, {(x1, x2, aj)})), les degrés de x1 et x2 dans τ(Xaj
) sont égaux à 1.

τ s'étend naturellement en une appliation de S (A) dans S (A) en prenant l'union des imagesdes arêtes. De plus, si x0 est la raine d'un arbre X, alors x0 est également la raine de τ(X).Un exemple est donné en �gure 2.On peut voir es substitutions d'arbre omme une généralisations des substitutions (sur lesmots) ; notamment, toute substitution induit naturellement une substitution d'arbre. On essayeradon d'adapter ertains résultats lassiques de ombinatoire des mots.On note =S (A) l'extension de =S0(A) à l'ensemble S (A). Le premier travail onsiste à étudierles points �xes (de diamètres in�nis) d'une substitution d'arbre. Soit τ une substitution et X0un arbre tel que X0 =S (A) B1(τ(X0)). Sous réserve que X0 véri�e une ertaine ondition deroissane (qui assure que la suite des diamètres de τn(X0) tend vers l'in�ni), l'arbre X =S (A)

lim
n→+∞

τn(X0) est un point �xe de τ . Réiproquement si X est un point �xe de τ et que B1(X)véri�e la ondition de roissane, alors X =S (A) lim
n→+∞

τn(B1(X)).Un des problèmes liés aux arbres vient du fait qu'on peut dé�nir une in�nité de point �xe àune substitution donnée. En e�et, si X et Y sont deux points �xes (ou deux points périodiques)possiblement égaux (au sens de S (A)), l'arbre obtenu en faisant l'union disjointe de X et Y eten identi�ant leurs raines sera également �xe. On dé�nit don les points �xes pertinents.Dé�nition xix On dit que X est un point �xe pertinent de τ s'il existe un entier p ≥ 0, unelettre a ∈ A et un sommet c de τp(Xa), ave Xa = ({x, y}, {(x, y, a)}), c 6= x et c 6= y, tels que
B1(X) =S (A) Bc,1(τ

p(Xa)).
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Fig. 2: Un exemple de substitution d'arbre.On sait qu'une substitution primitive (sur les mots) engendre un système dynamique sym-bolique minimal. Il n'y a pas de fontion sur les arbres qui soit équivalente au shift (sur lesmots). Cependant, déplaer la raine d'un arbre sur tous les sommets possibles peut s'apparenterà l'ation d'un pseudo-groupe, et on montrera le théorème suivant.Théorème xx Soit τ une substitution primitive, X un point pertinent de τ . Pour tout arbre
Z, on note L (Z) = {Bz,n(Z); z ∈ VZ , n ∈ N} et on note Ω = {Y ;L (Y ) ⊂ L (X)}. Toutesles orbites des points de Ω sous l'ation du déplaement de raine sont denses (pour la topologiemétrique) dans Ω.Substitutions sur des arbres réelsUn arbre réel est un espae métrique géodésique et 0-hyperbolique. Le but de e hapitre estd'adapter la notion de substitution d'arbre aux arbres réels. On s'y prendra de deux manières.La première se détahe de son homologue sur les arbres simpliiaux. Bien que plus lourde, ellepermet notamment de mettre en évidene la relation entre es onstrutions et les onstrutionsgraphe-dirigées dé�nies dans [17℄ ; on a ainsi une manière relativement simple de déterminer ladimension de Hausdor� des arbres réés. La seonde méthode onsiste à partir d'une substitutiond'arbre simpliial, et à "réaliser" les arbres simpliiaux propres à la substitution. On onstruiraainsi des suites d'arbres réels, et on montrera omment elles peuvent onverger vers un arbre réellimite ompat.Les détails relatifs à la première méthode sont laissés de �té dans ette introdution. Ondonne ii quelques éléments de la seonde ; eux-i vont nous permettre d'énoner rapidement lethéorème xxii, qui sera très important par la suite.

R∗R désignant le produit libre de deux opies de R, on note, pour k un entier naturel, Rk leproduit libre R ∗ · · · ∗R de k opies de R. Rk est un groupe dans lequel tout élément t (di�érentde l'origine) a une unique ériture réduite (�nie) xt0
0 x

t1
1 . . . x

tq
q , ave� pour 0 ≤ i ≤ q, 0 ≤ xi ≤ k − 1 et ti est un réel non nul,� pour 0 ≤ i ≤ q − 1, xi 6= xi+1,� l'origine est notée O.



19On dé�nit la distane d invariante par multipliation à gauhe sur Rk telle que tout point
xt0

0 x
t1
1 . . . x

tq
q (en ériture réduite) est à distane |t0| + |t1| + · · · + |tq| de l'origine. On note Rkle omplété métrique de Rk et T k l'ensemble des arbres réels ompats de Rk. T k est ompletpour la métrique de Hausdor�.Dé�nition xxi Un arbre T de T k est une réalisation d'un arbre simpliial X de S (A) s'ilexiste une fontion injetive ν : VX → Rk telle que� si (x1, x2, a) et (y1, y2, b) sont deux arêtes distintes de EX , alors ]ν(x1), ν(x2)[∩]ν(y1), ν(y2)[=

∅,� T est l'enveloppe onvexe de ν(VX).
ν est la fontion de réalisation.En fait, on peut naturellement assoier un arbre réel ompat à toute substitution d'arbresimpliial si elle-i véri�e une ertaine ondition ombinatoire. Soit τ une substitution d'arbresimpliial de S (A). Pour tout a ∈ A, on note Xa = ({y, z}, {(y, z, a)}), et on dé�nit l'appliation

κ : A ∪A → A
a 7→ a si a ∈ A

a 7→ a si a ∈ ALa substitution tron de τ est la substitution (morphisme de monoïde) στ dé�nie pour tout
a ∈ A par

στ (a) = κ(γτ(Xa)(y, z))où γτ(Xa) est la fontion hemin de τ(Xa). στ : A → A∗ est dite sous-primitive s'il existe ununique ensemble α ⊂ A tel que� la restrition σ : α→ α∗ est primitive,� pour tout élément a ∈ A \ α, il existe un entier k tel que σk(a) est un mot de α∗.On montrera le théorème suivant.Théorème xxii Si τ est une substitution primitive de S (A) et si la substitution tron assoiéeest sous-primitive, alors �xer une fontion de réalisation ν0 de Xa = ({x, y}, {(x, y, a)}) (quelque soit a) dé�nit de manière unique (à isométrie près) une suite de réalisations (νn)n véri�ant,pour tout n ∈ N :� νn est une réalisation de τn(Xa),� pour tout sommet x de τn(Xa), νn+1(x) = νn(x),� pour tout b ∈ A, si (x1, x2, b) et (y1, y2, b) sont deux arêtes de τn(Xa), alors d(ν(x1), ν(x2)) =
d(ν(y1), ν(y2)).On obtient alors une suite de Cauhy (pour la métrique de Hausdor�) de T k onvergente vers

Tτ ∈ T k.Construtions par substitutions d'arbreDans le hapitre 6, on onstruit des arbres réels auto-similaires qui supportent, par éhangesde domaines, les dynamiques de ertaines substitutions primitives inversibles. On travaillera surdeux lasses d'exemples ; la première est dé�nie pour tout d ≥ 3 sur l'alphabet A = {1, . . . , d}par :
σ(1) : 1 7→ 12

k 7→ (k + 1) pour 2 ≤ k ≤ d− 1
d 7→ 1.La seonde est dé�nie sur le même alphabet ; 'est la substitution de Tribonai si d = 3 et elleest plus généralement dé�nie pour d ≥ 3 par :
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σ(2) : 1 7→ 12

k 7→ 1(k + 1) pour 2 ≤ k ≤ d− 1
d 7→ 1.La méthode générale que nous appliquons pour onstruire des arbres auto-similaires supportantleurs dynamiques symboliques est relativement ommune.On hoisit une substitution σ quelonque de es deux lasses. σ est une substitution primitiveinversible qui engendre un système dynamique (Ω+, S) où Ω+ ⊂ AN. On note Fd = F (A) legroupe libre de base A et on désigne enore par σ l'automorphisme de groupe libre orrespondant.Etant donné un représentant train-trak de son inverse σ−1 (ou plut�t de sa lasse extérieure),on onstruit l'arbre invariant T de σ−1 (voir théorème x).Remarque xxiii L'étude des deux lasses se justi�e par le fait que le représentant train-trakde σ−1 peut être sur la rose à d pétales dans le premier as, et ne le peut pas dans le seond.Il existe une homothétie H de rapport η > 1 (où η est la valeur propre de la matrie d'inidenede σ−1), et on dé�nit (omme dans [14℄) l'appliation Q : ∂Fd → T ∪ ∂T .On onstruit une substitution d'arbre τ assoiée à σ, et on assoie à τ une suite d'arbres réelsompats (Ln)n et un arbre réel ompat limite L grâe au théorème xxii. On montre alors lesthéorèmes suivants.Théorème xxiv Il existe une appliation fQ de Ω+ dans L (dé�nie par la ombinatoire desarbres dérits par τ) telle que l'appliation ξ dé�nie pour tout v de Ω+ par
ξ : L → Q(Ω+)

fQ(v) 7→ Q(v)est une bijetion isométrique.On dit de Q(Ω+) que 'est l'ensemble limite de σ.Théorème xxv Chaque arbre Ln peut être expliitement partitionné de manière à engendrerune partition de Ω+.PerspetivesOn voudra adapter les onstrutions faites sur les exemples du hapitre 6 à toute substitu-tion primitive inversible dans un premier temps, et à tout automorphisme dans un seond. Lapremière question à se poser est elle de l'existene ; étant donné un automorphisme σ de groupelibre (positif ou non), existe-t-il une substitution d'arbre dont l'arbre limite est isométrique àl'ensemble limite de σ. Dans le as général, l'ensemble limite d'un automorphisme peut être unarbre réel ou un Cantor (voir [8℄). On devra don donner des onditions sur l'automorphismeinitial pour savoir dans quel as on se trouve. A�n d'inlure les as où l'ensemble limite est unCantor, il faudra généraliser la dé�nition de substitution d'arbre ; on obtiendra des substitutionsde graphe sans yles.Donner les automorphismes dont l'ensemble limite peut être onstruit par substitution degraphe sans yles n'est pas une �n en soit ; σ étant un automorphisme de groupe libre, nousvoulons expliiter une méthode systématique permettant d'assoier à σ une bonne substitution degraphe sans yles ('est-a-dire une substitution dont le graphe limite est isométrique à l'ensemblelimite de σ). Dans la setion 6.3, on énumère les propriétés des automorphismes qui peuventin�uer sur l'existene ou sur le hoix d'une bonne substitution ; on énonera également quelquesonjetures.



Chapitre 1Combinatoire des mots1.1 ShiftLes deux setions qui suivent sont en partie inspirées de [2℄ et [16℄.1.1.1 Full shiftOn onsidère un ensemble de symboles A. A est appelé alphabet, et ses éléments sont deslettres. On note AZ l'ensemble des séquenes bi-in�nies à lettres dans A. Une séquene x ∈ AZsera notée x = (xi)i∈Z ou enore x = . . . x−2x−1x0x1x2 . . . , où haque xi ∈ A.Dé�nition 1.1.1 A étant un alphabet �ni, AZ est appelé full shift sur A ou full A-shift. Lefull r-shift est le full shift sur l'alphabet {0, 1, . . . , r − 1}.On notera A∗ le monoïde libre assoié à A, 'est-à-dire l'ensemble des séquenes �nis, appeléesmots, ou blos, dont les lettres sont elles de A. On dira d'un élément u de A∗ que 'est unmot (ou un blo) sur A. Le mot vide (ou blo vide) est noté ǫ. La longueur d'un mot estle nombre de symboles qu'il ontient ; si u = u1 . . . uk ∈ A∗, la longueur de u est notée |u| et ona |u| = k.Si x est un élément de AZ, on notera x[i,j] = xi . . . xj ; x[i,j] est un sous-mot ou fateur de x.Dé�nition 1.1.2 Le shift S est une fontion de AZ dans AZ qui à x assoie y = S(x) tel que,pour tout i ∈ Z, yi = xi+1.L'appliation inverse à S est notée S−1 et véri�e, pour tout x de AZ, S−1(x) = y où pour tout ide Z, yi = xi−1.Dé�nition 1.1.3 Un point x de AZ est périodique pour S (ou shift-périodique) s'il existe unentier k tel que Sk(x) = x. La période de x et le plus petit entier naturel k non nul véri�ant etteégalité. Si k = 1, x est un point �xe de S.1.1.2 Espae de shiftPour F un ensemble de mots de A∗, on noteXF l'ensemble des mots de AZ qui ne ontiennentauun mot de F ; on peut voir F omme l'ensemble des mots ou blos interdits.Dé�nition 1.1.4 Un espae de shift (ou simplement shift) est un sous-ensemble X d'un fullshift AZ tel que X = XF pour un ertain ensemble F de blos interdits sur l'alphabet A.



22 Chapitre 1 - Combinatoire des motsLorsqu'un shift X est inlu dans un shift Y , on dit que X est un sous-shift de Y .Le full shift est évidemment un shift : il su�t de prendre F = ∅. L'ensemble des mots surl'alphabet {0, 1} ne ontenant jamais deux 1 onséutifs, autrement dit F = {11} est appelé legolden mean shift. Il y a un nombre indénombrable de shifts di�érents pour un alphabet deardinal supérieur ou égal à 2 donné, mais en tant que sous-shift de full shift, ils possèdent tousla propriété de shift invariane ; A étant un alphabet, et S étant la fontion shift sur AZ, on a
∀F ⊂ A∗, S(XF ) = XF1.1.3 LangageOn a dé�ni les espaes de shift en fontion de leurs mots interdits. On donne ii des dé�nitionspermettant de les dérire par un ensemble de mots autorisés.Dé�nition 1.1.5 Soit X un sous-ensemble d'un full shift, et soit Ln(X) l'ensemble des sous-mots de longueur n de points de X. Le langage de X est l'ensemble L(X) =

∞⋃
n=0

Ln(X).On donne ii une aratérisation des espaes de shift par leurs langages.Propriété 1.1.6� (1) X est un espae de shift, et L est son langage. Si w ∈ L, alors� tout sous-mot de w est dans L,� il existe des mots u et v de L tels que uwv ∈ L.� Si L est un ensemble de mots sur un alphabet A, alors L est le langage d'un espae de shiftsi et seulement si L véri�ent les propriétés énonées en (1).� Deux espaes de shift sont égaux si et seulement si leurs langages le sont.1.1.4 Code à fenêtre glissanteSoit x = . . . x−1x0x1 . . . une séquene de symboles d'un espae de shift X sur un alphabet
A. On transforme x en y = . . . y−1y0y1 . . . sur un seond alphabet U de la manière suivante :Soit m et n deux entiers, −m ≤ n, alors la i-ième oordonnée de y ne dépend que de la "fenêtre"des oordonnées de x entre i − m et i + n. On dé�nit don Φ : Lm+n+1(X) → U : Φ estl'appliation à (m+ n+ 1)-fenêtre �xe véri�ant :

yi = Φ(xi−m . . . xi+n) = Φ(x[i−m,i+n])Dé�nition 1.1.7 X est un espae de shift sur A, et Φ : Lm+n+1(X) → U une appliationà fenêtre �xe. On dé�nit alors la fontion φ : X → U Z qui, à x de X assoie y = φ(x)où yi = Φ(x[i−m,i+n]). φ est l'appliation à fenêtre glissante de mémoire m et d'antiipation ninduite par Φ.
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. . . yi−1 yi yi+1 . . .Fig. 1.1: Appliation à fenêtre glissante.



1.1 - Shift 23Remarque 1.1.8 Si X est un espae de shift sur un alphabet A. Soit Φ : L2(X) → L1(X) telleque, pour tout a0a1 de L2(X), Φ(a0a1) = a1. φ est l'appliation à 2-fenêtre glissante de mémoire
0 et d'antiipation 1 induite par Φ. φ est exatement l'appliation shift sur X.Les appliations à fenêtre glissante sont parfois appelées appliations loales (voir [2℄ et[11℄). Si m est la mémoire, et n est l'antiipation, d'une telle appliation, elle sera dite k-loale,ave k = n+m+1. Le résultat suivant est attribué à M. L. Curtis, G. Hedlund, et R. C. Lyndondans [11℄.Proposition 1.1.9 Soient X et Y deux espaes de shift, SX et SY leurs appliations shift re-spetives. Si φ est une appliation à fenêtre glissante de X dans Y , alors φ ◦ SX = SY ◦ φ.Cette propriété de ommutation par shift n'est en fait pas su�sante à aratériser les appliationsà fenêtre glissante. Une desription préise est donnée par la proposition suivante.Proposition 1.1.10 Soient X et Y deux espaes de shift. Une appliation φ est à fenêtre glis-sante si et seulement si φ ◦ SX = SY ◦ φ et il existe N ≥ 0 tel que φ(x)0 est fontion de x[−N,N ].Parfois, une appliation à fenêtre glissante φ peut avoir un inverse. Dans e as, et inverseest unique ; on le note alors φ−1 et on dit de φ qu'elle est inversible.Dé�nition 1.1.11 Une appliation à fenêtre glissante φ : X → Y est une onjugaison si elleest inversible. On dira alors de X et Y qu'ils sont onjugués et on notera X ∼= Y .On peut penser à deux shifts onjugués omme à deux manières de représenter le même objet.1.1.5 Shift de type �niDé�nition 1.1.12 Un shift de type �ni est un espae de shift de la forme XF où F , l'ensembledes mots prohibés, est de ardinal �ni.Une méthode e�ae pour onstruire des shifts de type �ni onsiste à donner un grapheorienté, et à onsidérer l'ensemble des marhes bi-in�nis sur e graphe. En fait, quel que soit leshift de type �ni, il peut être reodé de manière à obtenir un shift desriptible par les marhesbi-in�nis d'un ertain graphe ; on pourra se reporter à la �gure 1.3 pour un exemple.On ne parlera ii que de graphes �nis et orientés. On va d'abord donner quelques propriétéssimples de es graphes.Dé�nition 1.1.13 Un graphe G est la donnée d'un ouple (V,E) où V est un ensemble �ni desommets ou états et E est un ensemble �ni d'arêtes. Le sommet initial de haque arête ede E est noté i(e) et le sommet terminal est noté t(e).On autorisera ii les graphes ontenant un ouple de sommets reliés par plusieurs ars, ou on-tenant des arêtes e telles que i(e) = t(e).Pour un état s, on note Os l'ensemble des arêtes de sommet initial s (les arêtes sortantes de s)et Is l'ensemble des arêtes dont s est le sommet terminal (les arêtes entrantes de s). Le ardinal
|Os| de Os est appelé degré sortant de s, et |Is| est son degré entrant.Dé�nition 1.1.14 On appelle hemin d'un graphe G une suite (x1, x2, . . . , xn) de sommets de
G tels que pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1, il existe une arête ei de xi à xi+1 ; i(ei) = xi, t(ei) = xi+1.On appelera iruit un hemin (x1, x2, . . . , xn) tel que x1 = xn.On onsidérera que l'ensemble des états d'un graphe est l'ensemble {1, 2, . . . , r} où deuxétats ne peuvent avoir le même nom. Cela donne notamment un ordre naturel sur les sommetset failite la dé�nition suivante.



24 Chapitre 1 - Combinatoire des motsDé�nition 1.1.15 Soit G un graphe et V l'ensemble de es états. Pour s et t deux sommets,on note Ast le nombre d'arêtes de sommet initial s et de sommet �nal t. On dé�nit alors AG =
[Ast]s,t∈A ; AG est la matrie d'inidene de G.
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Le graphe de la �gure 1.1.5 a pour matrie d'inidene :



0 2 1
1 0 0
0 0 2


On dé�nit maintenant des shifts de type �ni à partir de graphes.Dé�nition 1.1.16 Soit G un graphe, E l'ensemble de ses arêtes et AG sa matrie d'inidene.On note XG ou XAG

le shift des arêtes dé�ni par :
XG = XAG

= {ξ = (ξi)i∈Z ∈ EZ; t(ξi) = i(ξi+1)∀i ∈ Z}.En d'autres termes, l'alphabet A de XG est donné par l'ensemble des arêtes, et les points dushift sont les marhes bi-in�nis sur le graphe.Il est faile de montrer qu'un shift obtenu de ette manière est un shift de type �ni. Il su�t pourela de hoisir F = {ef ; e, f ∈ A, t(e) 6= i(f)}. Les nombres d'arêtes et de sommets étant �nis,
F l'est également, et XG = XF .

...PSfrag replaements 0 1 r − 1Fig. 1.2: Graphe du full r-shift.Si F = {eg, ff, fg, gg}, XF est le shift de type �ni sur A = {e, f, g} assoié au graphe de la�gure 1.3. On remarque que e shift est onjugué au shift XF1 dé�ni sur l'alphabet {0, 1} ave
F1 = {11} ; il su�t pour s'en onvainre de onsidérer l'appliation à fenêtre glissante inversible
φ dé�nie par� φ(00) = e,� φ(01) = f ,� φ(10) = g.
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f

gFig. 1.3: Exemple de graphe dont est issu un espae de shift.1.2 Elatement et amalgamation d'étatsLes élatements et fusions d'états sont des opérations sur les graphes ; nous étudions ii leursin�uenes sur les shifts assoiés. La notion d'élatement d'état a été introduite par R. F. Williamsdans [24℄. Des dé�nitions plus préises peuvent être trouvées dans [16℄ et [2℄.Nous allons dérire l'élatement d'état entrant. Soit G = (V,E) un graphe et s un sommetde G. On va supposer dans un premier temps qu'il n'existe auune arête b de E telle que i(b) =
t(b) = s. On note Is (resp. Os) l'ensemble des arêtes e de E telles que t(e) = s (resp. i(e) = s).Soit Is = I1

s + I2
s une partition de Is ; l'opération d'élatement d'état entrant relativementà (I1

s , I
2
s ) transforme le graphe G en un graphe H = (VH , EH) où VH = V ∪ {s1}, s1 étant unnouvel état, et où EH est dé�ni par :

EH = E − I1
s +O1

s + Uave O1
s = {(s1, t); (s, t) ∈ Os} et U = {(t, s1); (t, s) ∈ I1

s }. En d'autres termes, on obtient legraphe H en :� laissant inhangées les arêtes non adjaentes à s et les arêtes de Os.� donnant à s1 des opies des arêtes sortantes de s (ensemble O1
s).� distribuant les arêtes entrantes de s entre s et s1 suivant la partition de Is en I2

s et I1
s .L'exemple de la �gure 1.4 illustre un élatement de l'état 1 ; I1

1 est onstitué de l'arête entre 2 et
1, I2

1 de l'arête entre 3 et 1, O1
1 de l'arête entre 11 et 2, et U de l'arête entre 2 et 11.
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Fig. 1.4: Un élatement (entrant) de l'état 1.On étend maintenant ette dé�nition a�n de pouvoir :



26 Chapitre 1 - Combinatoire des mots� partitionner l'ensemble des arêtes entrantes en autant d'ensembles que l'on veut (pas seule-ment 2).� e�etuer ette opération sur plusieurs sommets simultanément.� élater un état qui boule sur lui-même ('est-à-dire tel qu'il existe une arête dont il est àla fois état initial et état �nal).Dé�nition 1.2.1 Soit G = (V,E) un graphe. Pour haque état s de V , on note Is l'ensemblede ses arêtes entrantes et Os l'ensemble de ses arêtes sortantes. On partitionne Is en ensemblesdeux à deux disjoints I1
s , I

2
s , . . . , I

m(s)
s où m(s) ≥ 1 ; P est la partition obtenue de E et Ps estla partition restreinte à Is. Le graphe élaté (entrant) G[P] formé à partir de G selon Pa pour états s1, s2, . . . , sm(s), où s parours V , et pour arêtes ej, où e ∈ E et 1 ≤ j ≤ m(i(e)).Si e ∈ E est tel que i(e) = s et t(e) = t, alors e ∈ Ij

t pour un ertain j, et on dé�nit ei, arêtede G[P] par i(ei) = si et t(ei) = tj . Un élatement d'état élémentaire de G à l'état s seproduit lorsque m(s) = 2 et m(t) = 1 pour tout t 6= s.La �gure 1.5 illustre ette dé�nition. Dans et exemple, on a hoisi I1
1 = {b, c}, I2

1 = {a},
I1
2 = {d, e}, I1

3 = {f} et I2
3 = {g}.
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Fig. 1.5: Exemple d'élatement entrant.Si un graphe H est obtenu à partir d'un graphe G par ette proédure, on dira de H que'est un élatement entrant de G, et on dira de G que 'est une amalgamation entrante de
H.Remarque 1.2.2 On peut dé�nir de la même manière l'élatement sortant H d'un graphe
G ; G sera alors une amalgamation sortante de H.Théorème 1.2.3 Si H est un élatement de G, alors les shifts des arêtes XH et XG sont on-jugués.



1.2 - Elatement et amalgamation d'états 27Preuve On démontre le théorème dans le as d'un élatement entrant, l'autre as étant simi-laire.On suppose que H = G[P], et on dé�nit l'appliation à 1-fenêtre �xe Ψ : L1(XH) → L1(XG) par
Ψ(ej) = e pour tout ej ∈ L1(XH). On note ψ l'appliation à 1-fenêtre glissante de mémoire 0 etd'antiipation 0 induite par Ψ. On déduit de l'observation : ejfi ∈ L2(XH) ⇒ ef ∈ L2(XG), que
ψ(XH ) ⊆ XG.Soit alors Φ : L2(XG) → L1(XH) l'appliation à 2-fenêtre �xe dé�nie par Φ(ef) = fj où j esttel que e ∈ Ij

s pour un ertain état s. φ étant l'appliation à 2-fenêtre glissante de mémoire 1 etd'antiipation 0 induite par Φ, on a φ(XG) ⊆ XH .Si x = . . . x−1x0x1 · · · ∈ XG, alors φ(x) est de la forme . . . x−1
j−1
x0

j0
x1

j1
. . . , et on aura ψ(φ(x)) = x.Si y = . . . y−1

j−1
y0

j0
y1

j1
· · · ∈ XH , alors ψ(y) = . . . y−1y0y1 . . . . Puisque yi

ji
yi+1

ji+1
∈ L2(XH), alors

yi ∈ I
ji+1

i(yi+1)
. On déduit don que pour tout i, Φ(yiyi+1) = yi+1

ji+1
, e qui donne φ(ψ(y)) = y.Il existe don une appliation à fenêtre glissante inversible de XH dans XG ; XG et XH sontonjugués. �Cette preuve fait apparaître la fontion φ inverse de ψ où ψ symbolise l'élatement d'états.La fontion φ est la fontion d'amalgamation d'états (entrante). Soit G = (V,E) un graphe et

M sa matrie d'inidene. Si deux arêtes e et f sont telles que t(e) = t(f), on dira que e et forrespondent. Soient s1 et s2 deux sommets de G tels que ∀t ∈ V, |Os1 ∩ It| = |Os2 ∩ It| : end'autres termes leurs arêtes sortantes orrespondent. On suppose de plus qu'il n'y a auune arêtede s1 à s1, de s1 à s2, de s2 à s1, ou de s2 à s2. s1 et s2 peuvent être amalgamés en fusionnant s1et s2 en un état s dont les arêtes sortantes orrespondent aux arêtes sortantes de s1. On obtientl'ensemble des arêtes entrantes de s en faisant l'union (disjointe) des arêtes entrantes de s1 etdes arêtes entrantes de s2.On étend maintenant ette dé�nition a�n de pouvoir :� fusionner autant de sommets ensembles que l'on veut (pas seulement 2).� e�etuer ette opération sur plusieurs ensembles de sommets simultanément.� fusionner des états qui boulent sur eux-même ou qui sont reliés entre eux.Dé�nition 1.2.4 Soit H = (VH , EH) un graphe et MH sa matrie d'inidene. Soit P =
{P1, P2, . . . , Pp} une partition de VH telle que :� ∀P ∈ P, P 6= ∅,� ∀P ∈ P,∀(s1, s2) ∈ P 2,∀t ∈ VH , |Os1 ∩ It| = |Os2 ∩ It|.Une partition véri�ant ette propriété sera par la suite appelée aeptable.Le graphe amalgamé (entrant) H[P] formé à partir de H selon P a p sommets. Si x et
y sont deux sommets de H, on note nxy le nombre d'arêtes de EH de sommet initial x et desommet terminal y. On note nij =

∑
y∈Pj

nxy où x est un élément quelonque de Pi et y parourt
Pj . Alors le nombre d'arêtes entre deux sommets i et j de H[P] est exatement nij.Puisque ette opération est l'opération inverse de l'élatement d'états (entrant), on pourra sereporter à la �gure 1.5 pour un exemple d'appliation.Le théorème suivant est dû à R. F. Williams ([24℄).Théorème 1.2.5 Toute onjugaison d'un shift à un autre peut être obtenue par une suite d'é-latements et d'amalgamations.1.2.1 Matries d'inideneOn étudie dans e paragraphe l'in�uene des opérations d'élatement et d'amalgamation surla matrie d'inidene.



28 Chapitre 1 - Combinatoire des motsOn reprend l'exemple de la �gure 1.5. On note V = {1, 2, 3} et VH = {11, 12, 21, 31, 32} lesensembles des sommets des graphes G et H = G[P], MG et MH sont leurs matries d'inidene.La matrie D représente la manière d'obtenir les éléments de VH à partir de eux de V .
1 2 3

11

12

D = 21

31

32




1 0 01 0 00 1 00 0 10 0 1

On désignera les entrées de D par D(fi, e) où fi ∈ VH et e ∈ V .Le nombre d'arêtes de haque partition sortant d'un sommet donné de V est spéi�é par lamatrie :

11 12 21 31 32

1
E = 2

3




0 1 1 1 11 0 0 0 01 0 1 0 0 


E(e, fi) est le nombre d'arêtes de Ii
f dont e est le sommet initial.Caluler l'entrée (a, b) de la matrie produit ED onsiste à sommer, sur haque Ii

b, 1 ≤ i ≤
m(b), le nombre d'arêtes de Ii

b dont a est l'état initial, e qui revient à ompter le nombre d'arêtesdont a est l'état initial et b est l'état terminal.
1 2 3

1
ED = MG = 2

3




1 1 21 0 01 1 0 
Lors d'un élatement entrant élémentaire, si a est élaté en a et b, les arêtes sortantes de b sontdes opies de elles de a. Le produit DE expliite ette dupliation. On en déduit que DE = MH .

11 12 21 31 32

11

12

DE = MH = 21

31

32




0 1 1 1 10 1 1 1 11 0 0 0 01 0 1 0 01 0 1 0 0

On explique maintenant pourquoi es résultats sont vrais en général.Dé�nition 1.2.6 Soit G un graphe et H = G[P] l'élatement entrant de G suivant P. V estl'ensemble des états de G et VH est elui de H. La matrie de division entrante D est unematrie |VH | × |V | dé�nie par

D(si, t) =

{
1 si s = t,
0 sinon.La matrie des arêtes entrante E est la matrie |V | × |VH |

E(s, ti) = |Ii
t ∩Os|



1.2 - Elatement et amalgamation d'états 29Théorème 1.2.7 Soit G un graphe et H = G[P] l'élatement entrant de G suivant P. Si D estla matrie de division entrante et E la matrie des arêtes entrante, alors
ED = MG et DE = MHPreuve On utilise les notations données préédemment.

ED(s, t)=
m(t)∑
i=1

E(s, ti)D(ti, t)=
m(t)∑
i=1

E(s, ti)

=
m(t)∑
i=1

|Ii
t ∩Os| =|(

m(t)⋃
i=1

Ii
t) ∩Os|

= |It ∩Os| = MG(s, t).On en onlut que ED = MG.
DE(si, tj) = D(si, s)E(s, tj) = E(s, tj)= |Ij

t ∩Os| = |Itj ∩O
si |= MH(si, tj).Ce qui donne DE = MH . �On va s'intéresser d'un peu plus près à l'amalgamation d'état. Nous avons jusqu'à présentdé�ni les matries de division et d'arêtes à partir d'un graphe G que nous voulions élater suivantune partition P de l'ensemble des arêtes de G. On donne ii leurs dé�nitions à partir d'un graphe

H que nous voulons amalgamer selon une partition P de l'ensemble des sommets de H.Soit H un graphe, VH , de ardinal h, l'ensemble de ses sommets et P = {P1, P2, . . . , Pp}une partition aeptable de VH . On pourra supposer, quitte à renommer les sommets, que
P1 = {11, 12, . . . , 1p1}, P2 = {21, 22, . . . , 2p2}, . . . , Pp = {p1, p2, . . . , ppp}. G = (VG, EG) est l'a-malgamation de H suivant P, et on note VG = {1, 2, . . . , p} où j est l'amalgamation des sommetsde la partition Pj . On dé�nit alors la matrie de division D de taille h× p dé�nie par

D(ji, k) =

{
1 si k = j,
0 sinon.et la matrie des arêtes E de taille p× h dé�nie par

E(k, t) = |Ox ∩ It|où x est un élément quelonque de Pk. On pourra véri�er de la même manière qu'en 1.2.7 que
DE = MH et ED = MG où G = H[P].Matrie d'inidene et forte onnexitéOn ommene par dé�nir les graphes fortement onnexes a�n d'étudier l'in�uene d'uneamalgamation sur un graphe possédant ette propriété.Dé�nition 1.2.8 On dit d'un graphe H orienté qu'il est fortement onnexe s'il existe un heminentre toute paire de sommets de H.Propriété 1.2.9 Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.� H est fortement onnexe.� Il existe un iruit passant par tous les sommets de H.



30 Chapitre 1 - Combinatoire des motsSoit H un graphe et M = [mi,j] sa matrie d'inidene. M est la matrie des hemins delongueur 1 ; mi,j est le nombre de hemins de longueur 1 allant de i à j. Une rapide réurrenemontrera que Mk = [mi,j(k)] est la matrie des hemins de longueur k dans H. On en déduitdon la propriété suivante.Propriété 1.2.10 La matrie d'inidene d'un graphe fortement onnexe est primitive.On s'intéresse aux e�ets des amalgamations et élatements sur la forte onnexité. Par la suite,on voudra obtenir des graphes fortement onnexes par amalgamations. La proposition suivantedonne une ondition néessaire et su�sante pour qu'un graphe soit amalgamé en un graphefortement onnexe.Proposition 1.2.11 Soit H un graphe et P = {P1, P2, . . . , Pp} une partition aeptable de VH .Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.� Il existe un sous-graphe F de H fortement onnexe ave VF = {f1, f2, . . . , ff} tel que pourtout 1 ≤ i ≤ p, il existe 1 ≤ j ≤ f tel que fj ∈ Pi.� G = H[P] est fortement onnexe.Preuve L'ensemble des sommets de G est VG = {1, 2, . . . , p}. Par la dé�nition d'amalgamation,le nombre d'arêtes de i à j dans G est égal à ∑
y∈Pj

|Ox ∩ Iy| où x ∈ Pi. On en déduit notammentque si x ∈ Pi et y ∈ Pj sont deux sommets de H reliés par une arête, alors il existe au moinsune arête de i à j dans G et inversement.Si F est un sous-graphe de H fortement onnexe, alors il existe un iruit de F qui passe partous les sommets de F . Ce iruit passera au moins une fois dans haque élément de P ; onen déduit l'existene d'un iruit de G qui passe par tous les sommets de G, et don que G estfortement onnexe.De même, si G est fortement onnexe, on pourra trouver un iruit (y1, y2, . . . , yn) de H telpour tout 1 ≤ i ≤ p, il existe 1 ≤ j ≤ n tel que yj ∈ Pi. Le sous-graphe de H de sommets
{y1, y2, . . . , yn} sera alors fortement onnexe. �Corollaire 1.2.12 Soit H un graphe fortement onnexe et P une partition aeptable de VH .Alors G = H[P] est fortement onnexe.1.2.2 Amalgamation idéaleL'opération d'amalgamation permet une simpli�ation de la représentation des shifts. Cepen-dant, 2 états ne peuvent être amalgamés (de manière entrante) que si leurs arêtes sortantes orre-spondent. Pour H un graphe quelonque, on peut s'interroger sur l'existene d'une amalgamationdonnant un graphe G ne possédant auune paire de sommet pouvant être amalgamés.Dé�nition 1.2.13 On appelle partition maximale PM de l'ensemble des sommets V d'ungraphe H l'unique partition véri�ant :� ∀Q ∈ PM ,∀q, r ∈ Q,Oq = Or� ∀P,Q ∈ PM ;P 6= Q,∀(p, q) ∈ P ×Q,Op 6= Oq.On dit du graphe H[PM ] que 'est l'amalgamation maximale de H.On amalgame le graphe de gauhe sur la �gure 1.6 suivant sa partition maximale {{1, 2}, {3}, {4}}.Le résultat est à droite sur la même �gure. On remarque que les trois sommets de e nouveaugraphe peuvent à nouveau être amalgamés.On herhe un moyen d'amalgamer "au maximum", 'est-à-dire d'obtenir un graphe ne pos-sédant pas de paire de sommets pouvant être amalgamés.
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33 4Fig. 1.6: Amalgamation selon la partition maximale.Proposition 1.2.14 Si deux suites d'amalgamations (entrantes) d'un graphe H produisent deuxgraphes F et G ne possèdant auune paire de sommets pouvant être amalgamés, alors F et G sontégaux (à renommage des sommets près). On dit que G est l'amalgamation idéale entrante de
H.Preuve On note (Fi)0≤i≤n et (Gi)0≤i≤m les deux suites d'amalgamations de H qui produisent
F et G ; F0 = G0 = H et F = Fn et G = Gm ne possèdent auune paire de sommets pouvantêtre amalgamés. On suppose que pour tout 0 ≤ i ≤ n − 1 (resp. 0 ≤ i ≤ m − 1) le passage de
Fi à Fi+1 (resp. Gi à Gi+1) se fait par une amalgamation élémentaire. On note VH l'ensembledes sommets de H. Pour tout 0 ≤ i ≤ n − 1 (resp. 0 ≤ i ≤ m − 1), fi (resp. gi) assoie à unsommet de H son image dans Fi (resp. Gi), et on note Pi (resp. Qi) la partition de VH égale à
{f−1

i ({x});x sommet de Fi} (resp. {g−1
i ({x});x sommet de Gi}).On va montrer que Pn et Qm sont égaux. Si P et Q sont deux partitions d'un mêmeensemble, on note P ⊂ Q si pour tout P ∈ P, il existe Q ∈ Q telle que P ⊂ Q.

Q0 ⊂ Pn de manière évidente et on suppose que Qk−1 ⊂ Pn. On identi�e un élémént Qde Qk ave le sommet de Gk orrespondant (l'image par gk des points de Q). On suppose que
Qk 6⊂ Pn et que Q1 et Q2 sont les éléments de Qk−1 amalgamés lors du passage de Gk−1 à Gk.On note P1 et P2 les éléments de Pn tels que Q1 ⊂ P1 et Q2 ⊂ P2. On remarque que P1 6= P2 ;
Qk serait inlu dans Pn dans le as ontraire.Etant donné deux sommets a et b d'un graphe quelonque, on note N(a, b) le nombre d'arêtesentre a et b. Pour tout Ph ∈ Pn, il existe Qi1, Qi2 , . . . , Qih de Qk−1 tels que Ph =

⋃
1≤j≤h

Qij , eton a
N(P1, Ph) =

∑
1≤j≤h

N(Q1, Qij ) et N(P2, Ph) =
∑

1≤j≤h

N(Q2, Qij ).On déduit du fait que Q1 et Q2 peuvent être amalgamés que N(P1, Ph) = N(P2, Ph) indépendam-ment de h ; P1 et P2 peuvent alors être amalgamés, e qui est ontraire aux hypothèses.Finalement, Qm ⊂ Pn, et un raisonnement similaire donnera Pn ⊂ Qm ; on en onlut que
Qm = Pn. Si P et Q sont deux éléments de Pn, la quantité N(P,Q) est la même dans F et
G ; si p ∈ P est un sommet de H, alors on a N(P,Q) =

∑
q∈Q

N(p, q) (haque élément q de Q estégalement un sommet de H). On obtient ainsi F = G. �Remarque 1.2.15 On rappelle le théorème 1.2.5 ; toute onjugaison d'un shift à un autre peutêtre obtenue par une suite d'élatements et d'amalgamations (entrants ou sortants). Le passage



32 Chapitre 1 - Combinatoire des motsd'un graphe H à son amalgamation idéale se fait par amalgamations entrantes uniquement. Lerésultat de la proposition préédente ne permet don pas toujours de omparer deux shifts de type�ni.Par la suite, on s'intéressera à des graphes tels que elui de la �gure 1.7 qui peuvent êtregrandement réduit par amalgamation. Sur e graphe H, les sommets 1, 2, 3, 4 ont des arêtessortantes orrespondantes, et il en est de même pour les sommets 5, 6, 7. La partition maximale
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5 6 7

Fig. 1.7: H.est P = {P1, P2} où P1 = {1, 2, 3, 4} et P2 = {5, 6, 7}. L'amalgamation de H selon P est legraphe de la �gure 1.8. Ce nouveau graphe est l'amalgamation idéale entrante de H. Au niveau
PSfrag replaements 1 2Fig. 1.8: Amalgamation maximale de H.des matries d'inidene, on est passé d'une matrie 7× 7 à une matrie 2× 2. On est ainsi passéd'un shift dont la représentation pouvait paraître ompliquée, à un shift onjugué beauoup plussimple à dérire.1.2.3 Graphes pondérésDé�nition 1.2.16 Un graphe pondéré G est la donnée d'un triplet (V,E, p) où V est unensemble �ni de sommets ou états, E est un ensemble �ni d'arêtes, et p est une appliationde E dans X (X est un ensemble quelonque que l'on hoisira suivant les as) appelée fontionde pondération. Le sommet initial de haque arête e de E est noté i(e), le sommet terminalest noté t(e), et le poids de l'arête e est noté p(e).



1.2 - Elatement et amalgamation d'états 33Notre but est simplement d'adapter l'opération d'amalgamation vu en 1.2 aux graphes pondérés.On va don donner une dé�nition plus générale des amalgamations ; on pourra voir les amalga-mations sur des graphes non pondérés omme des amalgamations sur des graphes pondérés pourlesquels la fontion de pondération est à valeur dans R et dont toutes les arêtes sont de poids
1. On sort un petit peu du adre des shifts même si on peut failement assoier un graphe nonpondéré à tout graphe pondéré ; es dé�nitions nous seront ependant utile par la suite.Dé�nition 1.2.17 Soit G = (V,E, p) un graphe pondéré et P une partition de V . P sera diteaeptable si elle véri�e :� ∀P ∈ P, P 6= ∅,� ∀P ∈ P,∀s1, s2 ∈ P,∀t ∈ V� |Os1 ∩ It| = |Os2 ∩ It|,� ∀x ∈ X, |{e ∈ Os1 ∩ It; p(e) = x}| = |{e ∈ Os2 ∩ It; p(e) = x}|.Dé�nition 1.2.18 Soit H = (VH , EH , pH) un graphe pondéré. Soit P = {P1, P2, . . . , Pp} unepartition aeptable de VH . Le graphe amalgamé (entrant) H[P] = G = (VG, EG, pG) forméà partir de H selon P a p sommets ; VG = {1, 2, . . . , p}. Si x et y sont deux sommets de
H, on note αxy l'ensemble des arêtes EH de sommet initial x et de sommet terminal y. Onnote αij =

⋃
y∈Pj

αxy = {e1, e2, . . . , en} où x est un élément quelonque de Pi et y parourt Pj .L'ensemble βij = {f1, f2, . . . , fm} des arêtes de sommet initial i et de sommet �nal j dans G estdé�ni par� |βij | = |αij |,� ∀1 ≤ k ≤ |βij |, pG(fk) = pH(ek).Pondération réelleOn se plae dans le as où les fontions de pondération sont des appliations à valeurs dans
R∗

+.Remarque 1.2.19 L'égalité ∑
e∈βij

pG(e) =
∑

e∈αij

pH(e) déoule diretement de la dé�nition d'a-malgamation.Dé�nition 1.2.20 Soit G = (VG, EG, pG) un graphe pondéré, et VG = {1, 2, . . . , p}. On appellematrie d'inidene de G la matrie MG dé�nie pour tout 1 ≤ i, j ≤ p par MG(i, j) =∑
e∈Oi∩Ij

pG(e).Soit H = (VH , EH , pH) un graphe pondéré, VH est de ardinal h et P = {P1, P2, . . . , Pp}est une partition aeptable de VH . On pourra supposer, quitte à renommer les sommets, que
P1 = {11, 12, . . . , 1p1}, P2 = {21, 22, . . . , 2p2}, . . . , Pp = {p1, p2, . . . , ppp}. G = (VG, EG, pG) estl'amalgamation de H suivant P, et on note VG = {1, 2, . . . , p} où j est l'amalgamation dessommets de la partition Pj . La matrie de division D de taille h× p est dé�nie par

D(ji, k) =

{
1 si k = j,
0 sinon.et la matrie des arêtes E de taille p× h dé�nie par

E(k, t) =
∑

e∈Ox∩It

pH(e)où x est un élément quelonque de Pk.



34 Chapitre 1 - Combinatoire des motsProposition 1.2.21 Soit G un graphe pondéré obtenu par amalgamation de H par une partition
P. Soient D et E les matries de division et d'arêtes assoiées à P. Alors DE = MH et
ED = MG.Preuve On utilise les notations données préédemment.
ED(si, sj)= ∑

t∈Pj

E(si, t)= ∑
t∈Pj

(
∑

e∈X

pH(e)) ave X = Ox ∩ It où x est un élément quelonque de Pi= ∑
e∈Y

pH(e) ave Y = Ox ∩ (
⋃

t∈Pj

It) où x est un élément quelonque de Pi= MG(si, sj) d'après la remarque 1.2.19.On en onlut que ED = MG.
DE(sj

i , s
l
k)= E(sj , sl

k)= ∑
e∈X

pH(e) ave, pour u = sl
k et x quelonque dans Pj , X = Ox ∩ Iu= ∑

e∈Y

pH(e) ave, pour t = sj
i et u = sl

k, Y = Ot ∩ Iu=MH(sj
i , s

l
k).Cela donne DE = MH . �En onlusion de e paragraphe, on rappelle une propriété partiulièrement pertinente sur leproduit de matries.Proposition 1.2.22 Soit A une matrie m× n et B une matrie n ×m ave n ≥ m. On note

PAB(X) le polyn�me aratéristique de AB et PBA(X) le polyn�me aratéristique de BA ; alors
PBA(X) = (−X)n−mPAB(X)Preuve Pour ette preuve, si A est une matrie m× n, S un sous-ensemble de {1, . . . ,m}, Tun sous-ensemble de {1, . . . , n}, on notera� AS la sous-matrie obtenue en ne gardant que les lignes de A dont l'indie est dans S,� AT la sous-matrie obtenue en ne gardant que les olonnes de A dont l'indie est dans T ,� AT

S la sous-matrie obtenue en ne gardant que les éléments de A dont l'indie de ligne estdans S et l'indie de olonne est dans T .De plus, pour i et j deux entiers naturels, on note Sj
i l'ensemble des sous-ensembles à i élémentsde {1, 2, . . . , j}.La démonstration se fait à l'aide de la formule de Binet-Cauhy :

det(AB) =
∑

S∈Sn
m

det(AS) × det(BS)où det est l'appliation determinant.On remarque que dans le as où m > n, il n'y a auun ensemble S onvenable et le determinantest O.On peut adapter la formule à n'importe quel mineur prinipal de AB ou de BA. On suppose que
n ≥ m. La remarque préédente assure que tous les mineurs d'ordre stritement supérieur à mde BA (s'il y en a) seront tous nuls. Pour 1 ≤ k ≤ m, la somme des mineurs prinipaux d'ordre
k de AB est

∑
S∈Sm

k

det(ASB
S) =

∑
S∈Sm

k

(
∑

T∈Sn
k

det(AT
S ) × det(BS

T ))La somme des mineurs prinipaux d'ordre k de BA est
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∑

T∈Sn
k

det(BTA
T ) =

∑
T∈Sn

k

(
∑

S∈Sm
k

det(BS
T ) × det(AT

S ))Inverser les signes sommes permet d'obtenir l'égalité. Le oe�ient de Xq dans le polyn�mearatéristique d'une matrie d'ordre p est obtenu en multipliant la somme des mineurs prinipauxd'ordre p− q (si q 6= p) ou 1 (si q = p) par (−1)q ; on obtient don l'égalité proposée. �Si G est un graphe pondéré obtenu par amalgamation ou élatement d'un graphe H, ettepropriété donne des informations très préises sur les spetres de leurs matries d'inidene.1.2.4 Equivalene de shiftCe paragraphe aratérise l'équivalene des shifts en termes de matries. Les dé�nitions etrésultats qui vont suivre sont dûs à R. F. Willams ([24℄).Dé�nition 1.2.23 Deux matries arrés M,N à entrées dans N sont dites shift-équivalentesélémentaires s'il existe 2 matries U et V à entrées dans N telle que M = UV et N = V U . Met N peuvent être de dimensions di�érentes.
M et N seront fortement shift-équivalentes s'il y a une haîne d'équivalenes élémentairesentre M et N .Théorème 1.2.24 Deux shifts de types de �nis sont onjugués si et seulement si leurs matriessont fortement shift-équivalentes.La démonstration de e théorème déoule diretement du théorème 1.2.5 et des dé�nitions dematrie de division et de matrie d'arêtes assoiées à haque élatement ou amalgamation.1.3 Système dynamiqueLes 3 setions suivantes sont librement inspirées de [5℄ et [23℄ (hapitres 1, 2) alternativement.Dé�nition 1.3.1 Un système dynamique topologique est la donnée d'une appliation on-tinue T : X → X où X est un espae métrique ompat.Le système dynamique est dit minimal si X ne possède pas de fermé invariant par T non trivial.Il est uniquement ergodique s'il existe une unique mesure de probabilité borélienne sur X quiest invariante par T .Système dynamique symboliqueSoit A un alphabet �ni, A∗ l'ensemble des mots �nis sur A. On appelle mot in�ni bilatéraltout élément w de AZ. On érit un tel mot en le pointant entre w−1 et w0, par exemple w =
. . . w−2w−1.w0w1 . . . . On note A−N

∗ l'ensemble des mots in�nis unilatéraux indiés par les entiersstritement négatifs, et AN l'ensemble des mots in�nis unilateraux indiés par les entiers positifsou nul. Les ensembles AM, pour M = Z,N,−N∗ sont munis du produit des topologies disrètessur A, et forment des ensembles de Cantor. Ces topologies sont métrisables pour la distanedé�nie pour tout (wi)i∈M 6= (vi)i∈M par
d((wi)i∈M, (vi)i∈M) = exp(−min{|i|; i ∈ M;wi 6= vi}).On appelle B = {w.v;w ∈ A∗ ∪ A−N

∗

; v ∈ A∗ ∪ AN} l'ensemble de tous les mots pointéspouvant être onstruits à partir de A. Cet ensemble ontient AZ et s'injete anoniquement dans
(A ∪ {s})Z, où s est un symbole supplémentaire, en omplétant tout élément de B qui n'est pasindié par Z par le symbole s.



36 Chapitre 1 - Combinatoire des motsOn dit qu'une suite wn d'éléments de B onverge vers w ∈ B si les images des wn parl'injetion anonique onvergent dans (A ∪ {s})Z vers l'image de w. On remarque qu'une telledé�nition est ompatible ave la onvergene dans AM , pour M = Z,N,−N∗. En partiulier unesuite (wn)n de mots �nis dont la longueur tend vers l'in�ni et tels que wn est toujours un pré�xe(respetivement su�xe) de wn+1, onverge vers un mot in�ni de AN (respetivement A−N
∗).On appelle ylindres les ensembles :

[W.V ] = {(wi)i∈Z ∈ AZ;w−|W | . . . w−1w0 . . . w|V |−1 = WV }(lorsque W est vide, le ylindre est simplement noté [V ]). Ils sont ouverts et fermés et formentune base de la topologie de AZ.On note S le déalage (shift) sur AZ, qui à tout mot w = (wi)i∈Z assoie le mot S(w) =
(wi+1)i∈Z. On appelle point S-périodique tout mot w de AZ tel qu'il existe h ≥ 1 ave Sh(w) = w.Le langage L(w) d'un mot in�ni w est l'ensemble de tous les mots �nis qui apparaissent dans w.Un élément de L(w) est appelé fateur de w.Dé�nition 1.3.2 On dit qu'un fateur u de L(w) est spéial à gauhe (resp. à droite) s'ilexiste deux éléments distints a et b de A tels que les mots au et bu (resp. ua et ub) sont enoredans L(w). Un fateur est bispéial s'il est à la fois spéial à gauhe et à droite.Le système dynamique symbolique engendré par un mot in�ni bilatéral u est le ouple
(Ω(u), S), ou Ω(u) = {x ∈ AZ;L(x) ⊂ L(u)}. Notons que l'ensemble Ω(u) est l'adhérene dans
AZ de l'orbite de u sous l'ation de S ; il est ompat pour la topologie induite par elle de AZet la restrition de S à Ω(u), enore notée S, est un homéomorphisme. On remarque que Ω(u)est �ni si et seulement si u est un point S-périodique.On dé�nit de même un système dynamique unilatéral en se plaant dans AN. Le déalage
S n'est alors plus injetif.1.4 SubstitutionsDé�nition 1.4.1 Une substitution est un morphisme σ pour la onaténation du monoïdelibre A∗, qui envoie A sur A∗ \ {ǫ}, et tel qu'il existe une lettre a de A veri�ant lim

n→+∞
|σn(a)| =

+∞. La substitution se prolonge de manière naturelle à l'ensemble des mots in�nis de AZ paronaténation :
σ(. . . w−2w−1.w0w1 . . . ) = . . . σ(w−2)σ(w−1).σ(w0)σ(w1) . . .Un mot u de AZ est un point périodique de σ s'il existe un entier k ≥ 1 tel que σk(u) = uet s'il existe une lettre c telle que tout fateur de u est fateur d'un itéré de σ sur c.La substitution est dite S-périodique s'il existe un point périodique de σ qui soit également

S-périodique.Une substitution est dite primitive s'il existe un entier naturel k tel que σk(a) ontientune ourrene de b pour tout ouple (a, b) ∈ A2 . Si σ est primitive, l'ensemble de ses pointspériodiques est �ni et non vide.1.4.1 AbélianiséSi σ est une substitution primitive sur d lettres, on note Mσ la matrie d'inidene de σ,dont le oe�ient (i, j) est le nombre d'ourrenes de la lettre i dans σ(j).Une matrie est dite primitive s'il existe une puissane de ette matrie dont les oe�ientssont tous stritement positifs. Une substitution est primitive si et seulement si sa matrie d'ini-dene est primitive. Le théorème de Perron-Frobenius implique que Mσ admet alors une valeur



1.5 - Automate et développement en pré�xes-su�xes 37propre dominante simple, qui est réelle positive et un veteur propre assoié à ette valeur propreà oe�ients stritement positifs.La substitution est dite unimodulaire si Mσ est de module 1.1.4.2 Substitution de type PisotOn dit qu'une substitution est de type Pisot si les valeurs propres de sa matrie d'inidenesont non nulles, di�érentes de 1 et si seule la valeur propre dominante est de module stritementsupérieur à 1.Propriétés 1.4.2 Soit σ une substitution de type Pisot, Mσ sa matrie d'inidene de polyn�mearatéristique χMσ ;� σ est primitive,� χMσ est irrédutible sur Q,� auun point �xe de σ n'est S-périodique.1.4.3 Système dynamique substitutifSoit u un point périodique d'une substitution primitive, alors Ω(u) ne dépend pas de u : onle note Ω, et (Ω, S) est appelé le système dynamique symbolique engendré par σ. De même
L(u) ne dépend pas de u, on le note alors L(Ω). Si la substitution est primitive, le système (Ω, S)est minimal : il ne possède pas de fermé invariant par S non trivial. De plus, e système estuniquement ergodique (voir [22℄ hapitre V ) ; ω étant un mot quelonque de Ω, l'unique mesurede probabilité invariante µ est dé�nie sur tout ylindre [V ] = {u ∈ Ω;u0 . . . u|V |−1 = V } par

µ([V ]) = lim
n→+∞

1

2n
#{−n < k < n;ωkωk+1 . . . ωk+|V |−1 = V }où # désigne le ardinal.Le système dynamique symbolique unilatéral (Ω+, S) possède des propriétés similaires,si e n'est que le déalage S n'est pas une bijetion sur Ω+. L'unique mesure de probabilitéinvariante µ est dé�nie sur tout ylindre [V ] = {u ∈ Ω+;u0 . . . u|V |−1 = V } par

µ([V ]) = lim
n→+∞

1

n
#{0 ≤ k < n;ωkωk+1 . . . ωk+|V |−1 = V }où ω est un mot quelonque de Ω+. On note que la projetion anonique du système bilatéral surle système unilatéral est injetive sauf sur un ensemble dénombrable où elle est �ni-à-un ([22℄,théorème V.21).1.5 Automate et développement en pré�xes-su�xes1.5.1 Désubstitution et développement en pré�xes-su�xesSoit σ une substitution primitive non S-périodique sur un alphabet de ardinal �ni A et soit

(Ω, S) le système symbolique engendré par σ. La proposition suivante est assurée par un résultatde [19℄.
∀w ∈ Ω,∃v ∈ Ω,∃k ∈ N, v et k uniques ;

w = Sk(σ(v)) et 0 ≤ k < |σ(v0)|.Dé�nitions 1.5.1 On appelle désubstitution l'appliation θ : Ω → Ω dé�nie par
θ(w) = v si w = Sk(σ(v)) ave 0 ≤ k < |σ(v0)|.



38 Chapitre 1 - Combinatoire des motsOn note P = {(p, a, s) ∈ A∗ ×A×A∗;∃b ∈ A;σ(b) = pas} et γ : Ω → P l'appliation dé�niepar
γ(w) = (p,w0, s) si σ((θ(w))0) = pw0s et w = S|p|σ(θ(w)).Ces appliations existent et sont ontinues pour les systèmes bilatères ; il est montré dans [19℄que e n'est pas toujours le as pour les systèmes unilatères.Dé�nition 1.5.2 Soit Γ : Ω → PN l'appliation ontinue dé�nie par

Γ(w) = (γ(θi(w)))i≥0 = (pi, ai, si)i≥0.La suite Γ(w) est appelée développement en pré�xes-su�xes de w.A�n de omprendre un peu mieux e développement, on fait les remarques suivantes.Si Γ(w) = (pi, ai, si)i≥0 est le développement d'un élément w de Ω, alors
a0 = w0 et ∀i ≥ 0, σ(ai+1) = piaisi.Si les pi et si ne sont pas tous vides à partir d'un ertain rang, alors w est la limite de la suitedes mots �nis suivants :
σi(pi) . . . σ(p1)p0.w0s0σ(s1) . . . σ

i(si).Si les pré�xes ou les su�xes sont vides à partir d'un ertains rang, la suite ne onverge pas versun mot bi-in�ni. Le as de es suites sera réglé quelques lignes plus bas.1.5.2 Automate des pré�xes-su�xesOn dé�nit l'automate Aσ assoié à la substitution σ par :� A est l'ensemble des états ; tous les états sont initiaux,� P est l'ensemble des étiquettes (ou ouleurs),� il existe une �èhe entre les états a et b étiquetée par e = (p, a, s) si σ(b) = pas.Cet automate est fortement onnexe si σ est primitive.Remarque 1.5.3 On utilisera indi�éremment les termes étiquettes et ouleurs.Dé�nition 1.5.4 Un élément (ei)i≥0 ∈ PN est dit admissible s'il s'agit d'un mot in�ni reonnupar l'automate des pré�xes-su�xes. On note D l'ensemble des éléments admissibles de PN.Il est à noter que que D est un sous-shift de type de �ni de PN, pour lequel les mots interditssont toutes les paires d'étiquettes qui ne se suivent pas dans l'automate.Propriété 1.5.5 Pour tout (pi, ai, si)0≤i≤k−1, suite de ouleurs d'un hemin �ni de l'automatedont ak est le dernier sommet, σk(ak) = σk−1(pk−1) . . . σ(p1)p0a0s0σ(s1) . . . σ
k−1(sk−1). Notam-ment, s0σ(s1) . . . σ

k−1(sk−1) est un su�xe de σk(ak) et σk−1(pk−1) . . . σ(p1)p0 est un pré�xe de
σk(ak).
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PSfrag replaements

1 2

(ǫ, 1, 2)

(111, 2, ǫ)

(1, 2, ǫ)

(ǫ, 1, 112)

(1, 1, 12)

(11, 1, 2)Fig. 1.9: Automate des pré�xes-su�xes pour σ : 1 7→ 1112, 2 7→ 12.1.5.3 Propriétés remarquables de ΓOn note Ωper l'ensemble des mots bi-in�nis σ-périodiques et Dmin,Dmax et Dǫ les sous-ensembles de D dé�nis par :� Dmin = {(pi, ai, si)i≥0 ∈ D;∀i ∈ N, pi = ǫ}� Dmax = {(pi, ai, si)i≥0 ∈ D;∀i ∈ N, si = ǫ}� Dǫ = {(pi, ai, si)i≥0 ∈ D; (∃i0 ∈ N;∀i ≥ i0, pi = ǫ) ou (∃i0 ∈ N;∀i ≥ i0, si = ǫ)}.Théorème 1.5.6 Les égalités suivantes sont véri�ées.� Γ(Ωper) = Dmin et Γ−1(Dmin) = Ωper� Γ(S−1(Ωper)) = Dmax et Γ−1(Dmax) = S−1(Ωper)� Γ(
⋃

n∈Z
Sn(Ωper)) = Dǫ et Γ−1(Dǫ) =

⋃
n∈Z

Sn(Ωper).Théorème 1.5.7 Si σ est primitive et non S-périodique, l'appliation Γ est ontinue surjetivede Ω sur D. Elle est injetive sur Ω\
⋃

n∈Z

Sn(Ωper) et est don injetive en mesure. De plus, pourtout d de D, #(Γ−1({d})) ≤ #(Ωper) (# désigne le ardinal).Soit σ une substitution primitive et non S-périodique et u un mot de Ω. On remarque quetout sommet de l'automate possède une unique arête entrante dont le triplet assoié a un pré�xevide.Propriété 1.5.8 Si (pi, ai, si)i est le développement de u en pré�xes-su�xes, alors le développe-ment de σ(u) est (ǫ, b0, r0)(pi, ai, si)i où (ǫ, b0, r0) est l'unique triplet de pré�xe vide dont l'arêteentre dans le sommet a0.1.5.4 Développements et shiftésSoit (pi, ai, si)i∈N le développement d'un mot u en pré�xes-su�xes. Si (pi, ai, si)i∈N n'appar-tient pas à Dmax, on peut obtenir le développement en pré�xes-su�xes de S(u) de la manièresuivante :� On note i0 le plus petit entier tel que si0 6= ǫ.� Si i0 = 0, le développement de S(u) est (p′0, a
′
0, s

′
0)(pi, ai, si)i≥1 ave� p′0a

′
0s

′
0 = p0a0s0 = σ(a1),� |p′0| = |p0| + 1.� Si i0 > 0, le développement de S(u) est (ǫ, a′i, s

′
i)i<i0(p

′
i0
, a′i0 , s

′
i0

)(pi, ai, si)i>i0 ave� p′i0a
′
i0
s′i0 = pi0ai0si0 = σ(ai0+1),� |p′i0 | = |pi0 | + 1,� ∀ 0 ≤ j < i0, a′js′j = σ(a′j+1).



40 Chapitre 1 - Combinatoire des motsDe même, si (pi, ai, si)i∈N est le développement d'un mot u en pré�xes-su�xes et (pi, ai, si)i∈Nn'appartient pas à Dmin, on peut obtenir le développement en pré�xes-su�xes de S−1(u) de lamanière suivante :� On note i0 le plus petit entier tel que pi0 6= ǫ.� Si i0 = 0, le développement de S−1(u) est (p′0, a
′
0, s

′
0)(pi, ai, si)i≥1 ave� p′0a

′
0s

′
0 = p0a0s0 = σ(a1),� |p′0| = |p0| − 1.� Si i0 > 0, le développement de S−1(u) est (p′i, a

′
i, ǫ)i<i0(p

′
i0
, a′i0 , s

′
i0

)(pi, ai, si)i>i0 ave� p′i0a
′
i0
s′i0 = pi0ai0si0 = σ(ai0+1),� |p′i0 | = |pi0 | − 1,� ∀ 0 ≤ j < i0, p′ja′j = σ(a′j+1).1.6 Fratal de RauzyA tout mot u (�ni) sur l'alphabet {1, 2, . . . , d}, on assoie un veteur l(u) de Rd appeléabélianisé ; la k-ième oordonnée de e veteur est le nombre d'ourrenes de la lettre k dans

u.Dé�nition 1.6.1 On dit qu'une substitution σ sur un alphabet A satisfait la ondition de forteoïnidene si pour tout paire (b1, b2) ∈ A2, il existe un entier n ≥ 0 et une lettre a ∈ A telsque σn(b1) = p1as1, σn(b2) = p2as2, et l(p1) = l(p2).Soit σ une substitution sur l'alphabet A = {1, 2, . . . , d}. On suppose σ unimodulaire, Pisot,véri�ant la ondition de forte oïnidene et on appelle ω ∈ AN un point �xe (ou périodique) de
σ. Pour tout n ∈ N, on note ω(n) le pré�xe de ω de longueur n. On note D la diretion dilatanteet H l'hyperplan ontratant ; pour toute lettre i de A, Fi est dé�ni omme l'adhérene dans Hde l'ensemble des projetions sur H parallèlement à D des points −l(ω(n)), où n est un entier
≥ 0 tel que la première lettre de Sn(ω) est i. Le fratal de Rauzy F est dé�ni par

F =
⋃

i∈A

Fi.On note µF la restrition à F de la mesure de Lebesgue sur H. On note que quels que soit
1 ≤ i, j ≤ d, µF (Fi ∩ Fj) = 0.Remarque 1.6.2 Si ω se projette sur l'origine de Rd, la projetion de Sn(ω) est e�etivementdonnée par le projeté du point −l(ω(n)).Pour tout lettre i, on note δ(i) la projetion de l(i) sur H parallèlement à D. Le théorème suivantest démontré dans [6℄ et [23℄ (hapitre 3) ; on utilise les notations données préédemment.Théorème 1.6.3 Soit σ une substitution (sur l'alphabet A = {1, 2, . . . , d}) unimodulaire, Pisot,et véri�ant la ondition de forte oïnidene. Le système dynamique (Ω, S) engendré par σ estonjugué en mesure à l'éhange de domaines dé�ni (presque partout relativement à µF ) par

T : F → F

x ∈ Fi 7→ x− δ(i).
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Fig. 1.10: Ehange de domaines sur le fratal de Rauzy assoié à σ : a 7→ ba, b 7→ babac, c 7→ b.

Fig. 1.11: Ehange de domaines sur le fratal de Rauzy assoié à σ : a 7→ c, b 7→ bc, c 7→ cabbc.
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Chapitre 2Arbres réels, groupes libres,automorphismes2.1 Dé�nitions2.1.1 Arbres réelsDé�nitions 2.1.1 Un arbre réel T est un espae métrique où deux points quelonques sont jointspar un unique ar, et et ar est isométrique à un segment de R. On notera [s, t] l'ar joignant
s à t.L'ensemble R2 muni de la distane d((s1, t1), (s2, t2)) = |s1 − s2| + |t1| + |t2| est un arbreréel. On peut le visualiser omme la droite (y = 0) sur laquelle est attahée en haque point unedroite vertiale. L'ar de (s1, t1) à (s2, t2) est la onaténation de l'ar vertial [(s1, t1), (s1, 0)],de l'ar horizontal [(s1, 0), (s2, 0)] et de [(s2, 0), (s2, t2)].Propriétés 2.1.2 Un arbre réel T est 0-hyperbolique ; il véri�e les deux onditions équivalentessuivantes :� pour tout x, y, z de T , [x, y] ⊂ [x, z] ∪ [z, y],� pour tout w, x, y, z de T , d(x, z) + d(y,w) ≤ max{d(x, y) + d(z,w), d(x,w) + d(z, y)}.Dans un arbre réel, un onnexe est onvexe. Toute partie onnexe d'un arbre réel est onnexe parar et simplement onnexe.Dé�nitions 2.1.3 On appelle germe en un point t d'un arbre réel T une lasse d'équivalene dehemins isométriques p de [0, l(p)] dans T (l(p) étant la longueur de p), ave l(p) > 0 et p(0) = toù deux hemin p et p′ sont équivalents s'il existe un réel ǫ stritement positif tel que, pour tout
x ≤ ǫ, p(x) = p′(x).Un point de branhement d'un arbre réel T est un point t tel qu'il y a au moins 3 germesdistints issus de t.On appelle point terminal un point dont est issu un unique germe.Le degré d'un point est le nombre de germes issus de elui-i.2.1.2 Le groupe libre et son bordLe paragraphe suivant est tiré de [12℄ ; et artile présente également quelques dé�nitions etrésultats sur les arbres réels munis d'une ation du groupe libre par isométries.On note Fn le groupe libre de rang n ≥ 2. Une base A étant �xé, on peut voir Fn = F (A)omme l'ensemble des mots (�nis) w = w0 . . . wk, (wi ∈ A∪A−1) réduits (wi 6= w−1

i+1) ; l'élémentneutre est noté ǫ. La loi du groupe est la onaténation-rédution.



44 Chapitre 2 - Arbres réels, groupes libres, automorphismesLe bord (de Gromov) ∂Fn de Fn peut être vu omme l'ensemble ∂F (A) des mots X =
x0 . . . xk . . . in�nis à droite, réduits sur l'alphabet A ∪ A−1. On munit A ∪ A−1 de la topolo-gie disrète et (A ∪ A−1)N de la topologie produit. Le bord ∂Fn ⊂ (A ∪ A−1)N hérite de latopologie induite : 'est un ensemble de Cantor. Le groupe libre agit (ontinûment) sur sonbord par translations à gauhe : si w = w0 . . . wk ∈ F (A), Y = y0 . . . yl . . . ∈ ∂F (A), alors
wY = w0 . . . wk−iyi+1 . . . yl . . . ∈ ∂F (A) où y0 . . . yi = w−1

k . . . w−1
k−i+1 est le plus long pré�xeommun à w−1 et Y .Remarque 2.1.4 Le groupe libre Fn et son bord ∂Fn peuvent être dé�nis sans faire mentiond'une base A. Par exemple : Fn est le groupe fondamental d'un graphe de aratéristique d'Euler

n− 1 ; le bord ∂Fn est le bord du revêtement universel (qui est un arbre) de e graphe.2.1.3 Ation de groupeOn onsidère un arbre réel T muni d'une ation à gauhe par isométries du groupe libre Fn.Le stabilisateur Stab(x) d'un point x de T est le sous-groupe de Fn dont les éléments �xent x. Demême, le stabilisateur d'un ar [x, y] est le sous-groupe dont les éléments �xent tous les pointsde [x, y].L'ation de Fn sur T est dite� triviale ⇔ ∃x ∈ T ;Stab(x) = Fn,� minimale ⇔ il n'y a pas de sous-arbre propre invariant par Fn,� libre ⇔ le stabilisateur de haque point est trivial,� à stabilisateurs d'ars triviaux ⇔ le stabilisateur de haque ar [x, y] est trivial,� petite ⇔ auun stabilisateur d'ar ne ontient un groupe libre de rang 2,� très petite ⇔ petite, auun élément non trivial de Fn ne �xe de tripode (enveloppe onvexede trois points) non dégénéré (possède un point dont le omplémentaire a 3 omposantesonnexes), auun élément non trivial de Fn ne renverse un ar non dégénéré de T ,� à orbites denses ⇔ il existe un point de T dont l'orbite sous l'ation de Fn est dense dans
T ; dans e as toutes les orbites sont denses.Propriété 2.1.5 Si l'ation est à orbites denses, les trois onditions suivantes sont équivalentes :� l'ation est à stabilisateurs d'ars triviaux,� l'ation est petite,� l'ation est très petite.2.2 Automorphismes de groupes libresCette setion est librement inspirée de [1℄.On note Aut(Fn) le groupe des automorphismes du groupe libre Fn. Si w est un élément de

Fn, on note iw l'automorphisme dé�ni pour tout élément g de Fn par iw(g) = w−1gw : iw estun automorphisme intérieur ou onjugaison. On note Inn(Fn) l'ensemble des onjugaisonsde Aut(Fn) et Out(Fn) = Aut(Fn)/Inn(Fn). Inn(Fn) est l'ensemble des automorphismesintérieurs, et Out(Fn) est l'ensemble des automorphismes extérieurs.Certains automorphismes nous intéresserons partiulièrement : l'ensemble des automorphismespositifs.Dé�nition 2.2.1 On dit qu'un élément φ de Aut(Fn) est positif s'il existe une base A de Fntelle que le mot réduit φ(a), quel que soit a de A, ne ontient auune lettre ave un exposantnégatif.Un automorphisme positif sur F (A) (le groupe libre de base A) est l'extension d'une substitutionsur A∗.



2.2 - Automorphismes de groupes libres 45Dé�nition 2.2.2 Une substitution est inversible si elle s'étend en un automorphisme de groupelibre.Nous dé�nissons également les automorphismes iwip (irreduible with irreduible power).Dé�nition 2.2.3 Un automorphisme φ de Aut(Fn) est dit iwip si pour tout fateur libre (sous-groupe de Fn engendré par un sous-ensemble d'une base de Fn) F de Fn, et pour tout entier
k ∈ N∗, φk(F ) n'est pas un onjugué de F . Un automorphisme extérieur Φ est dit iwip s'il existeun automorphisme φ ∈ Φ iwip ; dans e as, tous les éléments de Φ sont iwip.Une relation intéressante entre substitutions et automorphismes iwip est donnée i-dessous.Proposition 2.2.4 Soit σ une substitution inversible.� Si le polyn�me aratéristique de la matrie d'inidene de σ est irrédutible sur Z, alors

σ s'étend en un automorphisme iwip.� Si σ s'étend en un automorphisme iwip, alors σ est primitive.On note que la primitivité n'implique pas la propriété iwip.2.2.1 Représentant train-trak d'un automorphisme iwipGraphes topologiquesUn graphe ombinatoire G est la donnée d'un ouple (V,E), où V est un ensemble �ni desommets, et E est un ensemble �ni d'arêtes ou ars. Le sommet initial d'une arête e est noté i(e)et le sommet terminal est noté t(e). L'ensemble des sommets est supposé symétrique ; pour toutarête e, il existe une arête inverse notée e−1 telle que i(e) = t(e−1) et t(e) = i(e−1).Le graphe topologique assoié à un graphe ombinatoire G est dé�ni omme suit :� pour toute paire {e, e−1} d'arêtes inverses, on hoisit un représentant anonique (une ori-entation de l'arête),� pour tout représentant anonique ej , on dé�nit le segment (espae topologique homéomor-phe à un segment de R) Ij = [aj , bj ],� on dé�nit une relation d'équivalene sur V ∐
(
∐

j Ij) en prenant la fermeture transitive de
ai ∼ vj si vj est le point initial de ei et bi ∼ vj si vj est le point terminal de ei,� le graphe topologique assoié à G est le quotient de V ∐

(
∐

j Ij) par la relation d'équiv-alene, muni de la topologie quotient.Dans un graphe topologique, un hemin est une immersion (une appliation loalementinjetive) d'un segment [a, b] (pour un hemin �ni), de [0,+∞[ (pour un rayon), de R (pourune ligne), ou d'un point (pour un hemin trivial). Cette dé�nition implique qu'un hemin estautomatiquement réduit.Graphes marqués et représentants topologiquesLa rose à n pétales, notée Rn, est le graphe onstitué d'un unique sommet ∗ et de n arêtes(de ∗ à ∗). On identi�e son groupe fondamental π1(Rn, ∗) au groupe libre Fn.Une équivalene d'homotopie f : G→ G′ entre deux graphes topologiques est une applia-tion ontinue qui induit un isomorphisme entre les groupes fondamentaux de G et G′, 'est-à-direune appliation ontinue telle qu'il existe g : G′ → G pour laquelle f ◦g et g◦f sont homotopique-ment équivalent à l'identité. Pour tout graphe topologique onnexe, il existe un unique entier
n (le nombre ylomatique de G, égal à 1 − χ(G) où χ(G) est la aratéristique d'Euler de
G) tel qu'il existe une équivalene d'homotopie τ : Rn → G. Un graphe marqué est la donnéed'un graphe G et de ette équivalene d'homotopie, appelée le marquage. En onsidérant que
τ induit l'identité entre π1(Rn, ∗) et π1(G, τ(∗)), on identi�e Fn ave π1(G, τ(∗)).



46 Chapitre 2 - Arbres réels, groupes libres, automorphismesSi G est un graphe de marquage τ : Rn → G, ave une équivalene d'homotopie f : G → G,alors f induit un automorphisme de π1(G, τ(∗)). Cet automorphisme est dé�ni à ompositionpar onjugaison près, puisque l'identi�ation entre π1(G, τ(∗)) et π1(G, f(τ(∗))) dépend du hoixd'un hemin de τ(∗) à f(τ(∗)). f induit don un automorphisme extérieur.Dé�nitions 2.2.5 Soit Φ ∈ Out(Fn) un automorphisme extérieur. On appelle représentanttopologique de Φ, une appliation f : G→ G, où G est un graphe marqué, telle que :� l'image d'un sommet est un sommet,� l'image d'un ar est un hemin (réduit) de G,� f induit Φ sur Fn ≃ π1(G, τ(∗)) (en partiulier, f est une équivalene d'homotopie).Train-trakSi f est un représentant topologique, l'image d'un ar est un hemin, mais l'image d'unhemin n'est pas néessairement un hemin (des annulations peuvent avoir lieu). On dé�nit donles appliations train-trak.Dé�nition 2.2.6 Une appliation train-trak est un représentant topologique f : G → G d'unautomorphisme de groupe libre tel que :� G n'a pas de sommet de valene 1 ou 2,� pour tout ar e et tout n, fn(e) est un hemin de G.Ainsi, itérer f sur un ar ne produira pas d'annulations.Une dé�nition alternative peut être trouvée dans [3℄.Dé�nition 2.2.7 f : G→ G est une appliation train-trak s'il existe un ensemble L de pairesde germes distints de segments initiaux d'ars de G tels que� les germes d'une paire partent du même sommet de G,� L est fermé sous l'ation de f ,� pour tout ar e de G, les paires de germes roisées par f(e) sont dans L.Dé�nitions 2.2.8 Les éléments de L sont appelés tournants légaux, et les paires de germesn'appartenant pas à L sont les tournants illégaux.Un hemin α est dit légal s'il ne roise que des tournants légaux, ou, alternativement, si pourtout n ∈ N, fn(α) est un hemin. Il est dit illégal sinon.On note que tout automorphisme positif peut être représenté par un train-trak sur la rose
Rn. Dans [4℄, M. Bestvina et M. Handel montre le théorème suivant :Théorème 2.2.9 Tout automorphisme extérieur iwip Φ ∈ Out(Fn) admet une appliation train-trak f : G→ G omme représentant topologique.Une méthode de onstrution est également donnée dans [4℄.Matries d'inidene, oe�ient de dilatationSoit f : G → G un représentant topologique d'un automorphisme extérieur Φ, et soient
e1, e

−1
1 , . . . ep, e

−1
p les ars de G. La matrie d'inidene Mf assoiée à f est la matrie p× p dontle oe�ient (i, j) est donné par le nombre de fois que f(ej) roise ei ou e−1

i . Un représentanttopologique est primitif si et seulement si sa matrie d'inidene est primitive ; dans e as, lethéorème de Perron-Frobenius donne une valeur propre réelle dominante λf > 1.



2.3 - Arbre invariant d'un automorphisme 47Propriété 2.2.10 Si f : G→ G est un représentant train-trak, on peut assoier des longueursaux ars de G, de manière à e que f étende uniformément la longueur de haque hemin légalpar un fateur onstant λf . λf est la valeur propre de Perron-Frobenius de la matrie d'inideneassoiée à f , et les longueurs des ars de G sont données par son veteur propre (à gauhe) positif(unique à oe�ient multipliateur près).Le théorème suivant pourra être trouvé dans [4℄.Théorème 2.2.11 Si Φ ∈ Out(Fn) est iwip, alors il existe un représentant topologique primitif
f de Φ dont la valeur propre de Perron-Frobenius est minimale (inférieure ou égale à elle desautres représentants topologiques). f est alors train-trak.Cette valeur propre minimale sera notée λΦ et est appelée oe�ient de dilatation de Φ.La proposition suivante donne une ondition su�sante pour véri�er qu'un automorphisme φde Fn est iwip. On note M+

φ (resp.M−
φ ) la matrie n×n dont le oe�ient (i, j) est donné par lenombre d'ourrenes de ai (resp. a−1

i ) dans φ(aj), et Aφ = M+
φ −M−

φ . La proposition suivanteest démontrée dans [1℄ (proposition 2.11).Proposition 2.2.12 Si le polyn�me aratéristique de Aφ est irrédutible sur Z, alors φ est iwip.Chemin de NielsenSoit f : G → G un représentant topologique train-trak d'un automorphisme φ ∈ Out(Fn).Un hemin ρ de G est un hemin de Nielsen si fk(ρ) 6= ρ et [fk(ρ)] = ρ pour un ertain k ∈ N .
[fk(ρ)] est la rédution relativement aux points terminaux de fk(ρ). Tout hemin de Nielsen est laonaténation de hemins de Nielsen indivisibles ou iNp. Un iNp possède exatement un tournantillégal. Un représentant train-trak n'a qu'un nombre �ni d'iNp, et peut être ré-arranger pour enavoir au maximum 1.2.3 Arbre invariant d'un automorphismeLe théorème suivant est énoné dans [10℄ et [15℄.Théorème 2.3.1 Pour tout automorphisme α du groupe libre F , il existe un arbre réel T tel que� l'ation de F sur T est non-triviale, minimale, les stabilisateurs d'ars sont triviaux,� il existe λ et une homothétie H : T → T de fateur λ telle que

α(w)H = Hw : T → Tpour tout w ∈ F ,� si λ > 1, l'ation est à orbites denses,� si ind(α) > 0, alors H a au moins un point �xe dans T .
ind(α) désigne l'indie de l'automorphisme ; il est dé�ni par

ind(α) = Rk(Fix(α)) + 1
2a(α) − 1,où Fix(α) = {g ∈ F ;α(g) = g} et a(α) est le nombre de lasses d'équivalene de points �xes (de

∂F ) attratifs (au sens topologique) de α et X1 et X2 sont dits équivalents s'il existe g ∈ Fix(α)tel que X2 = gX1.On donne une onstrution dans le as où α est un automorphisme iwip dont le oe�ientde dilatation est > 1. On note Φ la lasse extérieure de α. Φ admet un représentant topologiquetrain-trak h0 sur un graphe G. On note e1, e−1
1 , . . . ep, e

−1
p les ars de G. La matrie d'inidene

Mh0 a une valeur propre dominante λh0 (supposée > 1) et il existe un unique (à homothétieprès) veteur propre (à gauhe) v stritement positif assoié à λh0 . On donne à haque ar ei la



48 Chapitre 2 - Arbres réels, groupes libres, automorphismeslongueur v(i). On fait du revêtement universel G̃ de G un arbre réel en relevant la métrique de
G et on note d0 la distane induite sur G̃ ; F agit par isométries sur G̃. On relève l'appliation
h0 en une appliation h : G̃→ G̃ qui véri�e

α(w)h = hwquel que soit w ∈ F ; on a d0(h(x), h(y)) ≤ λh0d0(x, y). Pour tout n ∈ N, on dé�nit la pseudo-distane dn sur G̃ par
dn(x, y) =

d0(h
n(x), hn(y))

λn
h0

.La pseudo-distane d∞ = lim
n→∞

dn véri�e d∞(x, y) ≤ d0(x, y) et d∞(h(x), h(y)) = λh0d∞(x, y).Remarque 2.3.2 On se permettra de dire qu'un hemin de G̃ est légal s'il est le relevé d'unhemin légal de G.La propriété suivante nous sera très utile et se déduit failement de la propriété 2.2.10.Propriété 2.3.3 Si α = [x, y] est un hemin légal de G̃, alors la suite (dk(x, y))k est onstante ;
d∞(x, y) = d0(x, y).On dé�nit �nalement l'espae métrique (T, d∞), où T = G̃/ ∼ ave x ∼ y si et seulement si
d∞(x, y) = 0. G̃ est un arbre arbre réel, et il est en partiulier 0-hyperbolique ; par dé�nitionde d∞, T est enore 0-hyperbolique. De plus, puisque d∞ ≤ d0, alors la surjetion naturelle de
G̃ dans T est ontinue et T est onnexe par ars. En�n, l'appliation H induite par h est unehomothétie de rapport λh0 . T et H véri�ent les propriétés du théorème 2.3.1 et on dit que T estun arbre invariant de α.2.3.1 Appliation QSoit T un arbre réel ; F agit par isométries sur T et l'ation est minimale, à orbites denses, eta des stabilisateurs d'ars triviaux. Dans [14℄, G. Levitt et M. Lustig dé�nissent une appliation
Q équivariante et surjetive de ∂F dans T ∪ ∂T (où T est la omplétion métrique de T et ∂Tson bord de Gromov).Dé�nition 2.3.4 Pour tout X ∈ ∂F , pour toute suite (Xn)n de points de F qui onverge vers
X, et pour tout point P de T , on a dans T ∪ ∂T :

[P,Q(X)] =
⋃

n∈N

⋂

i≥n

[P,XiP ].Cette appliation véri�e notamment la propriété suivante.Propriété 2.3.5 Soit X ∈ ∂F ; pour tout Z de T , si la suite (Xn)n de F tend vers X (lorsque
n → +∞) et si la suite (XnZ)n onverge (lorsque n → +∞) vers un point R de T , alors
R = Q(X).En revanhe, la suite (XnZ)n ne onverge pas pour toute suite (Xn)n → X.



Chapitre 3Points �xes et automates despré�xes-su�xesOn munit le groupe libre Fd d'une base quelonque. Aut(Fd) est le groupe des automorphismesdu groupe libre Fd. Si w est un élément de Fd, on note iw l'automorphisme dé�ni pour tout élément
g de Fd par iw(g) = w−1gw : iw est un automorphisme intérieur ou onjugaison. On note
Inn(Fd) l'ensemble des onjugaisons de Aut(Fd) et Out(Fd) = Aut(Fd)/Inn(Fd). Inn(Fd) estl'ensemble des automorphismes intérieurs, et Out(Fd) est l'ensemble des automorphismesextérieurs.Dé�nitions 3.0.6 On dit que deux automorphismes α et β représentent le même automorphismeextérieur s'il existe w ∈ Fd tel que β = iw ◦ α. α et β sont dits similaires s'il existe un mot vde Fd tel que β = iv ◦ α ◦ (iv)

−1, ou de manière équivalente si w = α(v−1)v.Pour tout α ∈ Aut(Fd), on note Fix(α) = {g ∈ Fd;α(g) = g}. On s'intéresse aux mots X de ∂Fd�xe par α, et plus partiulièrement aux mots �xes attratifs ( lim
p→+∞

αp(X ′) = X, pour tout X ′dans un ertain voisinage de X). On dit que deux mots �xes X1,X2 de ∂Fd sont équivalents s'ilexiste un élément g de Fix(α) tel que X2 = gX1. On note a(α) le nombre de lasses d'équivalenede mots �xes attratifs. Le théorème suivant est énoné dans [10℄ (théorème 1′).Théorème 3.0.7 Soient α0, . . . , αk des automorphismes de Aut(Fd) représentant le même au-tomorphisme extérieur et appartenant à des lasses de similarité distintes. Alors
k∑

i=0

(rk(Fix(αi)) +
1

2
a(αi) − 1) ≤ n− 1.On hoisit une substitution σ primitive inversible sur un alphabet A, et on note enore σl'automorphisme de groupe libre F (A) = Fd muni de la base A. (Ω, S) est le système dynamique(sur les mots bi-in�nis) engendré par σ. Pour tout mot u = (un)n∈Z de Ω on note u = u−.u+,où u− est un mot in�ni à gauhe tel que pour tout n ∈ −N∗, u−n = un, et u+ est un mot in�ni àdroite tel que pour tout n ∈ N, u+

n = un.Dé�nition 3.0.8 Si u = u−.u+, on dit que u− est le passé de u et que u+ est son futur.En�n, si u− = . . . u−−k . . . u
−
−2u

−
−1, on note (u−)−1 = v1v2 . . . vk . . . où pour tout n ∈ N∗, vn =

(u−−n)−1.Dé�nition 3.0.9 On dit d'un mot w = w0w1 . . . wn de Fd = F (A) qu'il est pur positif si toutelettre wi, 0 ≤ i ≤ n de w est un élément de A. Il est pur négatif si toute lettre est un élément



50 Chapitre 3 - Points �xes et automates des pré�xes-su�xesde A−1. De même, un mot w de ∂Fd = ∂F (A) est pur positif si pour tout i ∈ N, wi ∈ A et ilest pur négatif si pour tout i ∈ N, wi ∈ A−1.Le mot (u−)−1 est un élément pur négatif de ∂Fd.Soit σ0 un automorphisme représentant le même automorphisme extérieur que σ. Si u ∈ Ωest �xe (attratif) par σ0, alors u+ et (u−)−1 sont �xes (attratifs) par σ0. Le théorème préédentjusti�e l'étude des mots de Ω qui sont �xe par σ0. On remarque ependant que si u est le seulmot de Ω �xe par σ0, alors il n'apparaît pas dans le déompte des points �xes.Dé�nition 3.0.10 On appelera point �xe (en opposition à mot �xe) un n-uplet, ave n ≥
2, (u(1), . . . , u(n)) de mots �xes (par un automorphisme représentant le même automorphismeextérieur que σ) de Ω véri�ants soit� pour tout 1 ≤ i ≤ n et pour tout k ∈ −N∗, u(i)

k = u
(1)
k ,� les u(i)

0 (premières lettres des futurs des u(i)) sont deux à deux distints,� tout mot v ∈ Ω, v 6= u(i) quel que soit 1 ≤ i ≤ n, tel que vk = u
(1)
k pour tout k < 0 véri�enéessairement v0 = u

(i)
0 pour un ertain 1 ≤ i ≤ n.soit� pour tout 1 ≤ i ≤ n et pour tout k ∈ N, u(i)

k = u
(1)
k ,� les u(i)

−1 (dernières lettres des passés des u(i)) sont deux à deux distints,� tout mot v ∈ Ω, v 6= u(i) quel que soit 1 ≤ i ≤ n, tel que vk = u
(1)
k pour tout k ≥ 0 véri�enéessairement v−1 = u

(i)
−1 pour un ertain 1 ≤ i ≤ n.Remarque 3.0.11 Soient (u(1), . . . , u(n)) un point �xe par iw ◦ σk et (v(1), . . . , v(m)) un point�xe par iw′ ◦ σh. S'il existe i et j tels que u(i) et v(j) sont sur la même orbite, alors iw ◦ σk et

iw′ ◦ σh sont dans la même lasse de similarité et réiproquement.Dans le as qui nous intéresse (substitutions primitives inversibles), le théorème 3.0.7 peutêtre reformulé ; l'avantage de ette reformulation est qu'on ne se souiera ni du groupe �xe, nides lasses d'équivalene de mots �xes, ni des lasses de similarités des automorphismes.Proposition 3.0.12 Si (u(1,1), . . . , u(n1,1)), (u(1,2), . . . , u(n2,2)), . . . , (u(1,p), . . . , u(np,p)) sont des points�xes distints, alors ∑
1≤i≤p

(ni − 1) ≤ 2n− 2.3.1 Le as des automorphismes positifsOn va se servir de l'automate des pré�xes-su�xes omme moyen de aratérisation de espoints �xes. Avant d'expliquer son r�le, on donne quelques propriétés nous permettant de passerfailement du monde des substitutions à elui des automorphismes de groupes libres et inverse-ment. On se permettra de passer du voabulaire des substitutions à elui des automorphismessuivant e dont nous avons besoin. On hoisit une substitution primitive inversible σ sur unalphabet A (de ardinal d) et on note (Ω, S) le système dynamique (sur les mots bi-in�nis) en-gendré. Fd = F (A) est le groupe libre de base A. On note de plus Ω+ la projetion de Ω sur ANet Ω− la projetion de Ω sur A−N
∗ ; l'inverse de tout mot de Ω− est un mot pur négatif de ∂Fd.Remarque 3.1.1 Si u = u−.u+ est un élément de Ω �xe par iw ◦ σk, alors u+ et (u−)−1 sontdes mots de ∂Fd �xes par iw ◦ σk et réiproquement.Proposition 3.1.2 Si u = u−.u+ est un élément de Ω �xe par iw ◦ σk, pour un ertain w ∈ Fd,

w 6= ǫ, et k ∈ N∗, alors w est pur.



3.1 - Le as des automorphismes positifs 51Preuve Si u est �xe par iw ◦σk, alors u+ = w−1σk(u+) et wu+ = σk(u+). u+ étant un élémentde Ω+, σk(u+) et la rédution de wu+ le sont également. En onsidérant w réduit, il y a troispossibilités :� w est pur positif,� w est pur négatif (dans e as w−1 est un pré�xe de u+),� w = wpwn ave wp pur positif et wn pur négatif.De même, u− = σk(u−)w et la rédution u−w−1 est un élément de Ω−. On a à nouveau troispossibilités :� w−1 est pur positif,� w−1 est pur négatif (dans e as w est un su�xe de u−),� w−1 = w−1
q w−1

m ave w−1
q pur négatif et w−1

m pur positif.La dernière possibilité donne w = wmwq ave wm pur négatif et wq pur positif, e qui est enontradition ave l'égalité w = wpwn, où wp est pur positif et wn est pur négatif. �On insiste sur une propriété apparue pendant la preuve. Si w est pur positif, alors la rédution
v− de u−w−1 est un mot de Ω− ; si w est pur négatif, alors la rédution v+ de wu+ est un motde Ω+. On se plae toujours dans le as où u = u−.u+ est un mot de Ω �xe par iw ◦ σk, ave
w ∈ Fd et w 6= ǫ.Proposition 3.1.3 Soit u = u−.u+ un mot de Ω �xe par iw ◦ σk, ave w ∈ Fd et w 6= ǫ.� (1) Si w est pur positif, alors u est �xe par S|w| ◦ σk ; si w est pur négatif, alors u est �xepar S−|w| ◦ σk.� (2) Réiproquement, si α ∈ N∗, et u est �xe par Sα ◦ σk, alors u est �xe par iw ◦ σk, ave

w pur positif et |w| = α ; si α ∈ −N∗, et u est �xe par Sα ◦ σk, alors u est �xe par iw ◦ σk,ave w pur négatif et |w| = −α.� (3) De plus, si u est �xe par S|w| ◦σk, alors w est un su�xe de u− et un pré�xe de σk(u+) ;si u est �xe par S−|w| ◦ σk, alors w−1 est un pré�xe de u+ et un su�xe de σk(u−).Preuve (1) Si u est �xe par iw ◦ σk, ave w ∈ Fd, w 6= ǫ et w pur positif, alors σk(u−.u+) =
u−w−1.wu+ ; si v− est la rédution de u−w−1, le mot v−.wu+ est un élément de Ω. On a ainsi
S|w| ◦ σk(u−.u+) = v−w.u+ ave v−w = u−w−1w = u−.Si u est �xe par iw◦σk, ave w ∈ Fd, w 6= ǫ et w pur négatif, alors σk(u−.u+) = u−w−1.wu+ ;si v+ est la rédution de wu+, le mot u−w−1.v+ est un élément de Ω. On a ainsi S−|w| ◦
σk(u−.u+) = u−.w−1v+ ave w−1v+ = w−1wu+ = u+.

(2) Si Sα ◦ σk(u) = u et α ∈ N∗, on note w le pré�xe de σk(u+) de longueur α, et on a
w−1σk(u+) = u+ et σk(u−)w = u−.Si Sα ◦ σk(u) = u et α ∈ −N∗, on note w−1 le su�xe de σk(u−) de longueur |α|, et on a
σk(u−)w = u− et w−1σk(u+) = u+.La propriété (3) est évidente. �La propriété suivante se véri�e failement et est la base de l'étude qui va suivre.Propriété 3.1.4 Soient u et v deux mots de Ω �xes par un automorphisme ommun iw ◦ σk. Si
w est pur positif, alors u et v ont un passé ommun qui peut s'érire

. . . σmk(w) . . . σ2k(w)σk(w)w.Si w est pur négatif, alors u et v ont un futur ommun qui peut s'érire
w−1σk(w−1) . . . σmk(w−1) . . .



52 Chapitre 3 - Points �xes et automates des pré�xes-su�xes3.2 Propriétés de l'automate des pré�xes-su�xesL'automate des pré�xes-su�xes va être notre prinipal outil de reherhe de points �xes. Onommene par montrer que toute substitution primitive inversible est non S-péridodique ; onpourra ainsi appliquer le théorème 1.5.7 (page 39) et la propriété 1.5.8.Proposition 3.2.1 Si σ est une substitution primitive inversible, alors σ est non S-périodique.Preuve Par l'absurde. σ est une substitution primitive inversible S-périodique sur un alphabet
A, et on suppose que u+ est un mot de Ω+ �xe par σ (on pourra hoisir une puissane de σ s'il n'yen a pas). u+ est périodique de période p, ave |p| > 0 ; par primitivité, p ontient toutes les lettresde A. u+ est �xe par σ inversible et u+ = pu+ ; on en déduit que σ−1(pu+) = σ−1(p)u+ = u+.Il existe don un entier z de Z tel que σ−1(p) = pz, ou enore p = σ(pz).Si z < 0, pz est pur négatif et σ(pz) aussi (par dé�nition des substitutions), tandis que p estpur positif.Si z = 0, σ(pz) = σ(ǫ) = ǫ, e qui ontredit |p| > 0.Si z > 0, |pz| ≥ |p|. Par dé�nition des substitutions, il existe a ∈ A tel que |σ(a)| > 1. Puisque
p ontient toutes les lettres de A, on en déduit que |σ(pz)| > |p|. �Corollaire 3.2.2 Soit σ une substitution primitive inversible et u+ un mot de Ω+. Si u+ est�xe par les automorphismes σ1 = iw1 ◦ σ

k1 et σ2 = iw2 ◦ σ
k2 , alors σ1 et σ2 sont des puissanesd'un automorphisme σ0 = iw0 ◦ σ

k0 qui �xe u+. Notamment, si k1 = k2, alors w1 = w2.Preuve Si u+ est �xe par σ1 et σ2, alors il existe w′
1 et w′

2 tels que (w′
1)

−1σk1k2(u+) =
(w′

2)
−1σk1k2(u+) = u+. La proposition préédente nous permet de onlure que w′

1 = w′
2. Onsuppose que k0 est l'entier le plus petit tel que σ0 = iw0 ◦ σk0 �xe u+. Si k1 = mk0 + h ave

0 < h < k0,m ≥ 0, alors on a
(w1)

−1σh(σmk0(u+)) = w−1
h σh(u+) = u+.L'automorphisme iwh

◦ σh �xe u+ est k0 n'est plus un minimum. On en déduit que k1 est unmultiple de k0, et le même raisonnement peut se faire sur σ2. �On dispose don d'une substitution primitive inversible et de son automate des pré�xes-su�xes. On se reportera à la setion 1.5 (page 37) pour les notations onernant l'automateet pour la dé�nition de l'appliation Γ. On a vu que l'appliation S peut s'appliquer sur undéveloppement en pré�xes-su�xes si la suite des su�xes n'est pas onstante égale à ǫ ; de mêmeon peut appliquer S−1 si la suite des pré�xes n'est pas onstante égale à ǫ. Ce problème nousoblige à prendre ertaines préautions. Comme préédemment, on note Ωper l'ensemble des mots
σ-périodiques de Ω.Proposition 3.2.3 Soit u ∈ Ω �xe par iw ◦ σk. Pour w 6= ǫ, les impliations� w pur positif ⇒ u /∈

⋃
n∈N

Sn(Ωper),� w pur négatif ⇒ u /∈
⋃

n∈−N∗

Sn(Ωper)sont véri�ées.Preuve On montre la deuxième impliation par ontraposition ; le même raisonnement pourraêtre fait pour l'autre. Soit v un mot de Ωper et v+ sa projetion sur Ω+ ; on suppose que v+ =
σh(v+) et que u+ = pv+ ave p pur positif et |p| > 0. On a alors σkh(u+) = σkh(p)v+. σétant une substitution primitive, l'inégalité |σkh(p)| > |p| (on pourra éventuellement prendre unmultiple de h) est véri�ée. u+ est �xe par iw0 ◦ σ

kh et on déduit de e qui préède que w0 est purpositif. Finalement, w est pur positif. �



3.2 - Propriétés de l'automate des pré�xes-su�xes 53Théorème 3.2.4 Si u est un mot de Ω �xe par un automorphisme iw◦σk, alors le développement
Γ(u) est ultimement périodique de période ≤ k.Preuve On suppose que Γ(u) = (pi, ai, si)i≥0 et on en déduit que

Γ(σk(u)) = (ǫ, a′i, s
′
i)i≤k−1(pi−k, ai−k, si−k)i≥k.On suppose w pur positif ; u est �xe par S|w| ◦ σk et u /∈

⋃
n∈N

Sn(Ωper). On peut don appliquer
S−|w| à u ; seuls les i0 (où i0 est un entier que l'on pourra supposer > k) premiers termes dudéveloppement de u vont être modi�és par appliation de S−|w|, et on a

Γ(S−|w|(u)) = (qi, bi, ri)i≤i0−1(pi, ai, si)i≥i0

= Γ(σk(u))
= (ǫ, a′i, s

′
i)i≤k−1(pi−k, ai−k, si−k)i≥k.Si w est pur négatif, alors u est �xe par S−|w|◦σk et u /∈ ⋃

n∈−N∗

Sn(Ωper), et le même raisonnementnous permet de onlure. �On s'interroge maintenant sur la validité de la réiproque. Γ est l'appliation assoiée à lasubstitution σ qui engendre le système dynamique (Ω, S). Pour tout k ∈ N∗, σk engendre lemême système dynamique, et on peut dé�nir une appliation Γk (k > 1), qui à tout mot de Ωassoie une suite de ouleurs de l'automate des pré�xes-su�xes assoié à σk.Propriété 3.2.5 Si Γ(u) = (pi, ai, si)i≥0, alors Γk(u) = (qj, bj , rj)j≥0 ave, pour tout j ≥ 0,� qj = σk−1(pjk+(k−1)) . . . σ(pjk+1)pjk,� bj = akj,� rj = sjkσ(sjk+1) . . . σ
k−1(sjk+(k−1)).Remarque 3.2.6 Si Γ(u) est un développement ultimement périodique de période ≤ k, alors

Γk(u) est un développement ultimement onstant.Par la suite, et notamment dans le théorème qui suit, on onsidérera plut�t des développementsultimement onstants. On utilisera le symbole ∗ à la �n d'un développement en pré�xes-su�xespour signi�er que le dernier terme est répété à l'in�ni. Une éventuelle réurrene permettra devéri�er la propriété suivante, qui nous sera bien utile.Propriété 3.2.7 Si Γ(u) = (pi, ai, si)i≥0, alors� pour tout n tel que sn 6= ǫ, le mot v = a0s0σ(s1) . . . σ
n−1(sn−1) est un pré�xe de u+ etvéri�e Γ(S|v|(u)) = (ǫ, bi, ri)0≤i<n(qn, bn, rn)(pi, ai, si)i>n ave qn = pnan,� pour tout n tel que pn 6= ǫ, le mot v = σn−1(pn−1) . . . σ(p1)p0 est un su�xe de u− et véri�e

Γ(S−(|v|+1)(u)) = (qi, bi, ǫ)0≤i<n(qn, bn, rn)(pi, ai, si)i>n ave qnbn = pn.On peut �nalement énoner le théorème réiproque au théorème 3.2.4.Théorème 3.2.8 σ est une substitution primitive inversible qui engendre (Ω, S), Γ est la fon-tion pré�xes-su�xes assoiée, et u est un élément de Ω véri�ant Γ(u) = (pi, ai, si)0≤i<n(p, a, s)∗ave n > 0 et (pn−1, an−1, sn−1) 6= (p, a, s).Si p = pn−1an−1z, ave z pur positif ou z = ǫ, alors u est �xe par l'automorphisme iw ◦ σ pour
w = σ(a0)σ(s0)σ

2(s1) . . . σ
n−1(sn−2)σ

n(z)σn−1(pn−1) . . . σ(p1)p0.Si n = 1, on a simplement z = σ(a0)σ(z)p0.Si pn−1 = paz, ave z pur positif ou z = ǫ, alors u est �xe par l'automorphisme iw ◦ σ pour
w = [a0s0σ(s1)σ

2(s2) . . . σ
n−1(sn−1)σ

n(z)σn−1(pn−2) . . . σ
2(p1)σ(p0)]

−1.



54 Chapitre 3 - Points �xes et automates des pré�xes-su�xesSi n = 1, on a simplement w = [a0s0σ(z)σ(p0)]
−1.En�n, si Γ(u) = (p, a, s)∗, alors u est �xe par ip ◦ σ.Remarque 3.2.9 On rappelle que pour tout développement (pi, ai, si)i≥0, et pour tout i ≥ 0, ona l'égalité σ(ai+1) = piaisi. Dans le as du développement de u, σ(a) = pas = pn−1an−1sn−1.De plus, par primitivité, pas 6= a. On en déduit que seuls les as onsidérés dans l'énoné duthéorème sont possibles.Preuve u ∈ Ω, u = u−.u+ et Γ(σ(u)) = (ǫ, b0, r0)(pi, ai, si)0≤i<n(p, a, s)∗ ave b0r0 = σ(a0).Si p = pn−1an−1z, ave z pur positif ou z = ǫ, on herhe un pré�xe w de (σ(u))+ (f.proposition 3.1.3 (3)) tel que Γ(S|w|◦σ(u)) = Γ(u) (l'appliation de S|w| ne posera pas de problèmed'après 3.2.3). On va déomposer w en trois. Le mot w(0) = σ(a0)σ(s0)σ

2(s1) . . . σ
n−1(sn−2) estpré�xe de (σ(u))+ d'après le développement de σ(u). De plus,

Γ(S|w(0)| ◦ σ(u)) = (ǫ, b′i, r
′
i)0≤i<n(qn, bn, rn)(p, a, s)∗ ave qn = pn−1an−1.

w(1) = σn(z) est pré�xe de (S|w(0)| ◦ σ(u))+ et
Γ(S|w(0)w(1)| ◦ σ(u)) = (ǫ, b′′i , r

′′
i )0≤i<n(p, a, s)∗.Il ne reste plus qu'à dé�nir w(2) = σn−1(pn−1) . . . σ(p1)p0, qui est bien pré�xe de (S|w(0)w(1)| ◦

σ(u))+ (d'après la remarque 3.2.9). Le mot w = w(0)w(1)w(2) véri�e
Γ(S|w| ◦ σ(u)) = Γ(u).Si pn−1 = paz, ave z pur positif ou z = ǫ, on va herher un mot w, tel que w−1 est unpré�xe de u+ (f. proposition 3.1.3 (3)) et Γ(σ(u)) = Γ(S|w|(u)) (possible par 3.2.3). On va enoredéomposer w en trois pour voir plus lairement e qu'il se passe au niveau des développements enpré�xes-su�xes. Le développement de u donne immédiatement w(0) = a0s0σ(s1) . . . σ

n−1(sn−1)omme pré�xe de u+. De plus,
Γ(S|w(0)|(u)) = (ǫ, b′i, r

′
i)0≤i<n(qn, bn, rn)(p, a, s)∗ ave qn = pa.

w(1) = σn(z) est pré�xe de (S|w(0)|(u))+ et
Γ(S|w(0)w(1)|(u)) = (ǫ, b′′i , r

′′
i )0≤i<n(pn−1, an−1, sn−1)(p, a, s)∗.Il ne reste plus qu'à dé�nir w(2) = σn−1(pn−2) . . . σ

2(p1)σ(p0), qui est bien pré�xe de (S|w(0)w(1)|(u))+(d'après la remarque 3.2.9). Le mot w−1 = w(0)w(1)w(2) véri�e
Γ(S|w|(u)) = Γ(σ(u)).En�n, si Γ(u) = (p, a, s)∗, alors Γ(σ(u)) = (ǫ, b, r)(p, a, s)∗ ave σ(a) = pas = br et Γ(S|p| ◦

σ(u)) = (p, a, s)∗. �L'expression de w donnée par e théorème pourra être pratique lorsqu'on étudie des exemples.3.3 Reonnaissane de points �xes
σ est toujours une substitution primitive inversible qui engendre (Ω, S). On hoisira σ (quitteà prendre une puissane) de manière à e que u et v soient deux mots de Ω dont le développementen pré�xes-su�xes est ultimement onstant et tel que u est �xe par iw1 ◦σ et v est �xe par iw2 ◦σ.Les mots u et v forment alors un point �xe ('est-à-dire qu'ils orrespondent sur leurs passés ousur leurs futurs) si et seulement si w1 = w2. Les expressions données par le théorème 3.2.8sont utiles dans ertains as, mais omparer deux expressions di�érentes devient rapidement



3.3 - Reonnaissane de points �xes 55ompliqué. Dans ette setion, on donne des expressions bien plus exploitables de w1 et w2, eton en déduit une méthode de reherhe de points �xes.La proposition qui suit a un double intérêt. Le premier est de aratériser deux mots de Ω quisont sur la même orbite ; le seond est d'introduire les développements onstants (pas seulementultimement onstant) qui seront essentiels par la suite.Proposition 3.3.1 Si Γ(u) = (pi, ai, si)0≤i<n(p, a, s)∗ (n > 0), alors il existe un unique j ∈ Ztel que Γ(Sj(u)) = (p, a, s)∗.Preuve On note Γ(u) = (p
(n)
i , a

(n)
i , s

(n)
i )0≤i<n(p, a, s)∗ et jn = 0. Par réurrene desendente,pour tout 1 ≤ k ≤ n, si Γ(Sjk(u)) = (p
(k)
i , a

(k)
i , s

(k)
i )0≤i<k(p, a, s)∗, la propriété 3.2.7 nous permetd'obtenir un entier jk−1 véri�ant Γ(Sjk−1(u)) = (p

(k−1)
i , a

(k−1)
i , s

(k−1)
i )0≤i<k−1(p, a, s)∗ (si k > 1)et un entier j0 = j tel que Γ(Sj(u)) = (p, a, s)∗ (si k = 1). L'uniité est immédiate d'après lanon S-périodiité de σ, et don de u. �Corollaire 3.3.2 Si Γ(u) = (pi, ai, si)0≤i<n(p, a, s)∗ et Γ(v) = (qi, bi, ri)0≤i<m(p, a, s)∗, alors ilexiste un unique j entier tel que Γ(Sj(u)) = Γ(v).De plus, si Γ(u) = (pi, ai, si)0≤i<n(p, a, s)∗ et Γ(v) = (qi, bi, ri)0≤i<m(q, b, r)∗, ave (p, a, s) 6=

(q, b, r), alors u et v ne peuvent être sur la même orbite que si (et e n'est pas su�sant) p = r = ǫou s = q = ǫ.Pour tout élément u de Ω dont le développement en pré�xes-su�xes est ultimement onstant,on va maintenant donner une nouvelle aratérisation du mot w pour lequel iw ◦ σ(u) = u.Dé�nition 3.3.3 Soient γ− et γ+ les appliations de Fd dans Fd dé�nies, pour tout mot (réduit)
v = v0v1 . . . vp−1vp, par� γ−(v) = σ(vp)v0v1 . . . vp−1,� γ+(v) = v1 . . . vp−1vpσ(v0).Théorème 3.3.4 On suppose que Γ(u) = (pi, ai, si)0≤i<n(p, a, s)∗.� (1) Si p = pn−1an−1z, pour un ertain z pur positif ou égal à ǫ, alors w = γj

−(p) où j estl'unique entier dérit dans la proposition 3.3.1.� (2) Si pn−1 = paz, pour un ertain z pur positif ou égal à ǫ, alors w−1 = γj−1
+ (s) où j estl'unique entier dérit dans la proposition 3.3.1.Preuve (1) Puisque p = pn−1an−1z, alors w est pur positif d'après 3.2.8 et on a forément

p 6= ǫ. On suppose que Γ(Sj(u)) = (p, a, s)∗. Le passé de Sj(u) peut s'érire
. . . σm(p) . . . σ2(p)σ(p)p,et on en déduit l'existene d'un entier k et de deux mots q, r (purs positifs ou ǫ) tels que σk(p) = qret |rσk−1(p) . . . σ(p)p| = j. Le mot rσk−1(p) . . . σ(p)p est un pré�xe de u+. On déduit du fait Sj(u)est �xe par S|p| ◦ σ que l'entier j′ = |σ(r)σk(p) . . . σ(p)p| véri�e l'égalité Sj(u) = Sj′(σ(u)), etque le mot σ(r)σk(p) . . . σ(p)p est un pré�xe de (σ(u))+. On en onlut que si iw ◦σ �xe u, alors

w = σ(r)q.Pour tout 0 ≤ i ≤ k − 1, l'égalité γ|σi(p)|
− (σi(p)) = σi+1(p) est véri�ée et on en déduit que

γ
|σk−1(p)...σ(p)p|
− (p) = σk(p) = qr. Finalement,

γ
|rσk−1(p)...σ(p)p|
− (p) = γj

−(p) = σ(r)q = w.
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(2) Puisque pn−1 = paz, alors w est pur négatif d'après 3.2.8 et on a forément s 6= ǫ. Onsuppose maintenant que Γ(S−j(u)) = (p, a, s)∗, ave j ∈ N∗. Le futur de S−j(u) peut s'érire

asσ(s)σ2(s) . . . σm(s) . . . .On hoisit q et r tels que σk(s) = qr et j = |asσ(s) . . . σk−1(s)q| ; le mot asσ(s) . . . σk−1(s)q estun su�xe de u−. S−j(u) est �xe par S|p| ◦ σ et on en déduit que le mot (ou plut�t sa rédution)
p−1σ(a)σ(s)σ2(s) . . . σk(s)σ(q) est un su�xe de (σ(u))−. Or, σ(a) = pas ; on en déduit quel'entier j′ = |asσ(s)σ2(s) . . . σk(s)σ(q)| véri�e S−j(u) = S−j′(σ(u)), et on a en plus w−1 = rσ(q).Finalement,

γ
|sσ(s)...σk−1(s)q|
+ (s) = γj−1

+ (s) = rσ(q) = w−1.

� On peut maintenant énoner le théorème prinipal, qui donne un moyen simple de reonnaîtreun point �xe à partir de développements en pré�xes-su�xes onstants. Ce théorème déoulediretement du théorème préédent et de la propriété 3.1.4.Théorème 3.3.5 Soit σ une substitution primitive inversible et (Ω, S) le système dynamiquesymbolique engendré. On suppose que u et v sont deux éléments de Ω dont les développementsen pré�xes-su�xes sont respetivement Γ(u) = (p, a, s)∗ et Γ(v) = (q, b, r)∗. La dé�nition 3.3.3expliite les appliations γ− et γ+.� S'il existe h, k > 0 tels que γh
−(p) = γk

−(q) = w, alors le ouple (S−h(u), S−k(v)) forme unpoint �xe par iw ◦ σ ; les deux mots ont un passé ommun.� S'il existe h, k > 0 tels que γh
+(s) = γk

+(r) = w−1, alors le ouple (Sh+1(u), Sk+1(v)) formeun point �xe par iw ◦ σ ; les deux mots ont un futur ommun.Réiproquement si le ouple (u′, v′) forme un point �xe par iw ◦ σ dont les mots ont un passé(resp. futur) ommun, alors leurs développements sont ultimement onstants de termes (p, a, s)et (q, b, r) ave γh
−(p) = γk

−(q) = w (resp. γh
+(s) = γk

+(r) = w−1) pour un ertain ouple h, k.Disussion sur un algorithme de reherhe de points �xesLe théorème 3.3.5 nous permet de présenter un algorithme qui trouve les points �xes d'unesubstitution primitive inversible σ ; il su�t d'évaluer les boules dans les automates des pré�xes-su�xes assoiés aux puissanes de σ, puis d'appliquer γ− (resp. γ+) aux pré�xes (resp. su�xes)de es boules. On obtiendra ainsi des points �xes par des automorphismes de la forme iw ◦ σk(représentant le même automorphisme extérieur que σ), où w est un mot pur de Fd et k ∈ N∗.S'assurer que l'algorithme résoud le problème en un temps �ni revient à borner k et |w|. Desrésultats de [13℄ (par exemple) vont nous permettre de borner k en fontion de la taille del'alphabet et on se ontentera de onjeturer l'existene d'une borne pour |w|.Conjeture 3.3.6 Soit A = {1, 2, . . . , d} un alphabet et V un veteur à d oordonnées strite-ment positives. Il existe un entier NV tel que si σ une substitution primitive inversible sur l'al-phabet A véri�ant, pour tout 1 ≤ i ≤ d, |σ(i)| = V (i), et si (u(1), . . . , u(p)) est un point �xe parun ertain automorphisme iw ◦ σ (w étant un mot pur de Fd = F (A)), alors |w| < NV .3.4 Un exempleOn onsidère la substitution primitive inversible sur A = {1, 2, 3} dé�nie par
σ : 1 7→ 121

2 7→ 3
3 7→ 12
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PSfrag replaements 1 2

3

(ǫ, 1, 21)

(12, 1, ǫ)

(1, 2, 1)

(ǫ, 1, 2) (1, 2, ǫ)

(ǫ, 3, ǫ)

Fig. 3.1: Automate des pré�xes-su�xes assoié à σ.L'automate des pré�xes-su�xes assoié à σ est donné sur la �gure 3.1. La fontion Γ assoie àtout mot de Ω un développement en pré�xes-su�xes par rapport à σ, et pour tout k entier > 1on notera Γk elle qui donne le développement par rapport à σk.On note ω1 = lim
n→+∞

σn(1.1), ω2 = lim
n→+∞

σ2n(2.1) et ω3 = lim
n→+∞

σ2n(3.1). Le triplet
(ω1, ω2, ω3) forme un point �xe pour l'automorphisme σ2 et on a

Γ(ω1) = Γ(ω2) = Γ(ω3) = (ǫ, 1, 21)∗ et Γ2(ω1) = Γ2(ω2) = Γ2(ω3) = (ǫ, 1, 213121)∗
Γ(S−1(ω1)) = (12, 1, ǫ)∗ et Γ2(S

−1(ω1)) = (121312, 1, ǫ)∗
Γ(S−1(ω2)) = [(1, 2, ǫ)(ǫ, 3, ǫ)]∗ et Γ2(S

−1(ω2)) = (1, 2, ǫ)∗
Γ(S−1(ω3)) = [(ǫ, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)]∗ et Γ2(S

−1(ω3)) = (121, 3, ǫ)∗

.Il y a 4 hemins de longueur 2 dans l'automate (en imposant que les ouleurs des 2 arêtes on-stituant le hemin soient distintes), e qui donne 4 développements onstants dans l'automateassoié à σ2. La suite des pré�xes n'est ultimement onstante à ǫ pour auun de es 4 développe-ments ; on en déduit qu'ils ont un unique antéédent dans Ω et on note ω1,2, ω2,2, ω3,2, ω4,2 lesmots de Ω véri�ants� Γ2(ω1,2) = (1213, 1, 21)∗� Γ2(ω2,2) = (12, 1, 3121)∗� Γ2(ω3,2) = (1, 2, ǫ)∗� Γ2(ω4,2) = (121, 3, ǫ)∗.On dé�nit l'appliation γ(2)
− (assoiée à σ2) ; pour tout mot v = v0 . . . vp, γ(2)

− (v) = σ2(vp)v1 . . . vp−1.On remarque alors que� γ
(2)
− (1213) = γ

(2)
− (1),� γ

(2)
− (12) = 121,et on en déduit que les ouples (S−1(ω1,2), (S

−1(ω3,2)) et (S−1(ω2,2), (ω4,2)) forment des points�xes pour les automorphismes i1213121 ◦ σ2 et i121 ◦ σ2 respetivement. On note que la borne despoints �xes est atteinte. Un fait amusant est que les trois automorphismes i1213121 ◦ σ2, i121 ◦ σ2et σ2 sont similaires (voir dé�nition 3.0.6 page 49 et remarque 3.0.11 page 50).
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Chapitre 4Arbres simpliiaux4.1 Dé�nitions généralesUn graphe orienté Γ se ompose d'un ensemble V de sommets et d'un ensemble E d'arêtes,
E étant une partie de V × V . Si (x, y) est un élément de E, x s'appelle l'origine et y s'appellele sommet terminal de l'arête (x, y).� Une haîne de Γ est une liste p = (x1, x2, . . . , xk) de sommets de V telle que ∀1 ≤ i ≤

k − 1, ((xi, xi+1) ∈ E ou (xi+1, xi) ∈ E).� On appelle yle une haîne p = (x1, x2, . . . , xk) telle que x1 = xk.� On dit qu'un graphe orienté est onnexe si et seulement si il existe une haîne entre haquepaire de sommets.Un arbre (orienté) est un graphe (orienté) onnexe sans yles.Dé�nitions 4.1.1 Une arête (x, y) est dite arête sortante de x et arête entrante de y. Onappelle degré entrant (resp. sortant) d'un sommet x dans un graphe orienté G, le nombred'arêtes entrantes (resp. sortantes) de x. Le degré deg(x) est la somme des degrés entrant etsortant. Pour tout arbre X, on note degX la fontion qui à tout sommet de X assoie son degré.Distane dans un arbreDans un arbre X, il existe une unique haîne de longueur minimale reliant deux sommetsquelonques x et x′ ; si p = (x = x0, x1, . . . , xk = x′) est ette haîne, alors les xi sont deux àdeux distints. La distane entre x et x′, notée |x, x′|X est alors égale à k.4.1.1 NotationsSauf mention ontraire, lorsqu'on parlera d'un alphabet quelonque A, elui-i sera de ardinal�ni ; A∗ est le monoïde libre assoié. Si A = {a0, . . . ad}, on note A = {a0, . . . ad}.Etant donné un ensemble V in�ni dénombrable quelonque, un graphe étiqueté (oloré) par
A à sommets dans V est un ouple (V,E) tel que V est une partie de V , et E est une partiede V × V ×A.On appelle S0(A) l'ensemble des arbres �nis (au sens du nombre d'arêtes), orientés, enrainés,étiquetés par A et à sommets dans V . SE(A) représentera l'ensemble des arbres de S0(A) nepossédant qu'une seule arête. La raine d'un arbre joue le même r�le que le pointage sur les motsbi-in�nis (f. setion 1.3) mais n'a auune in�uene sur l'orientation des arêtes de l'arbre.Dans la suite, pour tout élément X de S0(A), l'ensemble des sommets de X sera noté VXet l'ensemble des arêtes étiquetées de X sera noté EX . La raine ne sera préisée que si ela estnéessaire.



60 Chapitre 4 - Arbres simpliiauxChaînes dans les éléments de S0(A)A tout élément X de S0(A), on assoie une fontion
γX : VX × VX → (A ∪A)∗où (A ∪ A)∗ est le monoïde libre engendré par A ∪ A. Si (x, x′, a) est une arête de X, alors

γX(x, x′) = a et γX(x′, x) = a. Si (x, x′) est une paire de sommets quelonques de X et
(x, x1, x2, . . . , xk−2, xk−1, xk = x′) est la liste des sommets formant la haîne la plus ourtede x à x′, alors on dé�nit γX(x, x′) = γX(x, x1)γX(x1, x2) . . . γX(xk−2, xk−1)γX(xk−1, x

′).On peut dé�nir la distane sur un élément X de S0(A) omme la longueur du mot donnépar la fontion γX . Ainsi, si x et x′ sont des éléments de X, on note |x, x′|X la distane qui lessépare et on a : |x, x′|X = |γX(x, x′)|.Inlusion sur S0(A)Soient X et Y deux éléments de S0(A). On dit que X ⊂S0(A) Y si et seulement si il existeune appliation f injetive de VX dans VY telle que pour tout ouple (x, x′) de sommets de X,
γX(x, x′) = γY (f(x), f(x′)). Une telle fontion sera appelé fontion d'inlusion. Dans ertainsas, la fontion d'inlusion pourra assoier la raine de Y à la raine de X. Si une telle fontiond'inlusion existe, on notera X ⊆S0(A) Y .Remarque 4.1.2 Une fontion d'inlusion onserve les distanes.Deux éléments X et Y de S0(A) sont égaux, et on note alors X =S0(A) Y lorsque X ⊆S0(A) Yet Y ⊆S0(A) X, ou enore s'il existe une fontion f bijetive de VX dans VY telle que f est unefontion d'inlusion de VX dans VY , f−1 est une fontion d'inlusion de VY dans VX et f assoiela raine de Y à la raine de X. f sera alors appelée fontion d'égalité. C'est ette dé�nitiond'égalité que nous utiliserons.4.1.2 Propriétés de S0(A)Distane sur S0(A)Dé�nition 4.1.3 On appelle boule de entre c et de taille n sur un arbre X de S0(A), et onnote Bc,n(X), le sous-arbre de X enrainé en c, et dont tous les sommets sont à une distaneinférieure ou égale à n de c. Si X est un arbre de S0(A) enrainé en x, on notera plus simplement
Bn(X) la boule inluse dans X de taille n et de raine x.Dé�nition 4.1.4 On note d l'appliation de S0(A) × S0(A) dans R telle que pour tout X ∈
S0(A), d(X,X) = 0 et pour tout X,Y ∈ S0(A), X 6=S0(A) Y ,

d(X,Y ) = 2−min{k∈N∗;Bk(X)6=S0(A)Bk(Y )}.Proposition 4.1.5 d dé�nit une distane sur S0(A).Preuve Les propriétés de symétrie et de séparation sont évidentes. On s'intéresse don à l'iné-galité triangulaire. Soient X et Z deux éléments de S0(A) et d(X,Z) = 2−k. Soit Y un élémentquelonque de S0(A) tel que d(X,Y ) = 2−i et d(Y,Z) = 2−j . On suppose que k < i et k < j.Par d(X,Y ) = 2−i, on a Bk(X) =S0(A) Bk(Y ) et par d(Y,Z) = 2−j, on a Bk(Y ) =S0(A) Bk(Z) ;on obtient ainsi d(X,Z) ≤ 2−(k+1), e qui ontredit l'hypothèse. On en déduit don que k ≥ i ou
k ≥ j, e qui implique :

2k(2i + 2j) ≥ 2i+j ⇒ 2−j + 2−i ≥ 2−k.



4.2 - Substitutions 61On en onlut que l'inégalité triangulaire est véri�ée, et que d est une distane sur S0(A). �Dé�nition 4.1.6 On note S (A) le omplété métrique de S0(A).Remarque 4.1.7 Toutes les dé�nitions données sur S0(A) s'adaptent naturellement sur S (A).On reprendra les mêmes notations en enlevant l'indie 0 pour travailler dans S (A) ; on noteranotamment =S (A).4.1.3 RéurreneDé�nition 4.1.8 On dit qu'un arbre X de S (A) est réurrent si pour tout sommet x de X ettout n ∈ N∗, il existe une in�nité de fontions d'inlusion (deux à deux distintes) de VBx,n(X)dans VX .On dit qu'il est uniformément réurrent si pour toute boule Bx,n(X) (x ∈ VX , n ∈ N∗) de X,il existe un entier m tel que pour tout sommet y de X, il existe une fontion d'inlusion f telleque f(VBx,n(X)) ⊂ VBy,m(X).4.2 SubstitutionsDé�nition 4.2.1 Une substitution d'arbre est une appliation τ de SE(A) dans S0(A) véri-�ant les propriétés suivantes.� Si X = ({x1, x2}, {(x1, x2, a)}) est un élément de SE(A) enrainé en x1, d'image τ(X),alors x1, x2 ∈ Vτ(X), et τ(X) est enrainé en x1.� Pour tout a de A, si X = ({x1, x2}, {(x1, x2, a)}) et Y = ({y1, y2}, {(y1, y2, a)}) sont deuxéléments de SE(A), alors il existe une bijetion f de Vτ(X) dans Vτ(Y ) véri�ant� f(x1) = y1 et f(x2) = y2,� pour tout ouple (x, x′) de Vτ(X), γτ(X)(x, x
′) = γτ(Y )(f(x), f(x′)).� Soient X et Y deux éléments quelonques distints de SE(A), τ(X) et τ(Y ) étant leursimages respetives par l'appliation τ . Alors (Vτ(X)\VX)∩Vτ(Y ) = ∅ et (Vτ(Y )\VY )∩Vτ(X) =

∅.� Pour toute liste (a1, . . . , ak−1, ak = a1) (k ≤ #A + 1) d'éléments de A telle que pourtout 1 ≤ j ≤ k − 1, (x1, x2, aj+1) ou (exlusif) (x2, x1, aj+1) est une arête de τ(Xaj
) (où

Xaj
= ({x1, x2}, {(x1, x2, aj)})), les degrés de x1 et x2 dans τ(Xaj

) sont égaux à 1.On étend maintenant la dé�nition de substitution : la nouvelle appliation, également notée τ ,est une appliation de S (A) dans S (A). Soit X un élément de S (A) enrainé en x. On note
t l'appliation qui à tout élément (x1, x2, a) de EX assoie l'élément ({x1, x2}, {(x1, x2, a)}) de
SE(A) (de raine x1). L'image de X par τ est alors :

τ(X) = (
⋃

p∈EX

Vτ(t(p)),
⋃

p∈EX

Eτ(t(p))),et τ(X) est enrainé en x. Un exemple est donné �gure 4.1.Proposition 4.2.2 Toute substitution d'arbre τ est uniformément ontinue sur S (A).Preuve Soit n ∈ N, et X et Y deux éléments de S (A) tels que Bn−1(X) =S (A) Bn−1(Y ).Alors d(X,Y ) ≤ 2−n. Par ailleurs :
Bn−1(X) =S (A) Bn−1(Y )

⇒ τ(Bn−1(X)) =S (A) τ(Bn−1(Y ))

⇒ Bn−1(τ(Bn−1(X))) =S (A) Bn−1(τ(Bn−1(Y )))

⇒ Bn−1(τ(X)) =S (A) Bn−1(τ(Y ))
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Fig. 4.1: Un exemple de substitution d'arbre.Ainsi, pour tout X,Y de S (A), d(X,Y ) ≤ 2−n ⇒ d(τ(X), τ(Y )) ≤ 2−n. Par suite, pourtout ǫ > 0, si α = min
β∈N

{β; 2−β < ǫ} alors pour tout X,Y de S (A) tels que d(X,Y ) ≤ 2−α,
d(τ(X), τ(Y )) ≤ 2−α < ǫ. τ est don uniformément ontinue sur S (A). �4.2.1 Point �xe de substitutionDé�nitions 4.2.3 On dit qu'un arbre X est point �xe d'une substitution τ si τ(X) =S (A)

X. Un arbre X est un point périodique pour la substitution τ s'il existe un entier k tel que
τk(X) =S (A) X.Remarque 4.2.4 Si X est un point �xe de substitution de raine x, il vient que x doit être dedegré onstant. On en déduit que pour tout a ∈ A tel qu'il existe y ∈ VX pour lequel (x, y, a) (resp.
(y, x, a)) est dans EX , x est de degré 1 dans τ({x, y}, {(x, y, a)}) (resp. τ({y, x}, {(y, x, a)})).Nous voulons onstruire failement des points �xes pour une substitution τ donnée. Nousnous intéressons plus partiulièrement aux points �xes de diamètre in�ni, e qui motive le lemmesuivant.Lemme 4.2.5 Soit X0 un élément de S (A) de raine x0, tel que X0 = B1(X0) et X0 =S (A)

B1(τ(X0)). L'ensemble des sommets de X0 est VX0 = {x0, x1, . . . , xn}, x1, . . . , xn étant des pointsà distane 1 de x0. L'impliation suivante est véri�ée :
(∃m ∈ N;∀ 1 ≤ i ≤ n, |x0, xi|τm(X0) > 1)

⇒ (∀y ∈ (
⋃

n∈N
Vτn(X0)), y 6= x0, lim

n→+∞
|x0, y|τn(X0) = +∞)Preuve On note x(m)

1 , . . . , x
(m)
n les points de τm(X0) à distane 1 de x0. On hoisit es pointsde manière que x(m)

i soit un des points du hemin entre x0 et xi. La distane de es points à la



4.2 - Substitutions 63raine sera alors stritement plus grande que 1 dans l'arbre τ2m(X0). On onlut en itérant eraisonnement que les distanes de x0 à xi dans les arbres τ t×m(X0) roissent stritement ave t,
∀1 ≤ i ≤ n lim

n→+∞
|x0, xi|τn(X0) = +∞Le même raisonnement peut être e�etué pour tout point à distane 1 de la raine dans τk(X0),

k quelonque. Si y est un point de τk(X0), on onnait un point du hemin entre x0 et y dont ladistane à x0 tend vers l'in�ni ave les itérations de τ . Il en est don de même pour y. �Dé�nitions 4.2.6 Si un arbre X0 et une substitution τ véri�ent les hypothèses du lemme 4.2.5,on dira que le ouple (X0, τ) véri�e la ondition de roissane.Si pour tout élément X0 de SE(A), la ondition
∀y ∈ (

⋃

n∈N

Vτn(X0)), y 6= x0, lim
n→+∞

|x0, y|τn(X0) = +∞est véri�ée, on dira que τ véri�e la ondition de roissane.Nous avons des onditions simplement véri�ables sur la substitution τ permettant d'obtenirdes arbres in�nis (au sens du diamètre). Sous es onditions, la proposition suivante nous permetde onlure sur la onstrution d'arbres in�nis, points �xes de τ .Proposition 4.2.7 Soit (X0, τ) un ouple qui véri�e la ondition de roissane, ave X0 ∈ S (A)un arbre de raine x0. Alors X = lim
n→+∞

τn(X0) est un point �xe pour la substitution τ .Preuve On va montrer par réurrene sur p, que pour tout p ∈ N, il existe un rang kp tel que,pour tout k ≥ kp, Bp(τ
k(X0)) =S (A) Bp(τ

kp(X0)).La propriété est vraie pour p = 1 par hypothèse (le ouple (X0, τ) véri�e la ondition deroissane). On la suppose vraie au rang p.Pour tout q ∈ N, on note Iq le sous-graphe minimal (pour l'inlusion) tel que τkp+q(X0) =
τkp(X0) ∪ Iq. Les sommets de Iq sont à distane au moins p de la raine (dans τkp+q(X0)) parl'hypothèse de réurrene. Par la ondition de roissane, il existe un entier m tel que les sommetsde Iq sont à une distane ≥ p+ 1 de la raine dans l'arbre τkp+m+q(X0). On en déduit que pourtout q ∈ N, l'égalité

Bp+1(τ
kp+m+q(X0)) =S (A) Bp+1(τ

kp+m(X0))est véri�ée, et on pose kp+1 = kp +m.Finalement, la suite (τn(X0))n∈N est une suite de Cauhy et onverge vers un arbre X de
S (A). τ est une appliation ontinue sur S (A),

lim
n→∞

(τn+1(X0)) =S (A) lim
n→∞

(τ(τn(X0))) =S (A) τ( lim
n→∞

(τn(X0)))e qui donne τ(X) =S (A) X. �On possède maintenant une méthode de onstrution de points �xes pour une substitutiondonnée. La question naturelle que l'on peut se poser, est de savoir si tous les points �xes d'unesubstitution peuvent être obtenus par ette méthode.Proposition 4.2.8 Soit X ∈ S (A) un arbre de diamètre in�ni, point �xe d'une substitution τ ,et tel que (B1(X), τ) véri�e la ondition de roissane. Alors X =S (A) lim
n→+∞

τn(B1(X)).



64 Chapitre 4 - Arbres simpliiauxPreuve On note X0 = B1(X) ; x0 est la raine de X et X0. (X0, τ) véri�e la ondition deroissane, e qui assure l'existene d'un arbre Xt =S (A) lim
n→+∞

τn(X0).Par la ondition de roissane (et puisque X est �xe), pour tout p ∈ N, il existe un entier hptel que Bp(τ
hp(X)) =S (A) Bp(τ

hp(Xt)) =S (A) Bp(τ
hp(X0)). X et Xt orrepondent (au sens de

S (A)) don sur toute boule de rayon p entrée en x0, et on en déduit que X =S (A) Xt =S (A)

lim
n→+∞

τn(X0). �Substitutions bornées et simplement bornéesL'image d'un élément de SE(A) par une substitution d'arbre τ a un nombre �ni de sommets.La propriété :
∀p ∈ N,∃kp ∈ N;∀k ≥ kp, Bp(τ

k(X0)) =S (A) Bp(τ
kp(X0))énonée dans la preuve préédente assure don en partiulier que les sommets du point �xe Xà distane �nie de la raine seront de degré �ni. Il est ependant très faile de onstruire unexemple pour lequel l'ensemble des degrés des sommets du point �xe est non borné (voir �gure4.2 et 4.3).PSfrag replaements
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Fig. 4.3: Le début de la suite des τn(Xa). Le degré de z roit stritement ave n.Proposition 4.2.9 Soit X ∈ S (A) un point �xe d'une substitution τ tel que (B1(X), τ) véri�ela ondition de roissane, et A l'ensemble des ouleurs utilisées par X. Si a ∈ A, on note
Xa = ({x, y}, {(x, y, a)}). Alors l'ensemble des degrés des sommets de X est borné si et seulementsi les suites (degτn(Xa)(x))n et (degτn(Xa)(y))n sont ultimement onstantes pour tout a ∈ A.Preuve On supposera dans ette preuve que X = lim

n→+∞
τn(X0). Les suites (degτn(Xa)(x))n et

(degτn(Xa)(y))n ne peuvent pas être déroissantes, elles sont don soit ultimement onstantes,soit divergentes.Si (degτn(Xa)(x))n (resp. (degτn(Xa)(y))n) diverge pour un ertain a de A, la suite (degτn(X0)(z))n,où z est n'importe quel sommet de τp(X0) (p entier quelonque) ayant une arête sortante (resp.entrante) olorée a, va diverger.Si les suites (degτn(Xa)(x))n et (degτn(Xa)(y))n sont ultimement onstantes égales à dxa et
dya respetivement, on note dm = max{dza; a ∈ A, z ∈ {x, y}}. Si ca est le degré maximum des



4.2 - Substitutions 65sommets de τ(Xa), on note cm = max{ca; a ∈ A}. L'ensemble des degrés des sommets de Xsera alors borné par max{cmdm, degX (x0)}. Le degré de x0 est forément �ni puisque X ∈ S (A)et a peu d'importane ; on pourra se reporter au paragraphe sur la déomposabilité pour plus dedétails. �En fait, même si la substitution τ ne possède pas de point �xe, ou si l'arbre X0 de départne permet pas d'arriver à un point �xe, on peut très bien énoner une proposition similaire surles degrés des sommets des éléments de la suite (τn(X0))n∈N. La preuve restera sensiblement lamême.Corollaire 4.2.10 Soit X0 ∈ S (A) où An est l'ensemble des ouleurs utilisées par τn(X0) et
A =

⋃
n∈N

An. Pour a ∈ A, on note Xa = ({x, y}, {(x, y, a)}). Il existe un entier k supérieur au de-gré de n'importe quel sommet de τn(X0) quel que soit n, si et seulement les suites (degτn(Xa)(x))net (degτn(Xa)(y))n sont ultimement onstantes pour tout a ∈ A.On peut failement donner une ondition su�sante qui permettra de borner les degrés dessommets des images d'une substitution τ . Celle-i a l'avantage d'être simple à véri�er, et permetde ouvrir une bonne partie des as intéressants.Proposition 4.2.11 Soit X0 ∈ S (A) où An est l'ensemble des ouleurs utilisées par τn(X0) et
A =

⋃
n∈N

An. Pour a ∈ A, on note Xa = ({x, y}, {(x, y, a)}). Il existe un entier k supérieur audegré de n'importe quel sommet de τn(X0) quel que soit n, si :
∀a ∈ A, degτ(Xa)(x) = degτ(Xa)(y) = 1Dé�nitions 4.2.12 Une substitution τ véri�ant les propriétés du orollaire 4.2.10 sera ditebornée par k. Si elle véri�e les propriétés de la proposition 4.2.11, on dira de τ qu'elle estsimplement bornée par k.DéomposabilitéOn déduit du paragraphe préédent que si l'on trouve un point �xe pour une substitution,on peut en onstruire une in�nité simplement en prenant autant de opies de l'arbre initial X0que l'on veut et en les enrainant au même sommet. De même, si on a deux points �xes issusde X0 et X1, l'arbre X01 obtenu en faisant l'union (disjointe) de X0 et X1, et en identi�ant lesraines donnera un nouveau point �xe. D'autre part, si le degré de la raine x0 d'un point �xeest stritement supérieur à 1, on peut s'interroger sur les arbres enrainés en x0 qui ompose epoint �xe. On dé�nit don la propriété de déomposabilité.Dé�nition 4.2.13 On dit qu'un point �xe X de raine x0 d'une substitution τ est déompos-able s'il existe un ensemble {X1,X2, . . . ,Xn} d'arbres tous enrainés en x0, tels que pour toutouple i, j d'entiers, VXi

∩ VXj
= {x0} et véri�ants :

VX =
⋃

1≤i≤n

VXi
EX =

⋃
1≤i≤n

EXiUn point �xe sera dit indéomposable minimal si toute déomposition propre ontient au moinsun arbre qui n'est pas �xe. La déomposition sera dite minimale si tout arbre de la déompositionest �xe et indéomposable minimal.Un point �xe sera dit indéomposable maximal si sa raine est de degré 1.La déomposition sera dite maximale si le degré de x0 dans haun des arbres Xi, 1 ≤ i ≤ n estégal à 1. Les déompositions minimales et maximales sont uniques (si elles existent).



66 Chapitre 4 - Arbres simpliiauxProposition 4.2.14 Tout arbre Xi appartenant à une déomposition d'un point �xe X d'unesubstitution τ est un point périodique.Preuve On remarque d'abord que l'étude d'une déomposition maximale permettra de déduire lerésultat sur toutes les déompositions. On onsidère don un arbre X de S (A), point �xe d'unesubstitution τ , et dont la déomposition maximale est onstituée des arbres X1, . . . ,Xn. On déduitdiretement du fait que X est un point �xe que l'image d'un arbre Xi de la déomposition estégale (au sens de S (A)) à un arbre Xj de ette même déomposition. Appliquer τ revient donà e�etuer une permutation sur n éléments. On déduit alors de l'étude des groupes symétriquesqu'il existe un entier k tel que pour 1 ≤ i ≤ n, τk(Xi) =S (A) Xi. Chaun des éléments de ladéomposition est don périodique. �En fait, es derniers résultats peuvent également être appliqués pour des boules de taillearbitrairement grande, entrées à la raine et onstantes (au sens de l'égalité sur S (A)) sousl'ation de la substitution. Plus préisément, si X, élément de S (A), véri�e Bp(τ(Bp(X))) =S (A)

Bp(X), p étant un entier, alors on peut déomposer Bp(X) en arbres X1, . . . ,Xn tels que pour
1 ≤ i ≤ n, il existe un entier k pour lequel Bp(τ

k(Xi)) =S (A) Xi.4.2.2 Points �xes pertinentsOn a vu qu'on peut réer très failement une in�nité de points �xes pour une substitution
τ donnée. Pour la plupart des points �xes X de τ , il existe une unique fontion d'inlusion de
B1(X) dans X. On dé�nit ii les points �xes pertinents, a�n d'éviter ette situation.Dé�nition 4.2.15 On suppose que X est un point �xe d'une substitution τ de S (A). Pourtout a ∈ A, on note Xa = ({x, y}, {(x, y, a)}). On dit que X est un point �xe pertinent si
(B1(X), τ) véri�e la ondition de roissane, et s'il existe un entier p ≥ 0, une lettre a ∈ A etun sommet c de τp(Xa), c 6= x et c 6= y, tels que B1(X) =S (A) Bc,1(τ

p(Xa)).4.2.3 AbélianisationDé�nition 4.2.16 τ étant une substitution d'arbre sur un alphabet A = {1, . . . , n} de ardinal
n, on appelle matrie d'inidene de τ , et on la note Mτ , la matrie n× n dont l'entrée (i, j)est le nombre d'arêtes étiquetées i dans l'arbre τ(Xj).PrimitivitéDé�nition 4.2.17 Une substitution τ de S (A) est dite primitive, s'il existe un entier k telque, pour tout a et b de A, une arête étiquetée a apparaît dans l'arbre τk(Xb). Cela revient à direque la matrie d'inidene est primitive.La primitivité apporte des propriétés intéressantes lorsqu'on parle de substitutions sur lesmots. Elle assure notamment que les points �xes de es substitutions sont uniformément réur-rents. On va essayer de trouver une propriété similaire pour les arbres ; on doit pour ela dé�nirles reouvrements d'arbres.Si Y est un arbre inlu dans X, on note ΩY l'ensemble des fontions d'inlusion de VY dans
VX . D'autre part, X étant un élément de S (A), si V est un sous-ensemble onnexe (au sens deshemins dans X) de VX , on note g(V ) le sous-arbre de X tel que Vg(V ) = V .



4.2 - Substitutions 67Reouvrement. Soient n arbres X1, . . . ,Xn deux à deux distints inlus dans un arbre X et
n ensembles non vides ωX1 ⊂ ΩX1, . . . , ωXn ⊂ ΩXn assoiés.On dit que l'ensemble {(X1, ωX1), . . . , (Xn, ωXn)} est un reouvrement d'un arbre X de S (A)si pour tout élément e de EX , il existe un entier i ∈ 1, . . . , n et une fontion f de ωXi

tels que
e ∈ Eg(f(Xi)). On dit alors que la famille (X1, . . . ,Xn) est une famille ouvrante.Le reouvrement sera dit minimal si pour e élément de EX , le ouple (f, i) est unique. Unefamille (X1, . . . ,Xn) est ouvrante minimale s'il existe un n-uplet (ωX1 , . . . , ωXn), ave ωX1 ⊂
ΩX1 , . . . , ωXn ⊂ ΩXn , tel que {(X1, ωX1), . . . , (Xn, ωXn)} est un reouvrement minimal.On onsidère une substitution primitive τ . Les points périodiques de τ possèdent les propriétéssuivantes.Propriétés 4.2.18 X désigne un point périodique quelonque de période k. A = {1, . . . , n} estl'alphabet assoié à la substitution. Pour 1 ≤ i ≤ n, Xi est un arbre omposé d'une unique arêteétiquetée i. p étant un entier naturel :� La famille (τp×k(X1), . . . , τ

p×k(Xn)) est ouvrante minimale pour X.� Si {(X1, ωX1), . . . , (Xn, ωXn)} est un reouvrement minimal de X, alors il existe un re-ouvrement minimal {(τp×k(X1), ωτp×k(X1)), . . . , (τ
p×k(Xn), ωτp×k(Xn))} de τp×k(X) et nfontions φi, 1 ≤ i ≤ n bijetives de ωXi

dans ωτp×k(Xi) véri�ants : pour tout f : VXi
=

{xi, yi} → VX , φi(f) : Vτp×k(Xi) → Vτp×k(X) ave φi(f)(xi) = f(xi) et φi(f)(yi) = f(yi).Proposition 4.2.19 Si X est un point �xe pertinent d'une substitution τ de S (A) primitive,alors X est uniformément réurrent.Preuve Soit a un élément de l'alphabet A = {1, . . . , n}, support d'une substitution τ primitive,et Xa un élément de SE(A) dont l'arête est olorée par a. Il existe un entier p tel que, pourn'importe quel élément b de A, Xa ⊂S (A) τp(Xb). De plus, la famille (τp(X1), . . . , τ
p(Xn))est ouvrante minimale. On en déduit que pour tout c de VX , Xa ⊂S (A) Bc,k(X), où k =

max
1≤i≤n

{diam(τp(Xi))}. Une propriété similaire peut être obtenue pour n'importe quel τk(Xa), kentier. Puisqu'on a pris le soin de prendre un point �xe pertinent, toute boule (de rayon �ni) de Xest inluse (au sens de S (A)) dans τn(Xa) pour un ertain n (le hoix de a n'a pas d'importanepar primitivité). On en déduit que X est uniformément réurrent. �4.2.4 DisernementDé�nitions 4.2.20 Si pour tout ouple (x1, x2) de sommets d'un arbre X de S (B), le mot
γX(x1, x2) de (B ∪B)∗ ne ontient auune paire bb, b ∈ B, alors on dit de X que 'est un arbrediserné.Une substitution χ de S (B) est dite disernée si pour tout b ∈ B et pour tout n ∈ N, l'arbre
τn(Xb) (où Xb = ({x, y}, {(x, y, b)})) est diserné.Substitutions équivalentesDé�nition 4.2.21 Soient τ de S (A) et χ de S (B) deux substitutions et #(B) ≥ #(A). Pourtoute appliation η de B dans A, on note φη une appliation de S (B) dans S (A) telle que si Xest un arbre de S (B) :� Vφη(X) = VX� ∀(x, y, b) ∈ EX , (x, y, η(b)) ∈ Eφη(X).Alors, τ et χ seront deux substitutions équivalentes s'il existe une appliation η surje-tive telle que, quel que soit b ∈ B, φη(χ(Xb)) = τ(Xη(b)) (où pour tout a ∈ A ∪ B, Xa =
({x, y}, {(x, y, a)})).



68 Chapitre 4 - Arbres simpliiauxProposition 4.2.22 Soit τ une substitution simplement bornée par k sur S (A) (A �ni). Alorsil existe un alphabet B de ardinal 2k×#(A) et une substitution χ disernée de S (B) équivalenteà τ .Plut�t que de donner une preuve générale de l'existene d'une telle substitution, nous don-nons ii un moyen systématique de onstrution. Le résultat que nous obtiendrons sera loind'être optimal, mais nous sommes plus intéressé par la simple existene. On suppose que A =
{0, 1, . . . , (p − 1)} et on onsidère l'alphabet B ;

B = {00, . . . , 02k−1, 10, . . . , 12k−1, . . . , (p − 1)0, . . . , (p − 1)2k−1}.

η assoie a à tout élément ai de B. Pour ai un élément de B, on note Xai
= ({x, y}, {(x, y, ai)}) ;l'arbre Xa = ({x, y}, {(x, y, a)}) est l'image dans S (A) de Xai

par φη. Nous voulons dé�nir lesimages par χ des Xai
; on ommene par dé�nir elles de Xa0 pour tout 0 ≤ a ≤ p− 1.Si a ∈ A, on suppose que (x0, y0, c

(0)), . . . , (xm, ym, c
(m)), où c(0), . . . c(m) sont des élémentsde A, sont les arêtes de τ(Xa) qui onstituent le hemin de x à y. Le hemin de x à y dans l'arbre

χ(Xa0) est dé�nie par les arêtes (x0, y0, c
(0)
α(0)), . . . , (xm, ym, c

(m)
α(m)), où α(j) = 0 si |x, xj |τ(Xa) <

|x, yj|τ(Xa) et α(j) = k sinon.Si v est un sommet de τ(Xa) sur le hemin de x à y et (z1, t1, d
(1)), . . . , (zn, tn, d

(n)) (ave
n ≤ k − 2) sont les arêtes adjaentes à v et n'appartenant pas au hemin entre x et y, alors
(z1, t1, d

(1)
1 ), . . . , (zd, td, d

(n)
n ) seront des arêtes adjaentes à v dans χ(Xa0).Si v est un sommet de τ(Xa), v n'est pas sur le hemin de x à y, et (z0, t0, d

(0)), . . . , (zn, tn, d
(n))(ave n ≤ k−1), alors les arêtes adjaentes à v dans χ(Xa0) seront (z0, t0, d

(0)
β(0)), . . . , (zn, tn, d

(n)
β(n))où les β(i) sont deux à deux distints et ompris entre 0 et k − 1.

χ(Xai
) aura les même sommets que χ(Xa0), et si (xp, yp, cm) est une arête de χ(Xa0), alors

(xp, yp, cn), ave n = m+ i[2k], sera une arête de χ(Xai
). Ainsi dé�nie, la substitution χ véri�ela propriété au rang 1, 'est-à-dire que χ(Xai

) est diserné quel que soit ai dans B.Remarque 4.2.23 Pour tout n ∈ N, si (x0, y0, c
(0)
α(0)), . . . , (xm, ym, c

(m)
α(m)) dé�nie le hemin de

x à y dans χn(Xai
), alors α(j) = i si |x, xj |τ(Xa) < |x, yj|τ(Xa) et α(j) = i+ k[2k] sinon.Cela déoule diretement de la dé�nition de χ(Xai

) sur le hemin de x à y.On suppose la propriété vraie au rang n et on hoisit un sommet v de Vχn(Xa0 ) et deux arêtes
(x0, y0, ci) et (x1, y1, dj) adjaentes à v. Si les deux arêtes sur le hemin de x à y, la remarque4.2.23 assure que la propriété est véri�é au rang suivant. Sinon, on a i − j 6= 0[k], et ela seraonservé au rang suivant par 4.2.23. Finalement, χ est disernée.Une propriété des substitutions disernéesSi X est un arbre diserné de raine x0 dans S (B), et si u est un mot quelonque du monoïde
(B ∪ B)∗, alors il existe au maximum un sommet y tel que γX(x, y) = u. Cela nous permet dedérire omplètement X par une partie de (B ∪ B)∗. L'inverse peut également être vraie si lapartie de (B ∪B)∗ hoisie véri�e une ertaine propriété dont le but est d'assurer la onnexité del'arbre.Propriété 4.2.24 Soit P une partie de (B∪B)∗ telle que si b0b1 . . . bn est un élément de (B∪B)∗,alors b0b1 . . . bn ∈ P ⇒ b0b1 . . . bn−1 ∈ P et ǫ ∈ P . Il existe un arbre X de S (B) de raine x0,tel que pour tout y, sommet de X, le odage du hemin de x0 à y est dans P ; réiproquement,tout élément de P est le odage d'un (unique) hemin de X.On peut dérire une substitution disernée uniquement à l'aide de mots. B étant un alphabeton dé�nit une appliation ϕ : B → P((B ∪B)∗) et une appliation η : B → (B∪B)∗ telles que :



4.3 - Dynamique 69� pour tout b de B, ϕ(b) véri�e la propriété vue en 4.2.24,� pour tout b de B, η(b) ∈ ϕ(b).On ommene par étendre les dé�nitions de ϕ et η à B. On dé�nit le morphisme λ : (B ∪B)∗ →
(B ∪ B)∗ dé�nit pour tout b ∈ B par λ(b) = b et λ(b) = b. Pour tout élément u de ϕ(b),on hoisit le plus long mot pu tel que u = pusu et pu est un pré�xe de η(b). On dé�nit alors
ϕ(b) = {λ(pu)su;u ∈ ϕ(b)} et η(b) = λ(η(b)).Si b0b1 . . . bn est un élément de (B∪B)∗, et P une partie de (B∪B)∗ on notera b0b1 . . . bn.P =⋃
p∈P

{b0b1 . . . bnp}. On étend l'ensemble de dé�nition de ϕ à (B ∪B)∗ ;
∀b0b1 . . . bn ∈ (B ∪B)∗, ϕ(b0b1 . . . bn) = η(b0)η(b1) . . . η(bn−1).ϕ(bn)La fontion ϕ peut alors être vue omme une substitution d'arbre disernée.Arbres disernés et graphe de CayleySi X est un arbre de S (A) de raine x0, alors pour tout ouple y, z de VX , on a assoié auhemin de y à z un mot de (A ∪ A)∗, γX(y, z). On a pris soin de parler de monoïde libre, a�nd'autoriser, par exemple, que γX(y, z0) = γX(y, z1) ave z0 6= z1, ou enore pour autoriser deshemins tels a0a0 (e qui revient au même). Cependant, ela ne se produira jamais si un arbreest diserné. Un arbre diserné peut don être plongé dans le graphe de Cayley du groupe libre

F (A) (groupe libre de base A) : e graphe sera noté GF (A) = (VG, EG).On note pr l'appliation de A ∪ A dans F (A) qui à un élément a de A assoie pr(a) = a, età un élément a de A assoie pr(a) = a−1. Soit u un élément de VG et ν une appliation de VXdans VG dé�nie par� ν(x0) = u,� si y ∈ VX et γX(x0, y) = a0 . . . ap, alors ν(y) = u pr(a0) . . . pr(ap) où les pr(aj) sont lesveteurs de translations de l'ation à droite de F (A) sur GF (A).Le plongement de l'arbre X dans GF (A) est dé�ni omme l'enveloppe onvexe de ν(VX).Remarque 4.2.25 Il est important de remarquer que si y et z sont deux sommets quelonques,le mot γX(y, z) est donné par le hemin le plus ourt allant de y à z dans X, alors que le mot
pr ◦γ(y, z) peut être obtenu (après rédution) par n'importe quel hemin allant de y à z dans sonplongement.En�n, de la même manière que dans le paragraphe préédent, et en utilisant l'appliation prque nous venons de dé�nir, une substitution d'arbre disernée peut être dé�nie par une appliation
ϕ : A→ P(F (A)) et une appliation η : A→ F (A).4.3 DynamiqueSoit A un alphabet �ni. (un)n étant une suite d'entiers naturels on note E(0)

(un)n
l'ensembledes arbres de S (A) ;

X ∈ E
(0)
(un)n

⇔ ∀n ∈ N, max
x∈Bn(X)

degX (x) ≤ un.On note alors E(un)n
l'espae quotient E(0)

(un)n
/ =S (A). Si la suite (un)n est onstante égale à p,

E(un)n
sera simplement noté E(p).On dit qu'un arbre est de rayon n si tous ses points sont à une distane ≤ n de sa raine, ets'il existe au moins un point à distane n.



70 Chapitre 4 - Arbres simpliiauxPropriété 4.3.1 L'alphabet A étant de ardinal �ni, pour tout entier k, il y a un nombre �nid'arbres de rayon k dans E(un)n
.Proposition 4.3.2 Si (un)n est une suite d'entiers naturels non nuls roissantes, alors E(un)n(muni de la distane d) est un ompat non vide.Preuve L'arbre ({x}, ∅) de S (A) est dans E(un)n

, assurant que elui-i est non vide.Soit (Xn)n une suite d'éléments de E(un)n
. Pour tout arbre Y de E(un)n

, on notera E(un)n
(Y )l'ensemble des arbres Z de E(un)n

tels que Y ⊆S (A) Z. Par la propriété 4.3.1, il existe D1 de
E(un)n

de rayon 1 pour lequel il existe une in�nité d'élément de (Xn)n dans E(un)n
(D1). On note

(Xα1(n))n es éléments ; ils sont à une distane ≤ 2−2 de D1. Par suite, il existe Dk de rayon kpour lequel il existe une in�nité d'éléments de (Xαk−1◦···◦α1(n))n dans E(un)n
(Dk). Ces élémentssont à une distane ≤ 2−(k+1) de Dk et Dk est tel que pour tout i < k, Bi(Dk) =S (A) Di.Soit n ≥ 0 et q > 0 ; puisque Bn(Dn+q) =S (A) Dn, Dn est de rayon n, et Dn+q est derayon > n, alors d(Dn,Dn+q) = 2−(n+1). La suite (Dn)n est don une suite de Cauhy de S (A)(omplet pour d) et onverge don vers un élément D de S (A). De plus, D est tel que pour tout

i ∈ N, Bi(D) =S (A) Di, faisant de D un élément de E(un)n
. On a don extrait de (Xn)n unesuite onvergente ; E(un)n

est ompat. �Un raisonnement similaire nous permet de montrer le orollaire suivant.Corollaire 4.3.3 D(un)n
est la partie de E(un)n

ne ontenant que les arbres disernés ; D(un)nest également ompat.Déplaement de raine
X étant un arbre de E(un)n

de raine x0, et x un élément de VX , on notera X(x) l'arbre de
E(un)n

de raine x tel que pour tout n ∈ N, Bn(X(x)) = Bx,n(X).Orbites sous l'ation du déplaement de raineSoit τ une substitution primitive de S (A) bornée par k et qui véri�e la ondition deroissane. Soit X ∈ E(k) un point �xe pertinent de τ . Pour tout arbre Z de E(k), on note
L (Z) = {Bz,n(Z); z ∈ VZ , n ∈ N} et on note Ω = {Y ∈ E(k);L (Y ) ⊂ L (X)}.Théorème 4.3.4 Toutes les orbites des points de Ω sous l'ation du déplaement de raine sontdenses (pour la topologie métrique) dans Ω.Preuve Soit Y un arbre de Ω ; X étant uniformément réurrent, pour toute boule Bx,n(X),il existe un entier m tel que Bx,n(X) ⊂S (A) Bx′,m quel que soit x′ ∈ VX . On en déduit que
L (Y ) = L (X).Si Y et Z sont deux arbres de Ω, pour tout n ∈ N, il existe un sommet yn de Y tel que
Byn,n(Y ) =S (A) Bn(Z). La suite (Y (yn))n onverge alors vers Z. �Corollaire 4.3.5 Ω est ompat en tant que fermé du ompat E(k).On vient de montrer que tous les arbres de Ω ont même langage ; on le note don L (Ω).Pour tout B ∈ L (Ω), on note CB le sous-ensemble de Ω onstitué des arbres Y tels qu'il existe
k ∈ N pour lequel Bk(Y ) =S (A) B. Si X est un point �xe pertinent de τ de raine x, on note µla mesure de probabilité dé�nie sur tout ensemble CB par

µ(CB) = lim
n→+∞

1

#VBn(X)
#{z ∈ Bn(X);∃k ∈ N;Bz,k(X) =S (A) B}où # désigne le ardinal.



4.3 - Dynamique 71Conjeture 4.3.6 Soit τ une substitution primitive de S (A) bornée par k et qui véri�e laondition de roissane, X ∈ E(k) un point �xe pertinent de τ , et Ω l'adhérene de l'ensemble
{X(x), x ∈ VX}. La mesure µ dé�nie préédemment est l'unique mesure de probabilité sur Ωinvariante sous l'ation du déplaement de raine.
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Chapitre 5Substitutions sur des arbres réelsSoit (X, d) un espae métrique. Si E ⊂ X, et si δ est un réel stritement positif, on note :
[E]δ = {x ∈ X; inf

y∈E
d(x, y) ≤ δ}Dé�nition 5.0.7 On dé�nit la métrique de Hausdor� sur l'ensemble des parties de X :

δ(E,F ) = inf{δ;E ⊂ [F ]δ et F ⊂ [E]δ}On note C l'ensemble des ompats non vides de X.Théorème 5.0.8 Si (X, d) est omplet, alors (C , δ) est omplet.5.1 Construtions graphe-dirigées5.1.1 Dimension de Hausdor�Soit (X, d) un espae métrique. Soit E une partie de X et (Un)n une famille (possiblementin�nie) de parties de X. On dira que (Un)n est une δ-ouverture de E si E ⊂
⋃
n

Un et si pourtout n, le diamètre de Un noté |Un| est inférieur ou égal à δ. Soit s un réel stritement positif ; ondé�nit H s
δ (E) = inf{

∑
n
|Un|

s} où l'in�mum est pris sur toutes les δ-ouvertures (dénombrables)de E. La mesure s-dimensionnelle de Hausdor� est alors donnée par :
H s(E) = lim

δ→0
H s

δ (E) = sup
δ>0

H s
δ (E).Pour tout E, H s(E) est déroissante lorsque s roît de 0 à +∞. De plus, si s < t, H s

δ (E) ≥
δs−tH t

δ (E), e qui implique que si H t(E) est positive, alors H s(E) est in�nie. Il existe donune unique valeur dim(E) appelée dimension de Hausdor� de E, telle que :
H s(E) = ∞ si 0 ≤ s < dim(E) et H s(E) = 0 si dim(E) < s <∞.

H dim(E) peut prendre n'importe quelle valeur réelle positive et peut également être in�nie.Propriétés 5.1.1 Soit E une partie d'un espae métrique X. La dimension de Hausdor� de Eest α. Alors, pour tout F ⊂ X de dimension β, E ⊂ F ⇒ β ≥ α.Soient A1, A2, . . . , Ap p parties de X de dimensions respetives α1, α2, . . . , αp, et A =
⋃

1≤i≤p

Aide dimension α. Alors α = max
1≤i≤p

αi.



74 Chapitre 5 - Substitutions sur des arbres réels5.1.2 Construtions graphe-dirigéesLes onstrutions graphe-dirigées ont été introduites par R. Daniel Mauldin et S. C. Williamsdans [17℄. Cette setion énone les prinipaux théorèmes de et artile, auquel on pourra se référera�n de onnaître leurs démonstrations. Les résultats exposés onernent des onstrutions dans
Rn mais peuvent être généralisés à l'espae qui nous intéresse (voir setion 5.2). On pose X = Rnet d la distane eulidienne sur X.Une onstrution graphe-dirigée de X est la donnée de :� une séquene �nie de ompats sans hevauhements de X : J1, . . . , Jn, Ji étant d'intérieurnon vide quel que soit 1 ≤ i ≤ n,� un graphe orienté G de sommets 1, 2, . . . , n, ave pour haque arête (i, j) une similitude

Ti,j de ratios ti,j et ayant les propriétés :� pour tout 1 ≤ i ≤ n, il existe j tel que (i, j) est une arête de G,� pour tout i, {Ti,j(Jj); (i, j) ∈ G} est une famille d'éléments sans hevauhements et
Ji ⊃

⋃
(i,j)∈G

Ti,j(Jj),� si (i1, . . . , iq, iq+1 = i1) est un iruit de G, alors
q∏

k=1

tik,ik+1
< 1.On note K (Ji) l'ensemble des sous-ensembles ompats de Ji.Théorème 5.1.2 Pour haque onstrution, il existe un unique veteur d'ensembles ompats

(K1, . . . ,Kn) ∈
n∏

i=1
K (Ji) tel que pour tout i,

Ki =
⋃

(i,j)∈G

Ti,j(Kj).On onstruit alors K =
n⋃

i=1
Ki.La matrie d'inidene pondérée ou matrie de onstrution A = AG assoiée à uneonstrution graphe-dirigée est la matrie n×n dé�nie par A = [ti,j]i,j≤n où on a, par onvention,

ti,j = 0 si (i, j) /∈ G. Pour tout β ≥ 0, on note Aβ = AG,β la matrie n× n telle que aβ;i,j = tβi,j,et Φ(β) le rayon spetral de Aβ. On note en�n α le réel positif ou nul tel que Φ(α) = 1.Théorème 5.1.3 Φ(0) ≥ 1, Φ est ontinue, stritement déroissante, et lim
β→∞

Φ(β) = 0. En fait,il existe un réel c, 0 < c < 1, tel que pour tout β ≥ 0, et ǫ > 0, Φ(β + ǫ) ≤ cǫΦ(β).On rappelle qu'un graphe H est dit fortement onnexe lorsque, il existe un hemin (orienté)entre toute paire de sommets de H. Une omposante fortement onnexe d'un graphe G est unsous-graphe H de G tel que H est fortement onnexe. De manière évidente, les omposantesonnexes de G sont deux à deux disjointes. Le théorème suivant donne une ondition su�santepour que H α(K) soit �ni.Théorème 5.1.4 Pour haque onstrution graphe-dirigée telle que G est fortement onnexe, ladimension de Hausdor� de K est le réel α tel que Φ(α) = 1. De plus, 0 < H α(K) < +∞.On étudie maintenant e qui arrive lorsque G n'est pas fortement onnexe. On rappelle ladé�nition de mesure σ-�nie avant de poursuivre.Dé�nition 5.1.5 (E,T , µ) est un espae mesuré. La mesure µ est dite σ-�nie s'il existe unesuite (An)n∈N d'éléments de T véri�ants E =
⋃

n∈N
An, telle que, pour tout n, µ(An) < +∞.



5.1 - Construtions graphe-dirigées 75Le dernier résultat va donner une ondition néessaire et su�sante pour que la mesure deHausdor� assoiée au réel α soit �nie. On note SC(G) l'ensemble des omposantes fortementonnexes de G. On peut véri�er que tout H de SC(G) dé�nit une onstrution graphe-dirigée ;on peut don lui assoier une matrie de onstrution AH = [aH;i,j]i,j≤n, et une matrie AH,β =

[aβ
H;i,j ]i,j≤n de rayon spetral ΦH(β). On note αH le réel β pour lequel ΦH(β) = 1. En�n,on ordonne partiellement SC(G) en disant que H1 � H2 s'il existe un hemin �ni (orienté)

{g1, . . . , gk} dans G tel que g1 ∈ H1 et gk ∈ H2. Le théorème prinipal peut alors être énoné.Théorème 5.1.6 Pour toute onstrution graphe-dirigée, la dimension de K est le réel α =
max{αH ;H ∈ SC(G)} et la mesure H α sur K est positive et σ-�nie. De plus H α(K) < +∞si et seulement si les éléments de {H ∈ SC(G);αH = α} sont deux à deux inomparables.5.1.3 Multi-graphesDans un multi-graphe, plusieurs arêtes distintes peuvent avoir même sommet initial et mêmesommet terminal. Les onstrutions graphe-dirigées ne sont pas dé�nis pour es graphes. Pour-tant elles pourraient avoir un intérêt partiulier lorsque ertains des ompats (les sommets dugraphes) sont isométriques, ou plus généralement homothétiques. On peut donner l'exemple dela poussière de Cantor, pouvant être obtenue par une onstrution graphe-dirigée dont le grapheest elui donné �gure 5.1, et dé�nie par :� J1 = [0; 1

3 ], J2 = [23 ; 1].
� T1,1 : [0; 1

3 ] → [0; 1
3 ] T2,1 : [0; 1

3 ] → [23 ; 1]
x 7→ 1

3x x 7→ 1
3x+ 2

3

T2,2 : [23 ; 1] → [23 ; 1] T1,2 : [23 ; 1] → [0; 1
3 ]

x 7→ 1
3 (x− 2

3) + 8
9 x 7→ 1

3(x− 2
3 ) + 2

9

PSfrag replaements 1 2Fig. 5.1: Constrution graphe-dirigée de la poussière de Cantor.Une onstrution multi-graphe dirigée onsiste en :� une séquene �nie de ompats sans hevauhement de X : J1, . . . , Jn où haque Ji estd'intérieur non vide quel que soit 1 ≤ i ≤ n,� un multi-graphe orienté G de sommets 1, . . . , n où le nombre d'arêtes de i à j est noté pij.Si pij > 0, on dé�nit pij similitudes T(i,j),k où 1 ≤ k ≤ pij de ratio t(i,j),k. De plus,� pour tout i, 1 ≤ i ≤ n, il existe j tel qu'il y a au moins une arête de sommet initial i etde sommet terminal j,� pour tout i, {T(i,j),k(Jj) ; pij > 0 et k varie de 1 à pij} est une famille sans hevauhementset
Ji ⊃

⋃
i,j

(
⋃
k

T(i,j),k(Jj))où l'union est faite sur l'ensemble des ouples (i, j) tels que pij > 0 et k varie de 1 à pij,� si (i1, . . . , iq+1 = i1) est un iruit de G où e1, . . . , eq sont les arêtes du iruit, et t1, . . . , tqsont les ratios des similitudes assoiées à es arêtes, alors
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q∏

k=1

tk < 1.Nous voulons évidemment retrouver les même théorèmes pour des onstrutions multi-graphe-dirigées. La remarque suivante va permettre de se ramener à un graphe lassique.On onsidère une onstrution multi-graphe-dirigée ; J1, J2, . . . , Jn sont les ompats sanshevauhements et d'intérieurs non vide, et G est le graphe de onstrution. On suppose que Gest un multi-graphe dans lequel il existe un unique ouple (i, j) de sommets tels que pij > 1et pij = 2. Pour simpli�er, on prendra i = 1, j = 2. On notera simplement T(i,j) la similitudeassoiée à l'arête entre i et j pour (i, j) 6= (1, 2), et T(1,2),1 et T(1,2),2 elles assoiées aux arêtesallant de 1 à 2.Soit f une isométrie de X telle que pour tout 1 ≤ i ≤ n J22 = f(J2) et Ji sont disjoints. Ondé�nit alors la onstrution graphe-dirigée suivante.
J1, J2 = J21 , J22 , J3, . . . , Jn est un ensemble de ompats sans hevauhements et d'intérieursnon vide. On note e et f les deux arêtes de 1 à 2 dans G : T(1,2),1 et T(1,2),2 leurs sont respetive-ment assoiées. Pour tout 1 ≤ i ≤ n, Ii désigne l'ensemble des arêtes entrantes dans le sommet
i de G. On note I1

2 = I2\{f}, I2
2 = {f} et I1

i = Ii si i 6= 2 : P est la partition de EG résultante.Le nouveau graphe de onstrution G22 = G[P] est l'élatement de G selon P.
G22 a pour sommets 1, 21, 22, 3, . . . , n ; la similitude assoiée à une arête allant de i à j, où
i, j 6= 21 et i, j 6= 22, dans G22 est T(i,j) (la même que elle de G).Il n'y a qu'une seule arête de 1 à 21 et on lui assoie la similitude T(1,21) = T(1,2),1. Les similitudesassoiées aux arêtes de i à 21, ave i 6= 1 sont T(i,21) = T(i,2). Une arête de 21 à j a T(21,j) = T(2,j)pour similitude assoiée.Le sommet 22 n'a qu'une seule arête entrante et elle vient de 1 ; la similitude assoiée est
T(1,22) = T(1,2),2 ◦ f

−1. Une arête de 22 à j a T(22,j) = f ◦ T(2,j) pour similitude assoiée.
G22 n'est pas un multi-graphe. On peut don appliquer les théorèmes prinipaux à ette on-strution. Notamment, il existe un unique veteur de ompats (K1,K21 ,K22 ,K3, . . . ,Kn) de
J1 × J21 × J22 ×

n∏
i=3

K (Ji) véri�ant, pour tout i,
Ki =

⋃
(i,j)∈G22

Ti,j(Kj).De plus, par onstrution, K21 = K2 et K22 = f(K2). On note K0 = K1 ∪K21 ∪K22 ∪ (
n⋃

i=3
Ki).On revient à la onstrution utilisant le multi-graphe G. On peut maintenant a�rmer que leveteur de ompat (K1,K2, . . . ,Kn) de n∏

i=1
K (Ji) véri�e, pour tout i,

Ki =
⋃

(i,j)∈G

Ti,j(Kj).L'uniité de e veteur est assuré par l'uniité du veteur de la onstrution utilisant G22. Onnote K =
n⋃

i=1
Ki.En e qui onerne la dimension, puisque K22 = f(K2) ave f une isométrie, alors dim(K22) =

dim(K2). Il nous su�t alors de se reporter à la propriété 5.1.1 pour onlure que dim(K) =
dim(K0). On rejoint ainsi les résultats du paragraphe 1.2.3 (page 33).Pour onlure sur la validité des onstrutions multi-graphe-dirigées, il nous reste à remarquerque tout multi-graphe peut être transformé, par une série d'élatements élémentaires omme eluique nous venons de dérire, en un graphe (i.e non multi-graphe).



5.2 - Un espae métrique adapté 77Matrie d'inidene et multi-grapheLe paragraphe préédent nous permet de aluler la dimension de l'objet onstruit en passantpar une onstrution graphe-dirigée plus "ompliquée" (au sens du nombre d'état du graphe) ;ela signi�e notamment qu'on étudiera le rayon spetral d'une matrie plus grande. Le but de eparagraphe est de dé�nir orretement une matrie d'inidene pondérée pour un multi-graphe,a�n de pouvoir aluler son rayon spetral, et obtenir ainsi la dimension de l'invariant de on-strution.Si G est le multi-graphe d'une onstrution graphe-dirigée. A haque arête est assoiée unesimilitude T(i,j),k de ratio t(i,j),k. On note MG la matrie d'inidene de G et dé�nie omme en1.2.3 (page 33) :
MG(i, j) =

∑
e∈Oi∩Ij

p(e)où Oi est l'ensemble des arêtes sortantes de i, Ij est l'ensemble des arêtes entrantes dans j, et
p(e) est le ratio de la similitude assoiée à e.La matrie d'inidene pondérée par α de G est notée MG(α), où

MG(α)(i, j) =
∑

e∈Oi∩Ij

(p(e))α.Il faut noter que généralement, MG(α)(i, j) 6= (MG(i, j))α.5.2 Un espae métrique adapté5.2.1 Produit libre de opies de R

R ∗R désignant le produit libre de deux opies de R, on note, pour k un entier naturel, Rkle produit libre R ∗ · · · ∗R de k opies de R.Propriétés 5.2.1 Rk est un groupe dans lequel tout élément t (di�érent de l'origine) a uneunique ériture réduite (�nie) xt0
0 x

t1
1 . . . x

tq
q , ave� pour 0 ≤ i ≤ q, 0 ≤ xi ≤ k − 1 et ti est un réel non nul,� pour 0 ≤ i ≤ q − 1, xi 6= xi+1,� l'origine est notée O.Dans la suite, on se permettra souvent de onfondre un point de Rk ave une de es éritures(pas forément réduites).On dé�nit alors R∞ l'ensemble onstitué des mots xt0

0 x
t2
2 . . . x

tq
q (q > 0) véri�ant les pro-priétés i-dessus, où les xi peuvent prendre n'importe quelle valeur de N, et de l'origine. Cettenotation distingue impliitement les opies de R, bien qu'elles jouent le même r�le ; la opie jsera noté Rj . Désormais, lorsqu'on fait référene à Rk sans plus de préisions, k peut prendretoutes les valeurs de N∗ ou ∞.On dé�nit la distane d invariante par multipliation à gauhe sur Rk telle que tout point

xt0
0 x

t1
1 . . . x

tq
q (en ériture réduite) est à distane |t0|+ |t1|+ · · ·+ |tq| de l'origine. L'élément inversede t = xt0

0 x
t1
1 . . . xtn

n est l'élément t−1 = x−tn
n . . . x−t1

1 x−t0
0 . Si s et t sont deux éléments de Rk,on obtient de l'invariane par multipliation à gauhe que d(s, t) = d(O, s−1t) ; l'ériture réduitede s−1t permet alors d'obtenir la distane de s à t. Rk muni de ette distane est un arbre réel.En partiulier, il n'existe qu'un unique ar reliant deux points quelonques de Rk. On appelerasouvent l'ar entre deux points s et t un intervalle ou segment de Rk et on le notera [s, t].



78 Chapitre 5 - Substitutions sur des arbres réelsDé�nitions 5.2.2 On note Λk l'ensemble des intervalles fermés "orientés" de Rk d'une desformes suivantes :� [xt0
0 . . . x

tn−1

n−1 x
sn
n , xt0

0 . . . x
tn−1

n−1 x
tn
n ], sn 6= tn� [xt0

0 . . . xtn
n , xt0

0 . . . xtn
n x

tn+1

n+1 ]� [xt0
0 . . . xtn

n x
tn+1

n+1 , xt0
0 . . . xtn

n ]On dira de es intervalles qu'ils sont inlus dans une opie de R ; le premier est inlu dans
Rxn, les deux autres sont inlus dans Rxn+1 .Le terme "orienté" signi�e qu'on distingue l'intervalle [t, s] de l'intervalle [s, t] dans Λk. Λk estl'ensemble des intervalles "orientés" inlus dans une opie de R.Dé�nition 5.2.3 Soit ζα une appliation de Λk dans Λk telle que

ζα([O, 01]) = [xt0
0 . . . x

tn−1

n−1 x
sn
n , xt0

0 . . . x
tn−1

n−1 x
tn
n ].Dans le adre de ette dé�nition, on autorise les as où sn = 0 ou (exlusif) tn = 0. On ditque ζα est une similitude de Λk si elle véri�e, pour tout [s, t] ∈ Λk où s−1t = jp (p ∈ R∗ et

0 ≤ j ≤ k − 1 si k �ni et j ∈ N sinon),
ζα([s, t]) = [s′, t′] = [sypt0

0 . . . y
ptn−1

n−1 ypsn
n , sypt0

0 . . . y
ptn−1

n−1 yptn
n ]ave, pour tout 0 ≤ i ≤ n, yi − xi = j[k] (es éritures ne sont pas forément réduites).Le rapport d(s′,t′)

d(s,t) est indépendant de l'intervalle [s, t] ; 'est le ratio de la similitude.Propriété 5.2.4 Donner l'image de [O, 01] su�t à dé�nir une similitude de Λk de manièreunique.5.2.2 Complété métrique de RkOn notera Rk le omplété métrique de Rk. En plus de Rk, Rk ontient tous les mots t =
xt0

0 x
t1
1 . . . x

tn
n . . . in�nis à droite où pour tout n ∈ N, xt0

0 . . . xtn
n ∈ Rk, et tels que ∑

n≥0
|tn| existeet est �nie. Rk est un arbre réel.Si s est un point de Rk, alors Rk \{s} est omposée de 2k omposantes onnexes si k est �ni,et une in�nité sinon ; on notera Cns(t) elle qui ontient le point t. Si s est un point de Rk \Rkalors Rk \ {s} est onnexe.Dé�nition 5.2.5 Si s et t sont deux points de Rk, on note

Cn(s, t) = (Cns(t) ∩ Cnt(s)) ∪ {s, t}.Distane de Hausdor�. On munit l'ensemble des parties de Rk de la distane de Hausdor�assoiée à d (f. dé�nition 5.0.7). Cette distane est notée δ. (Rk, d) étant omplet, l'ensembledes ompats non vide de Rk est omplet pour δ.5.2.3 Ensemble des arbres réels ompatsDé�nition 5.2.6 On notera en�n T k l'ensemble des ompats onnexes non vides de Rk.Les éléments de T k sont des arbres réels.Proposition 5.2.7 (T k, δ) est omplet quel que soit k ∈ N∗, ou k = ∞.



5.3 - Substitutions sur des arbres réels 79Preuve Soit (Tn)n une suite de Cauhy d'élements de T k. Tout élément de T k étant unompat de Rk, et l'ensemble des ompats de Rk étant omplet pour la métrique de Hausdor�,il existe un ompat T limite de la suite (Tn)n.Il s'agit maintenant de véri�er que T est onnexe. On suppose qu'il ne l'est pas ; il existe
P1, P2 deux ompats de Rk et ǫ > 0 tels que T = P1 ∪ P2 et δ([P1]ǫ, [P2]ǫ) > 0. Il existe n0 telque pour tout n ≥ n0, δ(Tn, T ) < ǫ. On déduit de la onnexité des Tn que pour tout n ≥ n0,
Tn ∈ [P1]ǫ ou (exlusif) Tn ∈ [P2]ǫ, e qui est impossible. �5.3 Substitutions sur des arbres réels5.3.1 SubstitutionsSoit A un alphabet. Pour tout élément a de A, soit ja un élément de N∗, et soit Θ = {(aj); a ∈
A, 1 ≤ j ≤ ja} un nouvel alphabet. On dé�nit un ensemble {ζaj ; a ∈ A, 1 ≤ j ≤ ja} de similitudesde Λk de ratios raj véri�ant, pour tout a ∈ A :� 0 < raj pour tout 1 ≤ j ≤ ja,� ⋃

1≤j≤ja

ζaj([O, 0
1]) est un élément de T k qui ontient les points O et 01,� il existe 1 ≤ i, j ≤ ja tels que� ζai([O, 0

1]) = [sai, tai] et O = sai ou O = tai,� ζaj([O, 0
1]) = [saj , taj ] et 01 = saj ou 01 = taj ,� pour tout 1 ≤ i < j ≤ ja, ζai([O, 0

1]) et l'intérieur de ζaj([O, 0
1]) sont disjoints et inverse-ment.On note maintenant ζa la fontion de Λk dans T k dé�nie par

ζa([O, 0
1]) =

⋃
1≤j≤ja

ζaj([O, 0
1]).Remarque 5.3.1 Si [s, t] est un élément de Λk, on peut également le voir omme une partiede Rk. On onfondra les notations en gardant à l'esprit que [s, t] et [t, s] sont di�érents en tantqu'éléments de Λk, mais égaux en tant que parties de Rk.Remarque 5.3.2 L'intervalle J est inlu dans ζa(J) quel que soit J ∈ Λk.Sous-shift de type �ni assoié à la substitution. On onsidère un sous-shift de type �ni

Σζ sur l'alphabet Θ véri�ant :
∀(aj) ∈ Θ,∃! b ∈ A ; ∀1 ≤ i ≤ jb, (aj)(bi) ∈ Σζ .Pour toute lettre (aj) de Θ, on note Caj le ylindre onstitué des mots de Σζ ommençant parla lettre (aj) et Ca =
⋃

1≤j≤ja

Caj .En�n, on suppose l'existene d'un entier h ∈ N tel que, pour tout mot x1x2 . . . xh de Σζ , si
ζxh

◦ · · · ◦ ζx1([O, 0
1]) = [s, t], alors d(s, t) < 1. La propriété importante est la strite inégalité.Dé�nition 5.3.3 La donnée du sous-shift de type �ni et des appliations ζa1, . . . , ζaja pour toutélément de l'alphabet A onstitue la substitution d'arbre réel notée ζ.



80 Chapitre 5 - Substitutions sur des arbres réels5.3.2 Sous-shift de type �ni d'une substitution
ζ est une substitution sur un alphabet Θ = {(aj); a ∈ A, 1 ≤ j ≤ ja} où A est égalementun alphabet. Σζ est le sous-shift de type �ni assoié à la substitution. Pour �xer les idées, on"ordonne" Θ en érivant : Θ = {s1, s2, . . . , sq} où q =

∑
a∈A

ja.On dé�nit alors la matrie Mζ = [mi,j]1≤i,j≤q où mi,j vaut 1 si sisj est un mot de Σζ et 0sinon. La matrie dépend évidemment de l'ordre donné à Θ ; nous ne nous intéressons ependantqu'au spetre de ette matrie, qui n'en dépend pas.Propriété 5.3.4 Mζ est de rang au plus #(A).Cette propriété déoule diretement de la dé�nition du sous-shift de type �ni ;
∀(aj) ∈ Θ,∃! b ∈ A ; ∀1 ≤ i ≤ jb, (aj)(bi) ∈ Σζ .On note La le veteur ligne de longueur q dont la k-ième oordonnée est 1 s'il existe h, 1 ≤ h ≤ jatel que sk = ah et 0 sinon. Les éléments La sont linéairement indépendants et haque veteurligne [mp,1,mp,2, . . . ,mp,q] de Mζ est égal à un des La.5.3.3 Substitutions bornées et simplement bornéesSoient A = {a}, Θ = {(a1), (a2), (a3)} et ζ la substitution de R2 dé�nie par� ζa1([O, 0

1]) = [O, 0
3
4 ],� ζa2([O, 0

1]) = [0
3
4 , 01],� ζa3([O, 0

1]) = [O, 1
1
2 ],� Σζ est le full shift sur Θ.Par dé�nition des similitudes,

ζa3 ◦ ζa3([O, 0
1]) = [O, 0

1
4 ] ⊂ ζa1 ◦ ζa1([O, 0

1]) = [O, 0
9
16 ].On essaiera par la suite d'éviter e genre de hevauhements. On se reporte à la dé�nition dessimilitudes (5.2.3). On onstate que ette dé�nition dépend de l'espae Rk hoisi. Ainsi, si ondé�nit la substitution ζ i-dessus dans R3, on aura notamment ζa3 ◦ ζa3([O, 0

1]) = [O, 2
1
4 ]. Ev-idemment, dans e as, le problème va se reproduire ; il va même se reproduire quel que soit le

Rk hoisi si k est �ni.On remarque que si une substitution est dé�nie dans Rk (k �ni), alors on peut la dé�nir dans
Rh pour tout h ≥ k et dans R∞ ; on dé�nit don les substitutions bornées.Dé�nition 5.3.5 Soit ζ une substitution sur Rk. On dit que ζ est une substitution bornéepar k si pour tout n ∈ N∗ et pour tout ouple (x1 . . . xn, y1 . . . yn) de mots distints de Σζ ,
ζxn ◦ · · · ◦ ζx1([O, 0

1]) et ζyn ◦ · · · ◦ ζy1([O, 0
1]) sont d'intérieurs disjoints.

ζ est simplement bornée par k, si ζa([O, 01]) ⊂ Cn(O, 01) quel que soit a ∈ A.Par la suite, si ζ est bornée par k, on préférera dé�nir ζ dans l'espae Rh, où h est le plus petitentier pour lequel ζ est enore bornée par h. Si ζ n'est bornée par auun entier, on dé�nira ζdans R∞. On note ependant que les résultats qui suivent restent valides même si on ne hoisitpas orretement l'espae de dé�nition.



5.3 - Substitutions sur des arbres réels 815.3.4 Propriétés des substitutions
ζ est une substitution d'arbre réel dé�nie dans Rk, où k est soit un entier ≥ 1, soit ∞. Onutilise les même notations que préédemment pour le sous-shift de type �ni et les similitudes quionstituent ζ.Proposition 5.3.6 Soit a une lettre de A, J0 un élément de Λk, et pour tout n ∈ N, Jan =⋃

x1...xn∈Ca

ζxn ◦ · · · ◦ ζx1(J0). Alors (Jan)n est une suite de Cauhy de T k.Remarque 5.3.7 La remarque 5.3.2 étant vraie pour tout a, on en déduit que Jan ⊂ Ja(n+1).De plus, Jan est onnexe par dé�nition.Preuve On suppose J0 de diamètre l. raj est le ratio de la similitude ζaj . d est la distane sur
Rk et δ est la distane de Hausdor� assoiée.On note r = max

(aj)∈Θ
(raj). Par dé�nition des substitutions, il existe un entier h véri�ant :

∀x1x2 . . . xh ∈ Σζ , ζxh
◦ · · · ◦ ζx1([O, 0

1]) = [s, t] ave d(s, t) < 1 ;on se permettra don de supposer que r < 1.Soit x1 . . . xn ∈ Σζ ; quel que soit le mot x1 . . . xnxn+1 de Σζ , ζxn+1 ◦ · · · ◦ ζx1(J0) est dediamètre inférieur à lrn+1. Si α est l'élement de A tel que pour tout 1 ≤ j ≤ jα, x1 . . . xn(αj)est un élément de Σζ alors en notant jmax = max
a∈A

ja, l'inégalité
δ(ζxn ◦ · · · ◦ ζx1(J0), ζα ◦ ζxn ◦ · · · ◦ ζx1(J0)) ≤ jmaxlr

n+1.est véri�ée (5.3.2), e qui donne l'inlusion
Ja(n+1) ⊂ [Jan]jmaxlrn+1On déduit �nalement de la remarque 5.3.7 que

δ(Jan, Ja(n+1)) ≤ jmaxlr
n+1.La suite (Jan)n est don une suite de Cauhy d'éléments de T k. �Théorème 5.3.8 Soit ζ une substitution de Rk (k entier ≥ 1 ou ∞). Pour tout a ∈ A, et pourtout J de Λk, on note Jan =

⋃
x1x2...xn∈Ca

ζxn ◦ · · · ◦ ζx2 ◦ ζx1(J). Alors il existe un arbre réel nonvide ompat de T k ; Ja = lim
n→+∞

Jan.Preuve La proposition 5.3.6 assure que (Jan)n est une suite de Cauhy de T k ; par la propo-sition 5.2.7, (T k, δ) est omplet et Ja ∈ T k. �Si ζ est une substitution simplement bornée, alors pour tout a ∈ A et [s, t] ∈ Λk, ζa([s, t]) ⊂
Cn(s, t). De plus, Cn(s, t) est fermé.Propriété 5.3.9 Soit ζ une substitution simplement bornée et [s, t] un élément de Λk. Alors :

∀a ∈ A, lim
n→∞

⋃
x1...xn∈Ca

ζxn ◦ · · · ◦ ζx1([s, t]) ⊂ Cn(s, t)



82 Chapitre 5 - Substitutions sur des arbres réels5.4 Etude des ompats limitesLe but de ette setion est de montrer que le veteur de ompats assoié à une substitutionsd'arbre réel est l'invariant d'une onstrution graphe dirigée dont nous donnons la dé�nition.Dans ette setion, ζ sera une substitution d'arbre réel de Rk sur un alphabet A, Θ estl'alphabet {(aj); a ∈ A, 1 ≤ j ≤ ja}, Σζ est le sous-shift de type �ni de Θ assoié à ζ, Mζ samatrie d'inidene, et Ca =
⋃

1≤j≤ja

Caj . On supposera que l'espae Rk est orretement hoisi(f. paragraphe 5.3.3).Dé�nition 5.4.1 On dé�nit le graphe pondéré Hζ assoié au shift Σζ :� les éléments de Θ sont les sommets de Hζ.� il y a une arête de (ai) à (bj) si (ai)(bj) ∈ Σζ.� si e est l'arête de (ai) à (bj), alors e est pondérée par p(e) = ζbj .On noteGζ l'amalgamation (entrante pondérée) deHζ selon la partition maximale. La matried'inidene de Gζ est MG,ζ .Propriété 5.4.2 Le nombre de sommets de Gζ est inférieur ou égal au ardinal de A.Le nombre d'arêtes de Gζ est inférieur ou égal au ardinal de Θ.Soit P la partition maximale de Hζ , et P ∈ P. Pour un ertain a ∈ A, tout élément de Pa exatement ja arêtes sortantes, et es arêtes sont olorées ζa1, . . . , ζaja . On appelle alors a lesommet de Gζ obtenu après amalgamation des sommets de P .On suppose que {1, . . . , p} ⊂ A est l'ensemble des sommets de Gζ et on hoisit p éléments
[s1, t1], . . . , [sp, tp] de Λk, véri�ants pour tout 1 ≤ i ≤ j ≤ p, d(si, ti) = d(sj , tj) > 0. On onstruitles p ompats K1,K2, . . . ,Kp de T k dé�nis, pour 1 ≤ i ≤ p, par

Ki = lim
n→+∞

(
⋃

x1x2...xn∈Ci

ζxn ◦ · · · ◦ ζx2 ◦ ζx1([si, ti])).On supposera que les intervalles [si, ti] sont assez éloignés pour que les Ki soient deux à deuxdisjoints.Dé�nition 5.4.3 Pour toute arête e de Gζ , si i(e) = a, t(e) = b, p(e) = ζaj, on dé�nit lafontion T b
aj omme l'unique homothétie de Rk véri�ant

T b
aj(Kb) = lim

n→+∞
(

⋃
x1x2...xn∈Cb

ζxn ◦ · · · ◦ ζx2 ◦ ζx1(ζaj([sa, ta]))).On remplae les olorations des arêtes de Gζ ; si une arête de a vers b était olorée ζaj , elleest maintenant olorée T b
aj . On remarque que le ratio de T b

aj est raj (elui de ζaj).Proposition 5.4.4 {K1, . . . ,Kp} est l'unique veteur de ompats de p∏
a=1

K (Ka) tel que pourtout a,
Ka =

⋃
1≤j≤ja

T
bj

aj (Kbj
) où pour tout 1 ≤ j ≤ ja, (a, bj) est une arête olorée T bj

aj .Preuve L'égalité Ka =
⋃

1≤j≤ja

T
bj

aj (Kbj
) est véri�ée pour tout a par dé�nition des T bj

aj . On adon dé�nit une onstrution (multi-)graphe-dirigée et on peut onlure. �On notera K =
p⋃

i=1
Ki.Soit Gζ(α) le graphe pondéré dé�ni par :



5.4 - Etude des ompats limites 83� l'ensemble des sommets de Gζ(α) est elui des sommets de Gζ ,� pour toute arête e de Gζ , i(e) = a, t(e) = b, p(e) = T b
aj , l'arête eα, i(eα) = a, t(eα) = b,

p(e) = rα
aj (où raj est le ratio de T b

aj) est une arête de Gζ(α).
Gζ(α) est alors un graphe à pondération réelle, et on note MG,ζ(α) sa matrie d'inidene(pondérée), omme dé�nie en 1.2.3 (page 32). Pour tout sous-graphe F de Gζ fortement onnexe,on dé�nit F (α) de la même manière : MF (α) est sa matrie assoiée. On note alors αF l'uniqueréel tel que le rayon spetral de MF (αF ) soit 1.Alors la dimension de Hausdor� de K est α = max{αF ;F ∈ SC(Gζ)} où SC(Gζ) est l'ensembledes sous-graphes fortement onnexes de Gζ .On déduit la propriété suivante de la propriété 5.1.1.Propriété 5.4.5 Si la matrie d'inidene MG,ζ de Gζ est primitive, alors les dimensions desompats Ki et elle de K sont égales.On pourra se reporter à la propriété 1.2.10 (page 30) et à la proposition 1.2.11 (page 30) pourune ondition sur la matrie d'inidene de Σζ .5.4.1 ExempleSoit A = {a, b} un alphabet, et ζ une substitution d'arbre réel sur R2. On a représenté surla �gure 5.2 les images par ζa et ζb d'un élément X de Λ2. Les fontions ζa et ζb sont dé�nispar ζa(X) =

⋃
1≤i≤5

ζai(X) et ζb(X) =
⋃

1≤j≤3
ζbj(X), où les ζai et ζbj sont des similitudes de Λ2 deratios rai et rbj telles que

ζa1([O, 0
1]) = [O, 0

1
3 ]

ζa2([O, 0
1]) = [0

1
3 , 0

2
3 ]

ζa3([O, 0
1]) = [01, 0

2
3 ]

ζa4([O, 0
1]) = [0

1
3 1

1
3 , 0

1
3 ]

ζa5([O, 0
1]) = [0

2
3 , 0

2
3 1−

1
3 ]

ζb1([O, 0
1]) = [0

1
2 , O]

ζb2([O, 0
1]) = [0

1
2 , 01]

ζb3([O, 0
1]) = [0

1
2 , 0

1
2 1−

1
4 ]Suivant la �gure 5.2, on a

ζa1(X)= [x, z1] ζa2(X)=[z1, z3] ζa3(X)= [y, z3]
ζa4(X)=[z2, z1] ζa5(X)=[z3, z4]
ζb1(X)= [z5, x] ζb2(X)= [z5, y] ζb3(X)=[z5, z6]De plus, ra1 = ra2 = ra3 = ra4 = ra5 = 1

3 , rb1 = rb2 = 1
2 , et rb3 = 1

4 .La matrie du shift de type �ni est donnée i-dessous.
a1 a2 a3 a4 a5 b1 b2 b3

a1
a2
a3

Mζ = a4
a5
b1
b2
b3




1 1 1 1 1 0 0 01 1 1 1 1 0 0 01 1 1 1 1 0 0 00 0 0 0 0 1 1 10 0 0 0 0 1 1 10 0 0 0 0 1 1 10 0 0 0 0 1 1 11 1 1 1 1 0 0 0
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PSfrag replaements

X

ζa(X)

ζb(X)

z1

z2

z3

z4

z5

z6

x

x

x

y

y

y

Fig. 5.2: Exemple de substitution d'arbre réel.
ζ est maintenant omplètement dé�nie. On note alors Ka, Kb, et K les ompats� Ka = lim

n→+∞
(

⋃
x1x2...xn∈Ca

ζxn ◦ · · · ◦ ζx2 ◦ ζx1([O, 0
1])),� Kb = lim

n→+∞
(

⋃
x1x2...xn∈Cb

ζxn ◦ · · · ◦ ζx2 ◦ ζx1([0
2, 03])),� K = Ka ∪Kb.Le graphe Hζ assoié au sous-shift est un graphe à 8 sommets et 32 arêtes, 'est-à-direun peu lourd à représenter. Par ailleurs, puisque 'est un graphe et non un multi-graphe, samatrie d'inidene, Mζ su�t à le dérire ; le poids d'une arête entre (ai) et (bj) sera ζbj . Onreprésente don diretement le graphe Gζ , amalgamation de Hζ selon la partition maximale

Pm = {{a1, a2, a3, b3}, {a4, a5, b1, b2}}.PSfrag replaements
ζa1

ζa2

ζa3

ζa4

ζa5

ζb1

ζb2ζb3

a b

Fig. 5.3: Amalgamation maximale de Hζ .Le graphe Gζ(α) est le même que Gζ à pondération près ; si une arête est pondérée par ζaidans Gζ , elle sera pondérée par rα
ai dans Gζ(α). On en déduit la matrie d'inidene de Gζ(α).

MG,ζ(α) =

[
rα
a1 + rα

a2 + rα
a3 rα

a4 + rα
a5

rα
b3 rα

b1 + rα
b2

]
=

[
3(1

3 )α 2(1
3 )α

(1
4 )α 2(1

2 )α

]

Gζ est fortement onnexe et le polyn�me aratéristique de MG,ζ(α) est
X2 − (3(1

3 )α + 2(1
2 )α)X + 6(1

6 )α − 2( 1
12 )α.Si Φ(α) est le rayon spetral de MG,ζ(α), le théorème 5.1.3 (page 74) assure l'existene d'ununique β tel que Φ(β) = 1. β est la dimension de K. β est l'unique réel véri�ant

1
2 ( (3(1

3 )β + 2(1
2 )β) +

√
(3(1

3 )β + 2(1
2 )β)2 − 4(6(1

6 )β − 2( 1
12 )β) ) = 1En�n, Ka et Kb sont également de dimension β.



5.5 - Substitutions d'arbre simpliial et réalisations 855.5 Substitutions d'arbre simpliial et réalisations5.5.1 RéalisationsIl sera parfois utile de dé�nir une substitution d'arbre réel à partir d'une substitution d'arbresimpliial. On se donne un arbre simpliial X = (VX , EX) �ni de S (A), et on suppose que k estle degré maximal des sommets de X.Dé�nitions 5.5.1 Un arbre T de T k est une réalisation de X s'il existe une fontion injetive
ν : VX → Rk telle que� si (x1, x2, a) ∈ Ex, alors [ν(x1), ν(x2)] est un élément de Λk,� si (x1, x2, a) et (y1, y2, b) sont deux arêtes distintes de X, alors ]ν(x1), ν(x2)[∩]ν(y1), ν(y2)[=

∅,� T est l'enveloppe onvexe de ν(VX).
ν est la fontion de réalisation.Une substitution d'arbre réel ζ est une réalisation d'une substitution τ de S (A) si pour toutelettre a ∈ A,� ζa([O, 0

1]) est une réalisation de τ(Xa) (ave Xa = ({x1, x2}, {(x1, x2, a)})), ave νa(x1) =
O et νa(x2) = 01 (où νa est la fontion de réalisation de τ(Xa)),� ja (le nombre de similitudes de Λk qui onstituent ζa) est égale au ardinal de Eσ(Xa),� quel que soit 1 ≤ j ≤ ja, si ζaj([O, 0

1]) = [s, t] et que (ν−1
a (s), ν−1

a (t), b) ∈ EX , alors pourtout 1 ≤ i ≤ jb, le mot (aj)(bi) est un élément de Σζ (et réiproquement).Dans e as, pour tout n ∈ N, et pour tout a ∈ A, l'arbre ⋃
x1x2...xn∈Ca

ζxn ◦ · · · ◦ ζx2 ◦ ζx1([O, 0
1])est une réalisation de τn(Xa).Si on reprend l'exemple du paragraphe préédent, ζ est une réalisation de la substitution τ dé�niesur S ({a, b}) représentée sur la �gure 5.4.

PSfrag replaements
a

aa aa

b b

b

b

b
x

xx

x y

yy

y

Xa

Xb

τ (Xa)

τ (Xb)Fig. 5.4: Substitution d'arbre simpliial assoiée à ζ.5.5.2 Choisir la bonne métriqueLors de la réalisation d'une substitution, il faut notamment hoisir les ratios des similitudesqui onstituent la substitution d'arbre réel. On s'interesse ii à une réalisation partiulière (quin'existera pas toujours). On se donne une substitution d'arbre simpliial τ de S (A) et uneréalisation ζ. Par dé�nition, Ln =
⋃

x1x2...xn∈Ca

ζxn ◦ · · · ◦ ζx2 ◦ ζx1([O, 0
1]) est une réalisation de

τn(Xa) quel que soit n ∈ N ; on note νn la fontion de réalisation.



86 Chapitre 5 - Substitutions sur des arbres réelsDé�nition 5.5.2 Une réalisation ζ véri�ant
∀n ∈ N,∀a ∈ A,∃la; (y, z, a) ∈ Eτn(Xa) ⇒ d(ν(y), ν(z)) = laest dite idéale.Soient ζ(1) et ζ(2) deux réalisations de τ , où pour tout a ∈ A, ν(1)

a (resp. ν(2)
a ) est la fontion deréalisation telle que ζ(1)

a ([O, 01]) (resp. ζ(2)
a ([O, 01])) est l'enveloppe onvexe de ν(1)

a (Vτ(Xa)) (resp.
ν

(2)
a (Vτ(Xa))) (ave Xa = ({x1, x2}, {(x1, x2, a)})). On dit que deux réalisations ζ(1) et ζ(2) sontisométriques si pour tout a ∈ A, et pour toute arête (x, y, b) de τ(Xa), d(ν(1)

a (x), ν
(1)
a (x)) =

d(ν
(2)
a (x), ν

(2)
a (x)). On va donner une ondition néessaire et su�sante sur une substitution τprimitive, pour qu'il existe une unique (à isométrie près) réalisation idéale ; on donnera égale-ment les ratios des similitudes de ζ.Soit τ une substitution d'arbre simpliial de S (A). Pour tout a ∈ A, on note Xa =

({y, z}, {(y, z, a)}), et on dé�nit l'appliation
κ : A ∪A → A

a 7→ a si a ∈ A

a 7→ a si a ∈ AOn rappelle que pour tout arbre X de S (A), γX : VX × VX → (A ∪A)∗ est la fontion heminde X (f. paragraphe 4.1.1 page 60).Dé�nition 5.5.3 La substitution tron de τ est la substitution (morphisme de monoïde) στdé�nie pour tout a ∈ A par
στ (a) = κ(γτ(Xa)(y, z))La matrie tron de τ est la matrie d'inidene de στ .On rappelle qu'une substitution σ (morphisme de monoïde) est primitive sur un alphabet A sipour tout a, b ∈ A, il existe un entier k tel que b est une lettre du mot σk(a).Dé�nition 5.5.4 Une substitution σ : A → A∗ est dite sous-primitive s'il existe un uniqueensemble α ⊂ A tel que� la restrition σ : α→ α∗ est primitive,� pour tout élément a ∈ A \ α, il existe un entier k tel que σk(a) est un mot de α∗.La suite de e paragraphe est onsaré à démontrer le théorème suivant.Théorème 5.5.5 Soit τ une substitution d'arbre simpliial primitive de S (A), et στ sa substi-tution tron. Il existe une unique (à isométrie près) réalisation idéale de τ si et seulement si στest sous-primitive.Une extension du théorème de Perron-FrobeniusSoit σ : A → A∗ une substitution sous-primitive sur un alphabet A et soit α l'ensemblemaximal (pour l'inlusion) sur lequel σ est primitive. On note Mσ la matrie d'inidene de

σ et M (α)
σ la matrie d'inidene de la restrition de σ à α. Le théorème de Perron-Frobeniuss'applique sur M (α)

σ et on note λ la valeur propre dominante.Propriété 5.5.6 λ est la valeur propre dominante de Mσ. λ est une valeur propre simple etadmet un unique (à homothétie près) veteur propre à gauhe stritement positif.
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τ est une substitution de S (A) et pour tout a ∈ A, on note ja le nombre d'arêtes de τ(Xa),ave Xa = ({y, z}, {(y, z, a)}). Si ζ est une réalisation de τ , alors ζ est onstituée des similitudes

ζaj , a ∈ A et 1 ≤ j ≤ ja et on note raj leurs ratios.On suppose que la substitution tron στ est sous-primitive et que λ est la valeur propredominante de sa matrie d'inidene Mt. On suppose que A = {1, 2, . . . , d} ; pour tout 1 ≤ i ≤ d,on note Mt(i) le veteur obtenu en prenant la i-ème olonne de Mt et on dé�nit le veteur ratios
Vi assoié à i tel que� Vi est un veteur propre à gauhe pour λ de la matrie tron de τ ,� ViMt(i) = 1.Théorème 5.5.7 Si τ est une substitution de S (A) primitive et que la substitution tron στassoiée à τ est sous-primitive, alors ζ est une réalisation idéale si et seulement si pour tout i ∈ A,et pour tout 1 ≤ j ≤ ji, on a rij = Vi(k), où k est l'unique lettre de A telle que (ij)(k1) ∈ Σζ .Par la suite, on note V la matrie dont la i-ème ligne est exatement Vi. L'élément de V à laligne i olonne j sera noté λij .Preuve des théorèmes 5.5.5 et 5.5.7On va montrer les théorèmes 5.5.5 et 5.5.7 en même temps. τ est toujours une substitutionde S (A) primitive et ζ est une réalisation de τ . On suppose que στ est sous-primitive. Mt estla matrie tron, et V est la matrie dé�nie préédemment. On ommene par montrer que si
rij = λij pour tout i ∈ A et 1 ≤ j ≤ ji, alors ζ est idéale.Pour ela, on va montrer la propriété (su�sante) suivante : si j1, . . . , jk sont des élémentsde A, alors ∏

1≤h≤k−1

λjhjh+1
= λ−(k−2)λj1jk

. Il su�t de montrer que pour tout j1, j2, j3 ∈ A,
λj1j2λj2j3 = λ−1λj1j3 et une éventuelle réurrene nous permettra de onlure. On ommene parremarquer que pour tout i ∈ A, ViMt(i) = 1 = λλii (puisque Vi est un veteur propre à gauhepour λ). De plus, pour tout i, j ∈ A, Vi =

λij

λjj
Vj. On obtient ainsi, pour j1, j2, j3 ∈ A,� Vj1 = λλj1j3Vj3 ,� Vj1 = λλj1j2Vj2 = λλj1j2λλj2j3Vj3 ,� et �nalement λj1j2λj2j3 = λ−1λj1j3 .Il faut maintenant montrer que ζ est la seule (isométrie près) réalisation de τ . On a supposéla substitution τ primitive ; quitte à travailler sur une puissane, on va en plus supposer que pourtout i, j ∈ A, il existe une arête olorée j dans τ(Xi) (Xi = ({y, z}, {(y, z, i)})). Une premièreremarque que l'on peut faire, est que si deux similitudes ζij1 et ζij2 sont telles qu'il existe ununique élément k ∈ A pour lequel (ij1)(k1) et (ij2)(k1) sont des éléments de Σζ , alors rij1 = rij2 ;on note désormais ηik e oe�ient. De plus, si ζ est idéale, alors pour tout i, j ∈ A, il existeun réel lij tel que pour tout j1, j2, . . . jk ∈ A, le produit ηij1ηjkj

∏
1≤h≤k−1

ηjhjh+1
est égal à lij .Notamment, lij = ηijη

k
jj = ηk

iiηij ; on en déduit don que pour tout i, j ∈ A, ηii = ηjj. Onremarque de plus que ηijηji = η2
ii = η2

jj.On note Wi = [ηi1 ηi2 . . . ηid] pour tout i ∈ A. Quels que soit i, j, k, h ∈ A, les égalitéssuivantes sont véri�és.
ηkjηjh = ηkiηih ⇔

ηjh

ηki
=
ηih

ηkj
⇔

η2
ii

ηki
ηjh =

η2
jj

ηkj
ηih ⇔ ηikηjh = ηjkηih ⇔

ηik

ηjk
=
ηih

ηjhet on en déduit que Wi et Wj sont olinéaires.Par dé�nition de la substitution d'arbre et de la matrie tron, l'équation WiMt(i) = 1 estvéri�ée pour tout i ∈ A et par olinéarité, ηii

ηji
=
ηij

ηjj
pour tout i, j ∈ A. On obtient �nalement
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WiMt(j) =

ηij

ηjj
; Wi est don un veteur propre à gauhe stritement positif assoiée à la valeurpropre η−1

11 .Mt étant primitive, λ (sa valeur propre dominante) est la seule qui admet un veteurpropre stritement positif, et on a don η−1
11 = λ.On suppose maintenant que la substitution tron n'est pas sous-primitive. On suppose l'ex-istene d'une réalisation idéale, et on reprend le raisonnement et les notations utilisé pour ladémonstration de l'uniité dans le as sous-primitif. On a obtenu pour tout i ∈ A un veteurpropre à gauhe stritement positif Wi de la matrie Mt ; Wi est assoié à la valeur propre η−1

11et les Wi sont olinéaires. Si στ n'est pas sous-primitive, alors il existe une partition {α1, . . . , αp}de A telle que pour tout 1 ≤ i ≤ p, la restrition de στ à αi est sous-primitive. On peut as-soier à haque αi la matrie d'inidene de στ sur αi. Deux as peuvent alors se produire. Si
2 de es sous-matries ont des valeurs propres dominantes di�érentes, alors il n'existe auunveteur propre à gauhe de Mt stritement positif, et on ontredit l'existene de la réalisationidéale. Si toutes les sous-matries ont même valeur propre dominante, le sous espae propre estde dimension > 1. Il existe alors une in�nité de réalisation idéale.



Chapitre 6Construtions de ÷urs ompats parsubstitutions d'arbreSoit A un alphabet et A∗ le monoïde libre engendré par A et AN l'ensemble des mots in�nisunilatéraux indiés par N et AZ l'ensemble des mots bi-in�nis pointés indiés sur Z. L'appliationshift est notée S, aussi bien AN que sur AZ. Si σ est une substitution primitive, alors σ engendreles deux systèmes dynamiques (Ω+, S) et (Ω, S), ave Ω+ ⊂ AN et Ω ⊂ AZ. Si σ est unesubstitution inversible, alors elle s'étend naturellement en un automorphisme du groupe libremuni de la base F (A).Etant donné un représentant topologique train-trak sur un graphe G de σ−1, on a donnédans le hapitre 2 (setion 2.3) une méthode pour onstruire un arbre réel T pour lequel� F (A) agit sur T de manière non-triviale, minimale, les stabilisateurs d'ars sont triviaux,� il existe η > 0 et une homothétie H : T → T de fateur η telle que
σ−1(w)H = Hwpour tout élément w de F (A),� l'ation est à orbites denses si η > 1.On se plaera dans le as η > 1, a�n de pouvoir onstruire l'appliation Q : ∂F (A) → T ∪

∂T dé�nie au hapitre 2 (setion 2.3.1). L'ensemble Q(Ω+) a un intérêt partiulier. C'est unensemble auto-similaire sur lequel on peut dé�nir un éhange de domaines. Il est également àrapproher de l'ensemble limite dé�ni dans [8℄. L'objetif de e hapitre est de onstruire Q(Ω+)par substitutions d'arbre sur deux lasses d'exemples. La onstrution par substitutions d'arbrefera lairement apparaître sur Q(Ω+) la dynamique symbolique engendrée par σ, et permettrade donner une nouvelle (et plus expliite) dé�nition de l'appliation Q : Ω+ → T .6.1 Premier exempleEnonés des résultats de la setion 6.1Soit d ≥ 3 ; on dé�nit sur A = {1, 2, . . . , d} la substitution primitive σ :
σ : 1 7→ 12

k 7→ (k + 1) pour 2 ≤ k ≤ d− 1
d 7→ 1

σ engendre le système dynamique symbolique (Ω+, S). σ est inversible, et on note enore σl'automorphisme du groupe libre de base A (désormais noté Fd) engendré par la substitution, et
σ−1 son inverse. La lasse extérieure de σ−1 est notée Φ1 (f. setion 2.2 page 44).On rappelle que la rose à d pétales, notée Rd, est le graphe topologique onstitué d'un uniquesommet ∗ et de d arêtes (de ∗ à ∗) (voir sous-setion 2.2.1 page 45). Φ1 admet un représentant



90 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbretopologique train-trak h0 sur Rd. Un hemin α : [0, 1] → Rd où α(0) = α(1) = ∗ détermine unélément < α > du groupe fondamental π1(Rd, ∗) de Rd. On identi�e π1(Rd, ∗) ave le groupe libre
Fd ; si e est un ar de Rd, < e > est un élément de Ad ∪ A−1

d . h0 est l'équivalene d'homotopiede Rd dans Rd véri�ant, pour tout ar e de Rd, < h0(e) >= σ−1
d (< e >). On note η la valeurpropre dominante de la matrie d'inidene de h0. Le veteur v = [1 ηd−1 ηd−2 . . . η2 η] est unveteur propre à gauhe assoié à η. On munit Rd de la métrique telle que si e1, e2, . . . , ed sontles ars de Rd, alors ei est de longueur v(i), et on onstruit l'arbre T assoié à σ−1 (f. setion2.3 page 47). L'ation de Fd sur T est à orbites denses et on dé�nit Q : ∂Fd → T ∪ ∂T .On va dérire Q(Ω+) grâe aux propriétés du système dynamique engendré par σ. Leshapitres 4 et 5 dé�nissent les substitutions d'arbre. L'objetif est de montrer omment on peutonstruire Q(Ω+) grâe à es substitutions d'arbre. On donnera deux manières équivalentes ; lesdeux se basent sur une substitution d'arbre simpliial. La première méthode onsiste à donnerune suite d'arbres simpliiaux et à lui assoier par réalisation une suite d'arbres réels ; on pourrase reporter au théorème 5.5.5 (page 86). L'autre approhe onsiste dé�nir diretement une sub-stitution sur des arbres réels (qui sera une réalisation de la substitution d'arbre simpliial). Dansles deux as, la suite d'arbres réels obtenue est une suite de Cauhy (au sens de la métrique deHausdor�) de T d et onverge vers un arbre isomorphiquement isométrique à Q(Ω+). On noteque la seonde méthode permettra notamment d'expliiter une onstrution graphe-dirigée dont

Q(Ω+) sera l'invariant ; on obtiendra ainsi sa dimension de Hausdor�.On va maintenant onstruire une substitution d'arbre assoiée à σ. Soit Aτ = {1, . . . , d, (d+
1), . . . , (2d−2)} ; Aτ ontient A, ainsi que d−2 lettres supplémentaires, dont le sens sera expliitépar la suite. Si Xi est un élément de SE(Aτ ), Xi = ({x, y}, {(x, y, i)}), où i ∈ Aτ , τ est dé�niepar :� τ(X1) = Xd,� l'image de X2 est représentée sur la �gure 6.1,� τ(Xi) = Xi−1 si 3 ≤ i ≤ d,� τ(Xd+1) = X1,� τ(Xi) = Xi−1 si d+ 2 ≤ i ≤ 2d− 2.PSfrag replaements
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τ (X2) Fig. 6.1: Substitution d'arbre assoiée à σ.On appelle Ls

0 l'arbre onstitué d'une raine x0 et de d arêtes olorées 1, 2, . . . , d sortant de etteraine et Ls
n = τn(Ls

0). x0 est la raine de Ls
n quel que soit n ∈ N. BT s

n est l'ensemble dessommets de Ls
n ; par dé�nition de la substitution d'arbre, pour tout n ∈ N, BT s

n ⊂ BT s
n+1. La�gure 6.2 illustre l'ation de τ sur Ls

0 (dans le as d = 3).On notera γn la fontion hemin de Ls
n. On dé�nit le morphisme pr : (Aτ ∪ Aτ )

∗ → Fd (où
Aτ = {1, . . . , d, (d + 1), . . . , (2d − 2)}) tel que� pr(k) = k pour k ∈ {1, . . . , d},� pr((d+ k)) = σk(1) pour k ∈ {1, . . . , d− 2},� pr(k) = k−1 pour k ∈ {1, . . . , d},� pr((d+ k)) = σk(1−1) pour k ∈ {1, . . . , d− 2}.
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0, L

s
1, L

s
2, L

s
3 dans le as d = 3.Cette appliation expliite les d − 2 lettres de Aτ \ A ; on va pouvoir assoier des mots de Fdaux hemins de Ls

n. Soit ω = lim
n→+∞

σn(1) ; on note Ω+
0 l'ensemble des points v de Ω+ tels que

Sk(v) = ω (dans e as, v = uω ave u mot positif de Fd) ou Sk(ω) = v (dans e as, v = uωave u mot négatif de Fd et u−1 est pré�xe de ω) pour un ertain k.Proposition 6.1.1 Pour tout point v = uω de Ω+
0 , il existe un unique sommet x = fQ(v) de⋃

n∈N

BT s
n et un unique entier p0 minimal tel que pour tout p ≥ p0, u = σp(pr(γp(x0, x))).On remarque que Ls

0 = τd−1(X2), où X2 est un élément de SE(Aτ ) dont l'arête est olorée
2 ; les sommets de τn(X2) sont de degré au plus d quel que soit n ∈ N. On déduit du théorème5.5.5 (page 86), que hoisir une réalisation de X2 dé�nit de manière unique (à isométrie près) lesréalisations des arbres Ls

n dans Rd si on impose� deux arêtes de Ls
n de même ouleur ont deux réalisations isométriques,� si νn est la fontion de réalisation de Ls

n, et si x est un sommet ommun à Ls
k et Ls

k+1,alors νk+1(x) = νk(x).En hoisissant une réalisation de X2 de longueur de η2d−2 (on rappelle que η est la valeur propredominante de la matrie d'inidene de h0, représentant topologique train-trak sur la rose de
σ−1), la longueur de la réalisation de l'arête de Ls

0 olorée k est donnée par la k-ième oordonnéedu veteur [1 ηd−1 ηd−2 . . . η2 η].On note Ln l'enveloppe onvexe de νn(BT s
n) = BTn ; la suite (Ln)n onverge vers un arbreréel L de T d. Par densité de ⋃

n∈N

BTn dans L et par la proposition 6.1.1, on dé�nit la fontion fQsurjetive de Ω+ dans L. Pour tout x ∈ L, l'ensemble Q(f−1
Q ({x})) ⊂ T est réduit à un uniqueélément. On peut don dé�nir la fontion ξ : L→ Q(Ω+), qui à tout fQ(v) (v ∈ Ω+) assoie Q(v).On peut maintenant énoner un premier résultat. σ engendre le système dynamique (Ω+, S),

T est un arbre invariant de l'automorphisme σ−1 et Q est l'appliation équivariante surjetivede ∂Fd dans T ∪ ∂T assoiée. τ est la substitution d'arbre assoiée à σ et on peut dérire, grâeaux arbres Ls
n = τn(Ls

0), une suite d'arbres réels onvergente vers un arbre réel L. Les heminsdes arbres Ls
n nous permettent de onstruire une fontion fQ surjetive de Ω+ dans L.Théorème 6.1.2 L'appliation ξ dé�nie pour tout v de Ω+ par

ξ : L → Q(Ω+)
fQ(v) 7→ Q(v)



92 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbreest une bijetion isométrique.Pour tout mot u positif de L(Ω+), on note Pu l'ensemble des mots v de Ω+ tels que uvappartient enore à Ω+. On note µ l'unique mesure de probabilité du système (Ω+, S) (f. sous-setion 1.4.3 page 37). Pour tout n ∈ N, l'ensemble des Pu, |u| = n forme une partition (moduloun ensemble de mesure nulle) notée Pn de Ω+. Si Pu et Pv sont deux éléments de Pn, alors onnote Pu ∼ Pv si µ(Pu) = µ(Pv).Soient s et t deux points de Rd. Rd \ {s} est omposé de 2d omposantes onnexes ; on note
Cns(t) elle qui ontient t et

Cn(s, t) = (Cns(t) ∩ Cnt(s)) ∪ {s, t}.On rappelle que BTn est l'ensemble des points de branhement et des points terminaux de Ln.Soient s et t deux points de BTn ; on dit que [s, t] est un ar simple si ]s, t[ ne ontient auunpoint de BTn.Lemme 6.1.3 Pour tout ar simple [s, t] de Ln, il existe u ∈ L(Ω+) pour lequel
fQ(Pu) = Cn(s, t) ∩ L.Un travail sur les fateurs spéiaux du langage permet alors d'obtenir le théorème suivant.Théorème 6.1.4 Soit n ∈ N. Il existe un entier m tel que pour tout Pv ∈ Pm (où Pm est lapartition (modulo un ensemble de mesure nulle) de Ω+ onstituée des Pu, |u| = m), il existe ununique ar simple [s, t] de Ln pour lequel fQ(Pv) = Cn(s, t) ∩ L ; réiproquement, pour tout arsimple [s, t] de Ln, il existe un unique élément Pv de Pm tel que fQ(Pv) = Cn(s, t)∩L. De plus,si n = 0, alors m = 1, et si n > 0, alors #(Pm/ ∼) = 2d−2 ou (de manière équivalente), L(Ω+)possède un mot bispéial (prolongeable à droite et à gauhe d'au moins 2 manières) de longueur

(m− 1). Réiproquement, si #(Pm/ ∼) = 2d− 2, alors il existe n ∈ N pour lequel Ln véri�e lespropriétés énonées.6.1.1 Abélianisé et points périodiquesSoit d un entier supérieur ou égal à 3 et A = {1, 2, . . . , d} un alphabet. On note σ la substi-tution de l'alphabet A dé�nie par
σ : 1 7→ 12

k 7→ (k + 1) pour 2 ≤ k ≤ d− 1
d 7→ 1La matrie d'inidene Mσ de σ est dé�nie par� Mσ(1, 1) = Mσ(1, d) = 1,� pour tout 2 ≤ i ≤ d, Mσ(i+ 1, i) = 1,� Mσ est nulle partout ailleurs.Le développement du determinant de Mσ − xId par rapport à la première ligne donne (1 −

x)(−x)d−1 + (−1)d−1. Cette matrie est primitive et admet don une valeur propre réelle domi-nante λ (> 1) ; λ véri�e λd = λd−1 + 1.
σ est primitive quel que soit d ; on note (Ω, S) le système dynamique symbolique assoié à σ et
L(Ω) son langage. On remarque que le mot k1 est dans le langage quel que soit 1 ≤ k ≤ d et onnote

ωk = lim
n→+∞

σdn(k.1).
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ω1, . . ., ωd sont les seuls points périodiques de σ ; on note Ωper = {ω1, . . . , ωd}.Par la suite, nous parlerons également de shift unilatéral, et on notera

ω = lim
n→+∞

σn(1).Dé�nition 6.1.5 Si u est un mot de Ω, le mot (u−i)i∈N∗ (in�ni à gauhe) sera appelé passé de
u et le mot (ui)i∈N (in�ni à droite) sera appelé futur de u.6.1.2 Points �xes de la lasse extérieureSi F ({1, . . . , d}) est le groupe libre à d éléments muni de la base {1, . . . , d}, on notera en-ore σ l'automorphisme de F ({1, . . . , d}) induit par la substitution et Φ sa lasse extérieure.
F ({1, . . . , d}) sera désormais simplement noté Fd. Pour tout mot w de Fd, on note iw l'automor-phisme qui à tout mot u de Fd assoie iw(u) = w−1uw. On pourra se reporter au hapitre 3 pourles notations et pour une méthode de reherhe de points �xes (voir théorème 3.3.5 (page 56) etla disussion qui s'ensuit).On onsidère les d−1 automorphismes dé�nis, pour tout 1 ≤ k ≤ d−1, par Ψk = iσd+(k−1)(1)◦

σ2d−2. Ψ1 �xe (ω1,1, ω1,2) ave
ω1,1 = lim

n→+∞
Ψn

1 (1.1), ω1,2 = lim
n→+∞

Ψn
1 (1.2).Pour 2 ≤ k ≤ d− 1, Ψk �xe (ωk,1, ωk,2) ave

ωk,1 = lim
n→+∞

Ψn
k(1 . . . k.1), ωk,2 = lim

n→+∞
Ψn

k(1 . . . k.(k + 1)).En ajoutant à es points le point �xe donné par les mots de Ωper, on note que la borne donnéepar [10℄ (théorème 1′) est atteinte.6.1.3 Automate des pré�xes-su�xesL'automate des pré�xes-su�xes de σ est dérit en �gure 6.3. On se reporte à la setion 1.5
PSfrag replaements 1 2
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(ǫ, k, ǫ)Fig. 6.3: Automate des pré�xes-su�xes de σ.(page 37) et au théorème 1.5.7 onernant l'automate des pré�xes-su�xes pour les notations.Développements des points �xes de Φ en pré�xes-su�xesCes développements nous serviront prinipalement à exprimer de manière simple les fateursspéiaux du langage ; on verra même par la suite qu'on obtient tous les fateurs spéiaux grâeaux points �xes. On utilise le symbole ∗ pour signi�er qu'un développement est ultimementonstant ; le dernier terme entre rohets ou parenthèses est répété à l'in�ni. Les éléments de
Ωper ont tous pour développement (ǫ, 1, 2)∗ ; par ailleurs, on a
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Γ(S−1(ω1)) = [(ǫ, 1, ǫ)(ǫ, d, ǫ)(ǫ, (d − 1), ǫ) . . . (ǫ, 4, ǫ)(ǫ, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)]∗,
Γ(S−1(ω2)) = [(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, ǫ)(ǫ, d, ǫ)(ǫ, (d − 1), ǫ) . . . (ǫ, 4, ǫ)(ǫ, 3, ǫ)]∗,
Γ(S−1(ω3)) = [(ǫ, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, ǫ)(ǫ, d, ǫ) . . . (ǫ, 4, ǫ)]∗,
Γ(S−1(ωk)) = [(ǫ, k, ǫ) . . . (ǫ, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, ǫ)(ǫ, d, ǫ) . . . (ǫ, (k + 1), ǫ)]∗ si k ≥ 4.Pour e qui onerne les autres, on va donner à la fois leurs développements par rapport à σet leurs développements par rapport à σ2d−2. On notera Γ2d−2 l'appliation qui à un mot de Ωassoie son développement dans l'automate de σ2d−2.Si k = 1 et d 6= 3 (si d = 3, on utilisera la formule donnée pour k = d− 2) :

Γ(ω1,1) = [(ǫ, 1, 2)(ǫ, 1, ǫ)(ǫ, d, ǫ) . . . (ǫ, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, 2)d−3 ]∗
Γ(S(ω1,2)) = [(ǫ, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, 2)d−2(ǫ, 1, ǫ)(ǫ, d, ǫ) . . . (ǫ, 4, ǫ)]∗

Γ2d−2(ω1,1) = (σd(1) , 1 , 2σd+1(2) . . . σ2d−3(2))∗
Γ2d−2(S(ω1,2)) = (σ(1) , 3 , σ2(2) . . . σd−1(2))∗si k = 2 et d ≥ 5 (si d = 3, on utilisera la formule donnée pour k = d− 1, et si d = 4, on prendrala formule donnée pour k = d− 2) :
Γ(ω2,1) = [(ǫ, 1, 2)2(ǫ, 1, ǫ)(ǫ, d, ǫ) . . . (ǫ, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, 2)d−4 ]∗

Γ(S(ω2,2)) = [(ǫ, 4, ǫ)(ǫ, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, 2)d−2 (ǫ, 1, ǫ)(ǫ, d, ǫ) . . . (ǫ, 5, ǫ)]∗

Γ2d−2(ω2,1) = (σd+1(1) , 1 , 2σ(2)σd+2(2) . . . σ2d−3(2))∗
Γ2d−2(S(ω2,2)) = (σ2(1) , 4 , σ3(2) . . . σd(2))∗si 3 ≤ k ≤ d− 3 (pour d ≥ 6) :

Γ(ωk,1) = [(ǫ, 1, 2)k(ǫ, 1, ǫ)(ǫ, d, ǫ) . . . (ǫ, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, 2)d−k−2 ]∗
Γ(S(ωk,2)) = [(ǫ, (k + 2), ǫ) . . . (ǫ, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, 2)d−2(ǫ, 1, ǫ)(ǫ, d, ǫ) . . . (ǫ, (k + 3), ǫ)]∗

Γ2d−2(ωk,1) = (σd+k−1(1) , 1 , 2σ(2) . . . σk−1(2)σd+k(2) . . . σ2d−3(2))∗
Γ2d−2(S(ωk,2)) = (σk(1) , (k + 2) , σk+1(2) . . . σd+k−2(2))∗si k = d− 2 :

Γ(ωd−2,1) = [(ǫ, 1, 2)d−2(ǫ, 1, ǫ)(ǫ, d, ǫ) . . . (ǫ, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)]∗
Γ(S(ωd−2,2)) = [(ǫ, d, ǫ) . . . (ǫ, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, 2)d−2(ǫ, 1, ǫ)]∗

Γ2d−2(ωd−2,1) = (σ2d−3(1) , 1 , 2σ(2) . . . σd−3(2))∗
Γ2d−2(S(ωd−2,2)) = (σd−2(1) , d , σd−1(2) . . . σ2d−4(2))∗si k = d− 1 :

Γ(S(ωd−1,1)) = [(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, 2)d−2(ǫ, 1, ǫ)(ǫ, d, ǫ) . . . (ǫ, 3, ǫ)]∗
Γ(S(ωd−1,2)) = [(ǫ, 1, ǫ)(ǫ, d, ǫ) . . . (ǫ, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, 2)d−2 ]∗

Γ2d−2(S(ωd−1,1)) = (1 , 2 , σ(2) . . . σd−2(2))∗
Γ2d−2(S(ωd−1,2)) = (σd−1(1) , 1 , σd(2) . . . σ2d−3(2))∗On remarque que σ0(1) = 1, σ(1) = 12, σ2(1) = 123 et pour tout 3 ≤ k ≤ d − 1, σk =

12 . . . k(k + 1). De plus, on déduit de l'égalité σd(1) = σd−1(1)1 que pour tout 0 ≤ k ≤ d− 2,
σd+k(1) = σ2d−2((k + 2))σk(1)



6.1 - Premier exemple 95On se reporte alors au théorème 3.3.5 (page 56) pour onlure qu'on est bien en présene depoints �xes. On déduit du théorème 1.5.6 (page 39) que pour tout 1 ≤ k ≤ d − 1, ωk,1 et ωk,2sont des points de Ω\
⋃

n∈Z

Sn(Ωper). De plus, le orollaire 3.3.2 (page 55) nous permet de déduireque deux points �xes (deux n-uplets) distints sont dans deux orbites di�érentes. On en onlut(puisque la borne de [10℄ est atteinte) que la propriété suivante est véri�ée.Propriété 6.1.6� Si deux points de ⋃
n∈Z

Sn(Ωper) ont même passé, alors ils sont égaux,� si deux points de Ω \
⋃

n∈Z
Sn(Ωper) ont même futur, alors ils sont égaux.Conséquene 6.1.7 ω = lim

n→+∞
σn(1) est l'unique mot in�ni à droite qui soit spéial à gauhe.6.1.4 Fateurs spéiauxOn ommene par mettre en évidene les fateurs spéiaux à gauhe. On dit qu'un mot u de

L(Ω) peut être désubstitué s'il existe un unique mot udes ∈ L(Ω) de longueur minimale tel que
u est pré�xe σ(udes). On pourra véri�er que les mots de longueur 2 du langage sont� k1, 1 ≤ k ≤ d,� k(k + 1), 1 ≤ k ≤ d− 1,et puisque d n'est pas spéial à gauhe, on en déduit que le mot 11 ne l'est pas non plus. 1 étantle seul mot de longueur 1 spéial à gauhe, il vient que 12 est le seul mot de longueur 2 spéialà gauhe.Lemme 6.1.8 Si u est spéial à gauhe, |u| ≥ 2 et si u peut être désubstitué, alors son désubstituéest enore spéial à gauhe.Preuve Soit u un mot spéial à gauhe et |u| ≥ 2. On remarque d'abord que 2 n'est pas spéialà gauhe : 12 est le seul mot de longueur 2 de su�xe 2. On suppose hu et ku dans L(Ω) ave
h, k ∈ {1, 12, 3, . . . , d}. Tout mot de longueur ≥ 2 spéial à gauhe a pour pré�xe 12 ; le mot 1uest don désubstituable en dudes. Si h = 1 (resp. k = 1), on note hdes = d (resp. kdes = d). Si
h, k 6= 1, h et k sont désubstituables et on note hdes et kdes leurs désubstitués ; si h 6= k, alors
hdes 6= kdes. De plus, si u est désubstituable et udes est son désubstitué, alors hu et hk le sontégalement et les mots hdesudes et kdesudes sont des éléments de L(Ω). udes est don spéial àgauhe. �Proposition 6.1.9 Tout mot spéial à gauhe est pré�xe de ω.Preuve On a déjà véri�é la propriété pour les longueurs 1 et 2. Tout mot de longueur ≥ 2spéial à gauhe a pour pré�xe 12 ; si elui-i peut être désubstitué, alors son désubstitué est delongueur stritement inférieure. On suppose que pour tout k ≤ n, l'unique mot de longueur kspéial à gauhe est le pré�xe (de longueur k) de ω. Soit u = u0 . . . un−1un un mot spéial àgauhe. Si un 6= 1, on peut immédiatement désubstituer u en udes ave |udes| < |u| ; udes est alorsun pré�xe de ω, et u l'est également.Si un = 1 et un−1 6= d, on peut enore désubstituer u puisque les paires kd, k 6= d− 1 ne sont pasdans le langage, et on onlut de la même manière.Si un = 1 et un−1 = d et u est spéial à gauhe, le mot u′ = u0 . . . un−1 est enore spéial àgauhe. L'hypothèse de réurrene s'applique et u′ est pré�xe de ω ; u′ n'est pas spéial à droitepuisque d ne l'est pas, et on onlut que u est pré�xe de ω. �On rappelle que ω peut être étendu à gauhe par d lettres.



96 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbreConséquene 6.1.10� La fontion de omplexité p de L(Ω) véri�e pour tout n ∈ N∗ : p(n) = (d− 1)n+ 1.� Les mots spéiaux à droite sont exatement les su�xes des passés des ωi,1, 1 ≤ i ≤ d− 1.On étudie maintenant les mots bispéiaux : leur intérêt apparaîtra par la suite. Soit u =
σun(1)σun−1(1) . . . σu1(1)σu0(1), orrespondant au début du développement en pré�xes de ωk,m(quels que soient 1 ≤ k ≤ d − 1 et 1 ≤ m ≤ 2). u est spéial à droite par dé�nition et u estpré�xe de σun+1(1) (et don de ω) par 1.5.5 (page 38), e qui le rend bispéial. On va montrerque e sont les seuls mots bispéiaux.Remarque 6.1.11 Tout pré�xe de ω est atteint par un développement du type

σvn(1)σvn−1(1) . . . σv1(1)σv0(1)où pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1, vi+1 − vi ≥ d.Il su�t d'érire le développement des shiftés de ω1 dans l'automate des pré�xes-su�xes pour s'enonvainre.Lemme 6.1.12 Pour n = d− 1 et pour tout n > 2d− 2, σn(1) n'est pas spéial à droite.Preuve Pour tout n tel que n = d− 1[d], la dernière lettre de σn(1) est d ; le mot d n'étant passpéial à droite, σn(1) ne l'est pas non plus.On suppose n > 2d−2 et n = h[d] ave h 6= d−1. D'après 6.1.10, σn(1) n'est spéial à droiteque s'il est su�xe du passé d'un des points �xes ωi,2. Par ailleurs, la dernière lettre de σn(1) est
(h+ 1). Il su�t don de véri�er que σn(1) n'est pas su�xe du passé de ω(h+1),2.Sahant que σd(1) = σd−1(1)1 et que n > 2d − 1 (ar 2d − 1 = d − 1[d]), on déduit que lemot σh+2d−1(1)σh+d−1(1)σh(1) est su�xe de σn(1). On sait par ailleurs que σh+2d−1(1)σh(1) =
σh+2d−2(1)σh+d−1(1)σh(1) est su�xe du passé de ω(h+1),2. Puisque h+2d−2 et h+2d−1 di�èrentmodulo d, alors les dernières lettres de σh+2d−2(1) et de σh+2d−1(1) di�èrent. Finalement, σn(1)n'est pas su�xe du passé de ω(h+1),2 et n'est don pas spéial à droite. �Proposition 6.1.13 Tous les bispéiaux sont de la forme u = σun(1)σun−1(1) . . . σu1(1)σu0(1),où u est le début du développement en pré�xes de ωi,1 ou ωi,2 pour un ertain i.Preuve Dans ette preuve, on dira d'un mot issu du développement en pré�xes d'un des ωk,mqu'il est admis.Le lemme préédent nous permet d'initialiser une réurrene : on suppose don que si u =
σun−1(1) . . . σu0(1) est spéial à droite, alors il est admis. Soit u = σun(1) . . . σu0(1) un motspéial à droite ; le su�xe σun−1(1) . . . σu0(1) est également spéial à droite, et il est don admispar hypothèse de réurrene. On rappelle qu'un mot sera spéial à droite s'il est su�xe du passéde ωi,1 (ou ωi,2) pour un ertain i, et spéial à gauhe s'il est pré�xe de ω.Si n− 1 6= 0 ou (n− 1 = 0 et u0 ≥ d), σun(1) doit être su�xe du mot (in�ni à gauhe)

. . . σun−1+4d−4(1)σun−1+2d−2(1).Par la remarque 6.1.11, on peut supposer que un ≥ d. De plus, un et un−1 + 2d− 2 doivent êtreégaux modulo d pour que leurs dernières lettres soient égales. Si un = un−1 + kd− 2 ave k > 2,alors par σd(1) = σd−1(1)1, σun−1+3d−3(1)σun−1+2d−2(1) est su�xe de σun(1) et doit être su�xede σun−1+4d−4(1)σun−1+2d−2(1), e qui est impossible puisque un−1 + 3d − 3 et un−1 + 4d − 4di�èrent modulo d. On en déduit que un = un−1 + 2d− 2 et que u est admis.Si n− 1 = 0 et u0 ≤ d− 2, σun(1) doit être su�xe du mot (in�ni à gauhe)

. . . σun−1+4d−3(1)σun−1+2d−1(1),



6.1 - Premier exemple 97ave un égal à un−1 + 2d − 1 modulo d. On pourra à nouveau supposer que un ≥ d. Si un =
un−1 + kd − 1 ave k > 2, σun−1+3d−2(1)σun−1+2d−1(1) est su�xe de σun(1) et doit être su�xedu mot σun−1+4d−3(1)σun−1+2d−1(1), e qui est impossible puisque un−1 +3d− 2 et un−1 +4d− 3di�èrent modulo d. On en déduit que un = un−1 + 2d− 1 et que u est admis. �6.1.5 Une aratérisation du shift unilatéralOn onsidère maintenant le shift in�ni à droite, noté Ω+ ; on rappelle que ω = lim

n→+∞
σn(1).Soient Ω+

d = {v ∈ Ω+;Sk(ω) = v, k ∈ N}, Ω+
g = {v ∈ Ω+;Sk(v) = ω, k ∈ N∗}, Ω+

0 = Ω+
d ∪ Ω+

get L0 = {v; v ∈ L(Ω) ou v−1 ∈ L(Ω)} ; on dé�nit
δ : Ω+

0 → L0

u 7→ u[0,k−1] (pré�xe de longueur k de u) si Sk(u) = ω

(ω[0,k−1])
−1 (inverse du pré�xe de longueur k de ω) si Sk(ω) = u.Les deux automates des �gures 6.4 et 6.5, appelés automate négatif et automate positifvont nous aider à aratériser Ω+
g et Ω+

d .
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Fig. 6.4: Automate négatif.
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Fig. 6.5: Automate positif.On note Σ+
aut l'ensemble des suites �nies de ouleurs α0 . . . αm (où pour tout 0 ≤ i ≤ m,αi ∈

{ǫ, 2}) véri�ant m > 0, αm = 2, et issues des hemins de l'automate positif. Σ−
aut est onstituéde la suite vide et des suites �nies de ouleurs α0 . . . αm (où pour tout 0 ≤ i ≤ m,αi ∈ {ǫ, 1−1})véri�ant m > 0, αm = 1−1, et issues des hemins de l'automate négatif.Si α = α0 . . . αm ∈ Σ+

aut, on assoie à α le mot σ0(α0) . . . σ
m(αm) = σu0(2) . . . σun(2), où

{u0, . . . , un} est l'ensemble des j, 0 ≤ j ≤ m pour lesquels αj = 2 et pour tout 0 < i ≤ n,



98 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbre
ui−1 < ui. On note que dans e as, pour tout 0 < i ≤ n, ui − ui−1 = dk + 1 pour un ertain
k ∈ N.Si α = α0 . . . αm ∈ Σ−

aut, on assoie à α le mot σ0(α0) . . . σ
m(αm) = σu0(1−1) . . . σun(1−1),où {u0, . . . , un} est l'ensemble des j, 0 ≤ j ≤ m pour lesquels αj = 1−1 et pour tout 0 < i ≤ n,

ui−1 < ui. Ii, pour tout 0 < i ≤ n, ui − ui−1 ≥ d. Le mot vide ǫ est assoié au hemin delongueur 0.Dé�nitions 6.1.14 On dira que σu0(1−1) . . . σun(1−1) est un développement automatique sipour tout 0 < i ≤ n, ui − ui−1 ≥ d.On dira que σu0(2) . . . σun(2) est un développement automatique si pour tout 0 < i ≤ n,
ui − ui−1 = dk + 1 pour un ertain k de N.A haque mot de Σ+

aut ou Σ−
aut orrespond un unique développement automatique, et à toutdéveloppement automatique orrespond un unique hemin de Σ+

aut ou Σ−
aut.Propriété 6.1.15 D'après la propriété 1.5.5 (page 38), si σu0(1−1) . . . σun(1−1) est un développe-ment automatique, alors 'est un su�xe propre de σun+1(1−1) ; si σu0(2) . . . σun(2) est un développe-ment automatique, alors 'est un su�xe propre de σun+1(1).Proposition 6.1.16 L'ensemble Σ−

aut (resp. Σ+
aut) est en bijetion ave l'ensemble δ(Ω+

d ) (resp.
δ(Ω+

g )).Preuve On ommene par Σ−
aut et δ(Ω+

d ). Si u−1 est un mot de δ(Ω+
d ) de longueur k, alors

Γ(Sk(ωj)) = (pi, αi, si)i≤h(ǫ, 1, 2)∗ (ave ωj ∈ Ωper) et u = σh(ph) . . . p0 = σun(1) . . . σu0(1).Le mot σu0(1−1) . . . σun(1−1) est alors un développement automatique de u−1, e qui assure lasurjetion.L'automate des pré�xes-su�xes nous permet de déduire que tout développement automatiquede l'automate négatif sera e�etivement un mot de δ(Ω+
d ). On suppose que σu0(1−1) . . . σun(1−1) =

σv0(1−1) . . . σvm(1−1), les deux éritures étant des développements automatiques. Si un > vm,alors σv0(1−1) . . . σvm(1−1) est un su�xe propre de σvm+1(1−1) (propriété 6.1.15) et don de
σun(1−1) ; on obtient

|σu0(1−1) . . . σun(1−1)| > |σv0(1−1) . . . σvm(1−1)|e qui est impossible. On onlut que un = vm. Une éventuelle réurrene donnera m = n et
ui = vi pour tout 0 ≤ i ≤ n, e qui montre l'injetion.On passe à Σ+

aut et δ(Ω+
g ). Si u est un mot de δ(Ω+

g ) de longueur k, alors il existe ωj ∈ Ωper telque Γ(S−(k+1)(ωj)) = (pi, αi, si)i≤h[(ǫ, 1, ǫ), (ǫ, d, ǫ), . . . , (ǫ, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)]∗ et u = s0 . . . σ
h(sh) =

σu0(2) . . . σun(2) ; le mot σu0(2) . . . σun(2) est une ériture automatique.L'automate des pré�xes-su�xes nous permet de déduire que tout développement automatiquede l'automate positif sera e�etivement un mot de δ(Ω+
g ). Si σu0(2) . . . σun(2) = σv0(2) . . . σvm(2)et v0 > u0, alors 2 . . . σun−u0(2) = σv0−u0(2) . . . σvm−u0(2), impliquant que u0 = v0 (la premièrelettre de σk(2) est di�érente de 2 si k > 0). Par suite, n = m et ui = vi pour tout 0 ≤ i ≤ n. �6.1.6 Arbre invariant de σ−1L'appliation inverse à σ est dé�nie par

σ−1 : 1 7→ d
2 7→ d−11
k 7→ (k − 1) pour 3 ≤ k ≤ d.



6.1 - Premier exemple 99Sa matrie d'inidene Mσ−1 (6= M−1
σ ) est dé�nie par� Mσ−1(d, 1) = Mσ−1(d, 2) = 1,� pour tout 2 ≤ i ≤ d, Mσ−1(i− 1, i) = 1,� Mσ−1 est nulle partout ailleurs.Le développement du determinant de Mσ−1 − xId par rapport à la première olonne donne

(−x)((−x)d−1 + (−1)d) + (−1)d−1. Cette matrie est primitive et admet don une valeur propreréelle dominante η (> 1) ; η véri�e ηd = η + 1. Le veteur [1 ηd−1 ηd−2 . . . η2 η] est un veteurpropre à gauhe assoié à η.On onstruit maintenant un arbre invariant (voir 2.3.1 page 47) assoié à σ−1. On note Φ1la lasse extérieure de σ−1.Un hemin α : [0, 1] → Rd où α(0) = α(1) = ∗ détermine un élément < α > du groupefondamental π1(Rd, ∗) de Rd. On identi�e π1(Rd, ∗) ave le groupe libre Fd ; si e est un ar de
Rd, < e > est un élément de A ∪ A−1. Le veteur v = [1 ηd−1 ηd−2 . . . η2 η] est un veteurpropre à gauhe de Mσ−1 assoié à η. On munit Rd de la métrique telle que si e1, e2, . . . , ed sontles ars de Rd, alors ei est de longueur v(i).On note h0 l'équivalene d'homotopie de Rd dans Rd véri�ant, pour tout ar e de Rd, <
h0(e) >= σ−1(< e >). h0 multiplie la longueur de tout hemin légal par η et on pourra véri�erque 'est un représentant topologique train-trak de Φ1.On note p : R̃d → Rd une projetion du revêtement universel R̃d de Rd. La métrique sur
Rd induit une distane d0 sur R̃d et Fd agit sur R̃d par isométries. On dé�nit une appliation(ontinue) h : R̃d → R̃d qui véri�e, pour tout ar e de Rd et pour tout relevé ẽ de e, p◦h(ẽ) = h0(e)et telle que

σ−1(w)h = hwpour tout élément w de Fd.On dé�nit pour tout k ∈ N∗ la pseudo-distane
dk(x, y) = η−kd0(h

k(x), hk(y))sur R̃d et on note d∞ = lim
k→+∞

dk. d∞ est une pseudo-distane sur R̃d et une distane sur
T = R̃d/ ∼ où x ∼ y si et seulement si d∞(x, y) = 0. Fd agit enore sur T par isométries et hinduit l'appliation H sur T . H est une homothétie de rapport η qui véri�e

σ−1(w)H = Hwpour tout élément w de Fd. Finalement, T est un arbre invariant de σ−1.On remarque que pour tout a ∈ A, Xa = lim
n→+∞

σ−nd(a−1) est �xe par σ−d ; l'indie (dé�nipage 47) de σ−d est don > 0 quel que soit le rang de son sous-groupe �xe. L'homothétie Hadmet don un point �xe dans T (unique puisque η > 1) et on le note P .L'appliation Q

T est un arbre réel et Fd agit sur T de manière non-triviale, minimale, ave stabilisateursd'ars triviaux. L'ation est de plus à orbites denses (η > 1). On dé�nit l'appliation Q de ∂Fddans T ∪ ∂T omme dans la setion 2.3.1 (page 48).6.1.7 Substitution d'arbreOn dé�nit une substitution d'arbre τ et un arbre initial Ls
0. On va assoier à haque arbre

Ls
n = τn(Ls

0), un arbre réel Ln de Rd. La suite (Ln)n obtenue sera onvergente vers un arbreréel ompat L de T d, et on montrera par la suite que L et Q(Ω+) sont isomorphiquementisométriques.



100 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbreSubstitution d'arbre simpliialSoit Aτ = {1, . . . , d, d + 1, . . . 2d − 2} un alphabet. Si Xi est un élément de SE(Aτ ), Xi =
({x, y}, {(x, y, i)}), où i ∈ Aτ , τ est la substitution d'arbre dé�nie par :� τ(X1) = Xd,� l'image de X2 est représentée �gure 6.6,� τ(Xi) = Xi−1 si 3 ≤ i ≤ d,� τ(Xd+1) = X1,� τ(Xi) = Xi−1 si d+ 2 ≤ i ≤ 2d− 2.PSfrag replaements
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τ (X2) Fig. 6.6: Substitution d'arbre assoiée à σ.Remarque 6.1.17 On peut dé�nir la matrie d'inidene Mτ assoiée à τ ; Mτ est une matrie

(2d− 2)× (2d− 2) et Mτ (i, j) est le nombre d'arêtes olorées par i dans τ(Xj). Le spetre de Mτest onstitué du spetre de Mσ et de d− 2 valeurs propres de module 1.Avant de poursuivre, on dé�nit la matrie tron Mtronc. Si Xi est un arbre de SE(Aτ ) deouleur i et de sommets x et y, le tron de τ(Xi) est le sous-arbre uniquement onstitué desarêtes du plus ourt hemin entre x à y ; x et y sont alors les seuls sommets de degré 1, les autressont de degré 2. Mtronc est don dé�nie par� Mtronc(d, 1) = 1,� Mtronc(1, 2) = Mtronc(d, 2) = 1,� Mtronc(1, d+ 1) = 1,� pour tout 3 ≤ i ≤ 2d− 2 où i 6= d+ 1, Mtronc(i− 1, i) = 1,� Mtronc est nulle partout ailleurs.Le spetre de ette matrie ontient le spetre de Mσ−1 et 0 (d'ordre d− 2). η est don sa valeurpropre dominante. On pourra véri�er que le veteur
[1 ηd−1 ηd−2 . . . η2 η η−1 η−2 . . . η−(d−3) η−(d−2)]est un veteur propre à gauhe assoié à η.On hoisit un élément X2 de SE(Aτ ) d'arête olorée par 2 et on dé�nit Ls

0 = τd−1(X2).Propriété 6.1.18 Ls
0 est onstitué d'une raine et de d arêtes olorées 1, 2, . . . , d sortant de etteraine.On dé�nit également Ls

n = τn(Ls
0).Proposition 6.1.19 Pour tout n ∈ N, Ls

n est un arbre diserné.



6.1 - Premier exemple 101Il faut véri�er qu'auun hemin de la forme kk, 1 ≤ k ≤ 2d − 2 n'apparaît dans les hemins de
Ls

n. Une paire kk sera dite illégale.Pour tout 1 ≤ i ≤ 2d − 2, Xi = ({x, y}, {(x, y, i)}) est un élément de SE(Aτ ) ; on note xil'unique sommet de τ(Xi) à distane 1 de x et yi l'unique sommet de τ(Xi) à distane 1 de y.On rappelle que γτ(Xi) assoie un mot de (Aτ ∪Aτ )
∗ (où Aτ = {1, . . . , d, (d+ 1), . . . , (2d − 2)})à tout ouple de sommets de τ(Xi) (f. paragraphe 4.1.1 page 60).On dé�nit l'appliation suivante pour tout k, h de Aτ ,

ϕ : (Aτ ∪Aτ )2 → (Aτ ∪Aτ )
2

kh 7→ γτ(Xk)(yk, y)γτ(Xh)(x, xh)

kh 7→ γτ(Xk)(xk, x)γτ(Xh)(x, xh)

kh 7→ γτ(Xk)(yk, y)γτ(Xh)(y, yh)

kh 7→ γτ(Xk)(xk, x)γτ(Xh)(y, yh)Par la propriété 6.1.18, il su�t en fait de montrer que pour tout 1 ≤ h, k ≤ d, kh ne produitauune paire illégale par appliations suessives de ϕ.Lemme 6.1.20 Si 1 ≤ k, h ≤ d et k 6= h, alors pour tout n ∈ N, ϕ−n(kh) n'est pas une paireillégale.Preuve Il su�t de remarquer que si k− h = m[d], alors ϕ(kh) = k1h1 ave k1 − h1 = m[d]. �Proposition 6.1.21 Si 1 ≤ k, h ≤ d et k 6= h, alors pour tout n ∈ N, ϕ−n(kh) n'est pas unepaire illégale.Preuve On suppose d'abord que k < h ; on a alors :
ϕk−2(kh) = 2(h− (k − 2)),
ϕk−1(kh) = d(h − (k − 1)),

ϕ(k−1)+(h−(k−1)−2)(kh) = (d− (h− (k − 1) − 2))2,
ϕ(k−1)+(h−(k−1)−1)(kh) = (d− (h− (k − 1) − 1))d.Si k < h, alors (d − (h − (k − 1) − 1)) 6= d et on onlut grâe au lemme préédent. Le mêmeraisonnement peut être utilisé si h < k. �Finalement, pour tout n ∈ N, Ls

n est un arbre diserné.La �gure 6.7 représente les boules de rayon 1 des arbres Ls
n. On remarque de plus que pourtout k ≥ d, B1(L

s
k) = B1(L

s
d).Il nous est néessaire pour la suite de dé�nir le morphisme pr : (Aτ ∪Aτ )

∗ → Fd tel que� pr(k) = k pour k ∈ {1, . . . , d},� pr((d+ k)) = σk(1) pour k ∈ {1, . . . , d− 2},� pr(k) = k−1 pour k ∈ {1, . . . , d},� pr((d+ k)) = σk(1−1) pour pour k ∈ {1, . . . , d− 2}.Dé�nitions 6.1.22 Pour tout entier n, on appelle BT s
n l'ensemble des sommets de Ls

n, BP s
nl'ensemble des points de branhement de Ls

n ('est-à-dire les sommets de degré d) et TP s
n l'ensem-ble des feuilles de Ls

n ('est-à-dire les sommets de degré 1).Si x0 est la raine de Ls
n, pour tout élément x de BT s

n, il existe un hemin minimal de x0 à x etun mot γn(x0, x) de (Aτ ∪Aτ )
∗ assoié (on pourra se reporter au paragraphe 4.1.1 page 59).Proposition 6.1.23 Si x et y sont deux sommets distints de Ls

n, alors on a pr(γn(x0, x)) 6=
pr(γn(x0, y)).
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Fig. 6.7: Appliation de τ sur une boule de rayon 1.Preuve L'arbre Ls
n est diserné, et on a diretement γn(x0, x) 6= γn(x0, y). Le résultat estimmédiat si auun des deux mots ne ontient de lettres de {d + 1, . . . , 2d − 2} (en se rappelantque puisque Ls

n est diserné, il n'y aura pas d'annulations). Si γn(x0, x) ontient la lettre (d+k) ∈
{d+ 1, . . . , 2d − 2} et que pr(γn(x0, x)) = pr(γn(x0, y)), alors γn(x0, y) ontient soit la paire 12(dans e as Ls

n+1 n'est pas diserné), soit une paire (d+ h)(h+ 2) pour un ertain h < k (danse as Ls
n+h+1 n'est pas diserné) ; les deux as ontredisent la proposition 6.1.19. �RéalisationOn se permettra de onfondre un point de Rd ave ses éritures (réduites ou non). Soit x0 laraine de Ls

0 ; pour tout 1 ≤ j ≤ d, il existe un sommet xj tel que (x0, xj , j) est une arête de Ls
0.On note ν0 l'appliation dé�nie par
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ν0 : BT s

0 → Rd

x0 7→ O
x1 7→ 01

xj 7→ (j − 1)η
d−j+1

(2 ≤ j ≤ d).On rappelle que le veteur
vp = [1 ηd−1 ηd−2 . . . η2 η η−1 η−2 . . . η−(d−3) η−(d−2)]est un veteur propre à gauhe (assoié à η) de la matrie tron de la substitution d'arbre.On va onstruire par réurrene une suite (νn)n de fontions ave, pour tout n ∈ N, νn :

BT s
n → Rd. On suppose νn−1 onstruite et telle que si (y1, y2, k) est une arête de Ls

n−1, alors
νn−1(y1)

−1νn−1(y2) = jp pour un ertain 0 ≤ j ≤ d− 1 et |p| = η−(n−1)vp(k). Pour tout sommet
x de Ls

n−1, x est également un sommet de Ls
n par dé�nition de la substitution d'arbre. Pour espoints, on dé�nit

νn(x) = νn−1(x).Si y est un point de branhement de BT s
n \BT

s
n−1, alors il existe deux sommets y1 et y2 de BT s

n−1tels que (y, y1, 1) et (y, y2, d) sont des arêtes de Ls
n et νn−1(y1)

−1νn−1(y2) = jp pour un ertain
0 ≤ j ≤ d− 1 et |p| = η−(n−1)+(d−1). Pour α = p

|p| , on dé�nit alors
νn(y) = νn−1(y1)j

αη−n .Pour e même y, il existe d− 2 sommets z1, . . . , zd−2 de BT s
n \BT s

n−1 tels que pour tout 1 ≤ h ≤
d− 2, (y, zh, (d + h)) est une arête de Ls

n. On dé�nit alors
νn(zh) = νn−1(y1)j

αη−n
kη−n−hoù k = j + h[d].Propriété 6.1.24 Pour tout n ∈ N, si (xi, xj , k) est une arête de Ls

n, alors la longueur dusegment [νn(xi), νn(xj)] est vp(k)η−n.Pour tout n ∈ N, on dé�nit l'arbre Ln de T d omme l'enveloppe onvexe des points de
νn(BT s

n). De manière évidente, Ln−1 ⊂ Ln quel que soit n ∈ N∗. De plus, tout point de Ln està une distane inférieure ou égale à η−1−n de Ln−1, e qui fait de la suite (Ln)n une suite deCauhy de T d qui est omplet. On note �nalement
L = lim

n→+∞
Ln.Un point de branhement d'un arbre réel est un point duquel partent au moins 3 germes ; unpoint terminal est un point tel qu'un unique germe part de e point.Dé�nitions 6.1.25 On notera BTn = νn(BT s

n) l'union des points de branhement et des pointsterminaux de Ln, BPn est l'ensemble de ses points de branhement, et TPn est l'ensemble de sespoints terminaux.On note que pour tout n ∈ N, νn est une bijetion BT s
n dans BTn.



104 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbreSubstitution d'arbre réelA titre indiatif, on donne la dé�nition de la substitution d'arbre réel assoiée. Toute l'infor-mation dont nous avons besoin pour ontinuer est présente dans les dé�nitions du paragraphepréédent, et le seul vrai intérêt apporté par ette substitution d'arbre réel est la dimension deHausdor� de l'arbre limite.On se plae dans Rd ; pour tout élément de Θ = {1, 21, 22, . . . , 2(d− 1), 2d, 3, 4, . . . , 2d− 2},on dé�nit une similitude de Λd.� ζk = Id (k = 1 ou 3 ≤ k ≤ 2d− 2),� ζ2d : [O, 01] 7→ [0η−(d−1)
, O],� ζ2(d−1) : [O, 01] 7→ [0η−(d−1)
, 01],� ζ2h : [O, 01] 7→ [0η−(d−1)
, 0η−(d−1)

hη−(d+h)
], (1 ≤ h ≤ d− 2).On dé�nit également le sous-shift Σζ de type �ni assoié à ζ par l'ensemble des mots delongueur 2 possibles.� 1d,� (2d)d, (2(d − 1))1,� pour tout 1 ≤ h ≤ d− 2, (2h)(d + h),� pour tout 1 ≤ h ≤ d, 3(2h),� (d+ 1)1,� pour tout 4 ≤ k ≤ 2d− 2 où k 6= d+ 1, k(k − 1).Les ylindres de Σζ sont notés C1, C21, . . . , C2d, Ck(3 ≤ k ≤ 2d−2) et on dé�nit C2 =

⋃
1≤h≤d

C2h.Pour tout n ∈ N, l'arbre Ln dé�nit au paragraphe préédent est isomorphiquement isométriqueà l'arbre
L′

n =
⋃

x1...xm∈C2

ζxm ◦ · · · ◦ ζx1([O, 0
η2d−2

])où m = n + d − 1. La suite (L′
n)n onverge vers un arbre réel ompat L′ isomorphiquementisométrique à L.La substitution d'arbre étant partiulièrement simple, il n'est pas di�ile de se rendre ompteque L′ est l'invariant d'une onstrution graphe-dirigée dont le graphe est onstitué d'un uniquesommet et de d arêtes dont les similitudes assoiées sont de ratios η−(d−1), . . . , η−(2d−2). Si lerayon spetral d'une matrie (1 × 1) pondérée par α est égal à 1, alors l'équation

ηα(2d−2) =
∑

0≤k≤d−1

ηαkest véri�ée. En remarquant que λ (valeur propre dominante de la matrie d'inidene assoiéeà σ) véri�e l'équation λ(2d−2) =
∑

0≤k≤d−1

λk, on déduit que le réel α = ln(λ)
ln(η) est solution del'équation. C'est la dimension de Hausdor� de L. Cette dimension est approximativement égaleà 1.359 pour la substitution sur 3 lettres (d = 3).Remarque 6.1.26 On note la ohérene de e résultat ave la remarque 6.1.17 (la valeur propreprinipale de la matrie d'inidene de τ est λ) et la propriété 6.1.24 (les longueurs des arêtessont divisées par η à haque appliation de la substitution d'arbre) ; λ joue le r�le de fateurd'expansion, et η elui de fateur de renormalisation.6.1.8 De ⋃

n∈N

BTn à Ω+
0On va se servir des automates positif et négatif des �gures 6.5 et 6.4, ainsi que de la substi-tution d'arbre dérite en �gure 6.6 a�n de dé�nir une bijetion de Ω+

0 dans ⋃
n∈N

BTn.
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n∈N

BT s
n à δ(Ω+

0 )Soit f0 l'appliation dé�nie par
f0 : ⋃

n∈N
BT s

n → Fd

x 7→ σp(pr(γp(x0, x)))où p est n'importe quel entier tel que Ls
p ontient x. En e�et, la substitution d'arbre τ est dé�niede manière à e que σ(pr(γp+1(x0, x))) = pr(γp(x0, x)). On pourra véri�er ela sur les heminsde longueur 1. Il vient que f0(x) ne dépend pas du hoix de p.Proposition 6.1.27 f0 est injetive.Preuve Cela est diret grâe à la proposition 6.1.23 et puisque σ est un automorphisme. �Proposition 6.1.28 f0 est une bijetion de ⋃

n∈N

BT s
n dans δ(Ω+

0 ).On va montrer ela par étapes. On utilisera abondamment la déomposition des mots donnéepar les automates positif et négatif.Dé�nition 6.1.29 On dira qu'un mot f0(x) apparaît à une étape k si x ∈ BT s
k et x /∈ BT s

k−1.On va d'abord véri�er que tous les mots dérits par l'automate négatif sont atteints.Les mots de l'automate négatifOn dira par onvention que le mot ǫ est apparu à l'étape −(d − 2) et qu'auun autre mot
u = f0(x), où x est un point branhement, n'est apparu durant les étapes ≤ 0. On se reporteà la �gure 6.7 et on rappelle qu'on a dé�ni Ls

0 = τd−1(X2). Si un mot u = f0(x), où x estun point de branhement, apparaît à une étape n, alors pour tout d − 1 ≤ k ≤ 2d − 2, lemot uσn+k(d−1) apparaît à l'étape n + k. De plus, pour tout k ≥ 2d − 2, le mot uσn+k(1−1)apparaît en n+ k. On remarque ependant que si uσn+k(1−1) apparaît à l'étape n+ k, alors lemot f0(y) = uσn+k(1−1)σn+k(d) est un mot apparu à une étape < n + k et y est un point debranhement. On en déduit la propriété suivante.Propriété 6.1.30 Tous les mots u = f0(x), où x est un point de branhement, apparus à uneétape n, véri�ent u = f0(y)σ
n(d−1), où y est un point de branhement, et f0(y) est apparu à uneétape m, n− (2d− 2) ≤ m ≤ n− (d− 1).Proposition 6.1.31� (1) Pour tout 1 ≤ m ≤ d− 1, le mot σm−1(1−1) est le seul mot à apparaître à l'étape m.� (2) Pour tout m ≥ d, le plus long développement automatique apparaissant en m est

σu0(1−1) . . . σun(1−1) (n ≥ 0) ave,� si m = n(2d− 2) + k, d ≤ k ≤ 2d− 2, alors pour tout 0 ≤ i ≤ n, ui = i(2d − 2) + k,� si m = n(2d − 2) + k, 1 ≤ k ≤ d − 1, alors u0 = k − 1, et pour tout 1 ≤ i ≤ n,
ui = i(2d − 2) + k.� (3) Tous les su�xes de e mot sont apparus à une étape ≤ m.� (4) L'image par f0 de tout point de branhement peut s'érire sous la forme d'un développe-ment automatique de l'automate négatif.



106 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbrePreuve La partie (1) peut se lire diretement sur la �gure 6.7. On va démontrer les parties (2),
(3) et (4) par réurrene forte. On suppose les 3 propriétés vraies aux rangs < m et on suppose
m ≥ d.

(2) On déduit de la propriété 6.1.30 que le développement le plus long apparaissant en m (quel'on notera lm jusqu'à la �n de ette preuve) est uσm(d−1) où u est le plus long développementapparaissant en m− (d− 1).Si m = n(2d−2)+k, d ≤ k ≤ 2d−2, on note h = k− (d−1) et m− (d−1) = n(2d−2)+h ;par l'hypothèse de réurrene,
lm = σv0(1−1) . . . σvn(1−1)σm(d−1) où v0 = h− 1 et pour tout 1 ≤ i ≤ n, vi = i(2d− 2) + h.On rappelle que σd(1−1) = 1−1σd−1(1−1) et que σ(d−1) = 1−1. On a alors

lm = σv′0(1−1) . . . σv′2n(1−1)σm−1(1−1) où v′0 = v0 et pour tout 1 ≤ j ≤ 2n, v′j = j(d− 1) +h− 1.Pour tout j pair, σv′j (1−1)σv′j+1(1−1) = σv′j+1+1(1−1), et σv′2n(1−1)σm−1(1−1) = σm(1−1). Onobtient �nalement
lm = σu0(1−1) . . . σun(1−1) où pour tout 0 ≤ i ≤ n, ui = i(2d − 2) + k.Si m = n(2d−2)+k, 1 ≤ k ≤ d−1 (n ≥ 1 puisque m ≥ d), on note h = (2d−2)+k− (d−1)et m− (d− 1) = (n− 1)(2d − 2) + h ; par l'hypothèse de réurrene,

lm = σv0(1−1) . . . σvn−1(1−1)σm(d−1) où pour tout 0 ≤ i ≤ n, vi = i(2d − 2) + h.Toujours par σd(1−1) = 1−1σd−1(1−1) et σ(d−1) = 1−1, on a alors
lm = σv′0(1−1) . . . σv′2n−1(1−1)σm−1(1−1) où pour tout 0 ≤ j ≤ 2n− 1, v′j = j(d − 1) + k − 1.Pour tout j impair, σv′j (1−1)σv′j+1(1−1) = σv′j+1+1(1−1), et σv′2n−1(1−1)σm−1(1−1) = σm(1−1).On obtient �nalement

lm = σu0(1−1) . . . σun(1−1) où u0 = k − 1 et pour tout 1 ≤ i ≤ n, ui = i(2d − 2) + k.
(3) On va étudier le développement le plus ourt apparaissant à l'étape m (on le notera cm),et on va montrer qu'il véri�e |cm| = |lm−1|+1, où lm−1 est le plus grand développement de l'étape

m− 1.Si m = d, cm = σd(d−1) = σd−1(1−1) et lm−1 = σd−2(1−1) d'après (1). Si d+1 ≤ m ≤ 2d−1,
cm = 1−1σm(d−1) = 1−1σm−1(1−1) et lm−1 = σm−1(1−1). |cm| = |lm−1| + 1 dans les deux as.Si m > 2d − 1, on remarque que si lm−1 = σv0(1−1) . . . σvn(1−1) (on note que dans e as
vn = m− 1), alors lm−(2d−1) = σv0(1−1) . . . σvn−1(1−1). Si v0 < d, par hypothèse de réurrene,
cm−(2d−2) = σv0+1(1−1) . . . σvn−1(1−1), et par 6.1.30, il produit

cm = σv0+1(1−1) . . . σvn−1(1−1)σm−1(1−1)à l'étape m.Si v0 ≥ d, l'hypothèse de réurrene donne cm−(2d−2) = 1−1σv0(1−1) . . . σvn−1(1−1), et par 6.1.30,il produit
cm = 1−1σv0(1−1) . . . σvn−1(1−1)σm−1(1−1)à l'étape m. Dans les deux as, |cm| = |lm−1| + 1.Finalement, par hypothèse de réurrene, tous les su�xes de lm−(d−1) dont cm−(2d−2) (si

m > 2d − 2) ou ǫ (si m ≤ 2d − 2) est su�xe sont apparus entre les étapes m − (2d − 2) et
m− (d− 1) et d'après 6.1.30, on en déduit que tout su�xe de lm dont cm est su�xe apparaît à
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(4) est une onséquene de (3). D'après 6.1.30, tout mot u apparaissant à l'étape m peuts'érire u = f0(x)σ

m(d−1), où f0(x) est apparu entre les étapes p et m − (d − 1), ave p =
max(0,m − (2d − 2)). u est un alors un su�xe de lm. Ce dernier pouvant s'érire sous formeautomatique, tous ses su�xes le peuvent également. �On rappelle que d'après la proposition 6.1.16, tout mot de δ(Ω+

d ) peut s'obtenir par undéveloppement automatique de l'automate négatif, et tout développement automatique donneun mot de δ(Ω+
d ). Si BP s

n ⊂ BT s
n est l'ensemble des points de branhement de Ls

n, on peutmaintenant énoner le résultat suivant.Proposition 6.1.32 L'appliation f0 est une bijetion de ⋃
n∈N

BP s
n dans δ(Ω+

d ).Preuve On a établi que f0 est injetive. D'après 6.1.31 (3), tout mot de δ(Ω+
d ) est l'image par

f0 d'un point de branhement d'un ertain Ls
n et par 6.1.31 (4), l'image par f0 de tout point debranhement est un mot de δ(Ω+

d ). �On déduit d'après 6.1.31 (1) et (2) que si v−1 est le plus long développement automatiqueapparaissant à une étape donnée, alors v est un mot bispéial (f. proposition 6.1.13 page 96). Onpeut véri�er failement que la réiproque est vraie. On suppose que v = σun(1) . . . σu0(1) est unmot bispéial. Si n > 0 ou n = 0 et un ≥ d, alors v−1 est le plus grand développement apparaissantà l'étape un. Si n = 0 et un ≤ d− 2, v−1 est le plus grand développement apparaissant à l'étape
un + 1.Propriété 6.1.33 Si v est un mot bispéial, alors v−1 est le plus long développement automatiqueapparaissant à une ertaine étape. Si v−1 est le plus long développement apparaissant à uneertaine étape, alors v est bispéial.Les mots de l'automate positifOn s'intéresse maintenant aux points terminaux des arbres Ls

n ; l'ensemble de es points seranoté TP s
n. Si x est un point terminal qui apparaît à une étape n, alors x n'a qu'un unique voisin

y dans BT s
n, et y est un point de BP s

n ; notamment, f0(y) ∈ δ(Ω+
d ). De plus, si x0 est la rainede Ls

n, alors la dernière lettre de γn(x0, x) est (d+ k), ave d+ 1 ≤ d+ k ≤ 2d− 2. On rappelleque pour 1 ≤ k ≤ d− 2, pr(d+ k) = σk(1).Proposition 6.1.34 Pour tout point x de ⋃
n∈N

TP s
n, f0(x) est un mot de δ(Ω+

g ).Preuve Soit v = σu0(1−1) . . . σun(1−1) un développement automatique. On déduit de 6.1.31
(2) que si v apparaît à l'étape m, alors m = un ou m = un + 1. Dans les deux as, v est unsu�xe propre de σm+1(1−1) d'après 6.1.15 (page 98). Si v apparaît à l'étape m, alors les mots
vσm(σk(1)) = vσm+k(1), 1 ≤ k ≤ d− 2 apparaissent en même temps. v est un su�xe propre de
σm+k(1−1) quel que soit 1 ≤ k ≤ d−2 puisque 'est un su�xe propre de σm+1(1−1). Finalement,
vσm+k(1) est un su�xe propre de σm+k(1) quel que soit k, et appartient don à δ(Ω+

g ). �On va montrer que tous les points de δ(Ω+
g ) sont e�etivement atteints. On note que pour tout

l ∈ N∗, δ(Ω+
g ) ontient exatement d mots de longueur l ; e sont les su�xes des passés (les motsde A−N

∗) des mots (�xes par σd) ω1, . . . , ωd. Les dernières lettres de es mots sont respetivement
1, 2, . . . , d. On remarque également que :� pour tout 0 ≤ k ≤ d− 1, la dernière lettre de σn(1) où n = k[d] est (k + 1),



108 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbre� pour tout 0 ≤ k ≤ d − 1, si n = k[d], n > 0, alors auun mot apparaissant à l'étape nn'a pour dernière lettre k ou (k + 1)[d], mais pour tout h 6= k, (k + 1)[d], il existe un motapparaissant en n qui �nit par h.Proposition 6.1.35 L'appliation f0 est une bijetion de ⋃
n∈N

TP s
n dans δ(Ω+

g ).Preuve Les mots 1, . . . , d apparaissent à l'étape 0. On va montrer que tous les mots �nissantspar la lettre 1 sont atteints. Le même raisonnement pourra être fait pour les autres mots.Des mots �nissants par 1 apparaissent aux étapes [id + 2, id + d − 1] quel que soit i dans N.Quel que soit 2 ≤ k ≤ d− 1, es mots s'érivent vσid+k(σd−k(1)) = vσ(i+1)d(1) où v parourt lesmots négatifs qui apparaissent en id + k. Le mot positif onaténé ne dépend pas de k. D'aprèsla proposition 6.1.31 (3), il existe un mot négatif negmini de longueur minimale apparaissant àl'étape id+ 2 et un mot négatif negmaxi de longueur maximal apparaissant à l'étape id+ (d− 1)tels que tout mot de δ(Ω+
d ) de longueur l, |negmini| ≤ l ≤ |negmaxi|, apparaît en id + k pourun ertain 2 ≤ k ≤ d− 1. On en déduit l'existene de deux entiers αi et βi tels que tout mot de

δ(Ω+
g ) �nissant par 1 de longueur l, αi ≤ l ≤ βi, apparaît en id+k pour un ertain 2 ≤ k ≤ d−1.Il nous su�t alors de montrer que α0 = 2 et pour tout i ∈ N, βi + 1 = αi+1. Le mot

σd−1(d−1)σd(1) = σd−2(23) = d1 apparaît à l'étape d − 1, assurant que α0 = 2. αi+1 estla longueur de la rédution de negmaxi+1σ
(i+2)d(1) et βi est la longueur de la rédution de

negminiσ
(i+1)d(1). On remarque que si u est le plus long mot négatif apparaissant à l'étape

id+ 1, alors le plus long mot négatif de l'étape id+ 1 + 2d− 2 = (i+ 1)d+ d− 1 est exatement
uσ(i+1)d+d−1(1−1) (proposition 6.1.31 page 105). αi+1 est don la longueur de la rédution de

uσ(i+1)d+d−1(1−1)σ(i+2)d(1) = uσ(i+1)d+d−1(2) = uσ(i+1)d(1).Par ailleurs, |negmini| = |u| + 1 d'après 6.1.31 (3) et |negminiσ
(i+1)d(1)| + 1 = |uσ(i+1)d(1)|après rédution, e qui donne e�etivement βi + 1 = αi+1 quel que soit i ∈ N.Finalement, tous les mots de δ(Ω+

g ) �nissants par 1 sont atteints. �Bijetion de Ω+
0 dans ⋃

n∈N
BTnOn a montré suessivement que f0 est une bijetion de ⋃

n∈N
BP s

n dans δ(Ω+
d ) et de ⋃

n∈N
TP s

ndans δ(Ω+
g ). On sait par ailleurs que δ est une bijetion de Ω+

0 dans δ(Ω+
0 ), et qu'il y a unebijetion entre BT s

n et BTn pour tout n. On dé�nit �nalement la bijetion
fQ : Ω+

0 →
⋃

n∈N

BTn6.1.9 Les points �xes dans l'arbreOn rappelle la proposition 6.1.31 (2). Si 1 ≤ k ≤ d− 1, σk−1(1−1) est le seul développementautomatique à apparaître à l'étape k ; σd(1−1) est le plus grand à apparaître à l'étape d. Le pluslong développement automatique (négatif) apparaissant en un > d est
v = σu0(1−1) . . . σun(1−1) ave,� si un = k[2d− 2], d ≤ k ≤ 2d− 2, alors pour tout 0 ≤ i ≤ n, ui = i(2d− 2) + k,� si un = k[2d−2], 1 ≤ k ≤ d−1, alors u0 = k−1, et pour tout 0 < i ≤ n, ui = i(2d−2)+k.Propriété 6.1.36 On notera v le plus grand développement automatique négatif d'une étapedonnée.Si un = 0[2d− 2], v−1 est exatement le début du développement en pré�xe de ωd−1,1.



6.1 - Premier exemple 109Si un = k[2d − 2], k ≥ d, v−1 est exatement le début du développement en pré�xe de ωk−d+1,1.Si un = k[2d − 2], 1 ≤ k ≤ d − 1, v−1 est exatement le début du développement en pré�xe de
ωk,2.Le mot v apparaît à l'étape un dans tous les as. Les (d−2) mots positifs, obtenus par rédutiondes mots vσun+h(1), 1 ≤ h ≤ d− 2, apparaissent en même temps. On va donner une expressionde es mots positifs en termes de su�xes.Remarque 6.1.37 1−1σ(1) = 2, 1−1σ2(1) = 23, 1−1σh(1) = 2σ(2) . . . σh−1(2), si 3 ≤ h ≤ d−1.On notera vi,k = σi(2d−2)+k+1(2)σi(2d−2)+k+2(2) . . . σi(2d−2)+k+(d−3)(2)σi(2d−2)+k+(d−2)(2) a�n desimpli�er les éritures. On obtient les résultats suivants grâe à la remarque préédente.Si un = i(2d − 2), pour tout 3 ≤ h ≤ d− 2,

σ2d−2(1−1)σ2(2d−2)(1−1) . . . σi(2d−2)(1−1)σi(2d−2)(σh(1))

= σ2d−2(2) v1,0 v2,0 . . . vi−1,0 σ
i(2d−2)+1(2)σi(2d−2)+2(2) . . . σi(2d−2)+(h−1)(2)

= 12 v0,0 v1,0 v2,0 . . . vi−1,0 σ
i(2d−2)+1(2) . . . σi(2d−2)+(h−1)(2),pour h = 1,

12 v0,0 v1,0 v2,0 . . . vi−1,0,pour h = 2,
12 v0,0 v1,0 v2,0 . . . vi−1,0 σ

i(2d−2)+1(2).On obtient, pour haque h, un début du développement en su�xe de wd−1,1.Si un = i(2d − 2) + k, d ≤ k ≤ 2d− 3, pour tout 3 ≤ h ≤ d− 2,
σk(1−1)σ2d−2+k(1−1) . . . σi(2d−2)+k(1−1)σi(2d−2)+k(σh(1))

= σk(2) v0,k v1,k . . . vi−1,k σ
i(2d−2)+k+1(2)σi(2d−2)+k+2(2) . . . σi(2d−2)+k+(h−1)(2)

= 12 . . . σk−d(2) v0,k v1,k . . . vi−1,k σ
i(2d−2)+k+1(2) . . . σi(2d−2)+k+(h−1)(2),pour h = 1,

12 . . . σk−d(2) v0,k v1,k . . . vi−1,k,pour h = 2,
12 . . . σk−d(2) v0,k v1,k . . . vi−1,k σ

i(2d−2)+k+1(2).On obtient, pour haque h, un début du développement en su�xe de wk−d+1,1.Si un = i(2d − 2) + k, 1 ≤ k ≤ d− 1, pour tout 3 ≤ h ≤ d− 2,
σk−1(1−1)σ2d−2+k(1−1) . . . σi(2d−2)+k(1−1)σi(2d−2)+k(σh(1))

= σk−1(1−1)σd+k−1(1) v1,k v2,k . . . vi−1,k σ
i(2d−2)+k+1(2)σi(2d−2)+k+2(2) . . . σi(2d−2)+k+(h−1)(2)

= σk−1(23 . . . d1) v1,k v2,k . . . vi−1,k σ
i(2d−2)+k+1(2)σi(2d−2)+k+2(2) . . . σi(2d−2)+k+(h−1)(2)

= (k + 1)σk(2) v0,k v1,k v2,k . . . vi−1,k σ
i(2d−2)+k+1(2) . . . σi(2d−2)+k+(h−1)(2),pour h = 1,

(k + 1)σk(2) v0,k v1,k v2,k . . . vi−1,k,pour h = 2,
(k + 1)σk(2) v0,k v1,k v2,k . . . vi−1,k σ

i(2d−2)+k+1(2).On obtient, pour haque h, un début du développement en su�xe de wk,2.



110 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbre6.1.10 Injetion de L dans TL'appliation ξOn rappelle que ω = lim
n→+∞

σn(1) est le point �xe (unilatéral à droite) de σ et que P est lepoint de T �xe par H. On va montrer (proposition 6.1.38) que Q(ω) = P ∈ T . fQ étant unebijetion de Ω+
0 dans ⋃

n∈N
BTn, on peut dé�nir l'appliation ξ ; pour tout v de Ω+

0 ,
ξ : ⋃

n∈N
BTn → T

fQ(v) 7→ Q(v)Il s'agit de montrer que ξ onserve les distanes. On notera ξn la restrition de ξ à BTn, et onmontrera que ξn onserve les distanes quel que soit n.La distane dans L est notée dL ; on remarque que si s et t de BTn sont à distane x, alors pardé�nition de la substitution d'arbre, ils seront à distane x dans tout Lm,m ≥ n, et à distane
x dans L. On désignera également par dL la distane dans n'importe quel Ln. Il nous su�ra demontrer que pour tout ouple (u, v) d'éléments de Ω+

0 , dL(fQ(u), fQ(v)) = d∞(Q(u), Q(v)).On ommene par ξ0. L'appliation ν0 dé�nie en 6.1.7 (page 102) nous permet de déduire
fQ(ω) = O, fQ(1ω) = 01,∀ 2 ≤ k ≤ d, fQ(kω) = (k − 1)η

d−(k−1)
.Propriété 6.1.38 Pour tout élément v ∈ Fd, Q(vω) = vP .Par la propriété σ−1(v)H = Hv pour tout v de Fd, on déduit d∞(P, σn(1)P ) = η−nd∞(P, 1P ).Ainsi, la suite (σn(1))n onverge vers ω, et la suite (σn(1)P )n onverge vers P ; d'après la propo-sition 2.3.5 (page 48), Q(ω) = P . L'équivariane de Q permet de véri�er la propriété.On se réfère à la propriété 2.3.3 (page 48) pour déduire que

d∞(Q(ω), Q(1ω)) = d∞(P, 1P ) = 1
d∞(Q(ω), Q(kω)) = d∞(P, kP ) = ηd−(k−1) pour 2 ≤ k ≤ d.Il faut enore s'assurer que pour tout 1 ≤ k, h ≤ d, l'égalité
d∞(Q(kω), Q(hω)) = d∞(Q(ω), Q(kω)) + d∞(Q(ω), Q(hω))est véri�ée. Il su�t pour ela qu'il n'y ait jamais d'annulations par appliations suessives de

σ−1 à la paire k−1h (propriété 2.3.3). En fait, ompte tenu de la dé�nition de l'appliation pr,la proposition 6.1.21 page 101 (qui montre que l'arbre Ls
n est diserné quel que soit n ∈ N) nouspermet de onlure diretement à ette absene d'annulation.Finalement, ξ0 onserve les distanes. On suppose que ξn−1 onserve les distanes. La remar-que suivante nous aidera à identi�er les points de BTn qui ne sont pas dans BTn−1.Remarque 6.1.39 Si v est un élément de δ(Ω+

0 ), alors le mot réduit vω est un antéédent (pour
δ) de v.On en déduit que BTn \ BTn−1 =

⋃
v
{fQ(vω), fQ(vσn(σh(1))ω), 1 ≤ h ≤ d − 2}, où l'union estfaite sur les éléments v ∈ δ(Ω+

d ) qui apparaissent à l'étape n. Pour haun de es v, les points
fQ(vσn(1)ω) et fQ(vσn(d)ω) sont des éléments de BTn−1. Véri�er que ξn onserve les distanesrevient à véri�er que la restrition de ξn aux (d+ 1)-uplets

{fQ(vω), fQ(vσn(1)ω), fQ(vσn(d)ω), fQ(vσn(σh(1))ω), 1 ≤ h ≤ d− 2}



6.1 - Premier exemple 111les onserve.On rappelle que σ−1(1) = d. La dé�nition de νn (paragraphe 6.1.7 page 102) donne immédi-atement
dL(fQ(vω), fQ(vσn(σh(1))ω)) = η−(n+h), où −1 ≤ h ≤ d− 2,
dL(fQ(vσn(σh(1))ω), fQ(vσn(σk(1))ω)) = η−(n+h) + η−(n+k), pour −1 ≤ h < k ≤ d− 2.Utilisant l'ation par isométries de Fd sur T et la propriété σ−1(v)H = Hv pour tout v ∈ Fd, onobtient

d∞(Q(vω), Q(vσn(σh(1))ω)) = d∞(P, σn+h(1)P ) = η−(n+h), où −1 ≤ h ≤ d− 2.Pour tout −1 ≤ h < k ≤ d− 2, σh(1−1)σk(1) = σk(σ−(k−h)(1−1)1). Puisque 1 ≤ k − h ≤ d− 1,alors σ−(k−h)(1−1) est onstitué d'une seule lettre l−1, ave l = d + 1 − (k − h) ; notamment,
l 6= 1. Appliquer σ−m (pour tout m ∈ N) à l−11 ne produira jamais d'annulations d'après laproposition 6.1.21 (page 101), et on peut onlure
d∞(Q(vσn(σh(1))ω), Q(vσn(σk(1))ω)) = d∞(P, σn+k(σ−(k−h)(1−1)1)P ) = η−(n+h) + η−(n+k).On en onlut que ξn onserve les distanes. La réurrene est ainsi omplétée ; pour tout
n ∈ N, l'appliation ξn : BTn → T onserve les distanes. On en déduit, puisque pour tout
n ∈ N, BTn ⊂ BTn+1, que la proposition suivante est véri�ée.Proposition 6.1.40 L'appliation ξ dé�nie pour tout v de Ω+

0 par
ξ : ⋃

n∈N
BTn → T

fQ(v) 7→ Q(v)onserve les distanes.Densité des points de branhement et des points terminaux dans L
Ln est l'enveloppe onvexe de BTn. Si x est un point de Ln, alors il appartient à un ertainsegment [s, t], où s et t sont des points de BTn et tel que ]s, t[ ne ontient auun point de BTn. Untel segment a forément une de ses extrémités dans BPn (l'ensemble des points de branhementde Ln). On en déduit, par la propriété 6.1.24 (page 103), que si x ∈ Ln, alors il existe y ∈ BPntel que dL(x, y) ≤ η−(n−(d−1)). Ce onstat nous permet de montrer la proposition suivante.Proposition 6.1.41 ⋃

n∈N

BPn est dense (pour la topologie métrique) dans L.Preuve Soit x ∈ L et (xn)n une suite onvergente vers x ave pour tout n ∈ N, xn ∈ Ln.On hoisit un réel ǫ et un entier m tel que ǫ − η−(m−(d−1)) > 0. Il existe un entier n0 ≥ mtel que pour tout n ≥ n0, dL(x, xn) < ǫ − η−(m−(d−1)) et une suite (yn)n telle que pour tout
n ∈ N, yn ∈ BPn et dL(xn, yn) ≤ η−(n−(d−1)). Alors, pour tout n ≥ n0 ≥ m, dL(x, yn) <
ǫ− η−(m−(d−1)) + η−(n−(d−1)) ≤ ǫ. �On peut montrer de la même manière que ⋃

n∈N
TPn est également dense dans L.
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ξ et fQ étendent leurs domainesProposition 6.1.42 Pour tout élément v de Ω+, il existe une suite (vn)n de mots de L(Ω) telleque� pour tout n ∈ N, vnω ∈ Ω+,� (vn)n onverge vers v ∈ Ω+,� la suite (vnP )n de T onverge dans T .Preuve Si v est un mot de Ω+ \Ω+

0 ou de Ω+
d , il existe un mot uv de Ω et on peut assoier aumot S−1(uv) une unique suite (pi, αi, si)i≥0 de l'automate des pré�xes-su�xes véri�ant :

∀m0 ∈ N,∃m > m0 tel que sm 6= ǫ.On obtient grâe aux su�xes un développement automatique (de l'automate positif dérit �gure6.5 page 97) de v ; v = σu0(2) . . . σun(2) . . . . Pour tout n ∈ N, on note vn = σu0(2) . . . σun(2). Lasuite (vn)n tend e�etivement vers v, et puisque tout vn s'érit sous forme d'un développementautomatique, vnω est bien un élément de Ω+. De plus,
d∞(vn−1P, vnP ) = d∞(P, σun(2)P ) = η−(un−(d−1))et (vnP )n est une suite de Cauhy.Si v est un mot de Ω+

g , la suite des su�xes du développement (pi, αi, si)i≥0 assoié au mot
S−1(uv) de Ω est ultimement onstante égale à ǫ. On note v0 = σu′

0(2) . . . σu′

n0 (2), où j = u′n0
estl'entier maximal pour lequel sj 6= ǫ et pour tout n ∈ N∗, vn = v0σ

un(2), ave un = u′n0
+ dn+ 1.La suite (σun(2))n≥1 tend vers ω et la suite (vn)n tend vers v. Tout vn s'érit sous forme d'undéveloppement automatique ; vnω est dans Ω+. En�n (pour n ≥ 2),

d∞(vn−1P, vnP ) = d∞(σun−1(2)P, σun(2)P ) ≤ η−(un−1−(d−1)) + η−(un−(d−1)),et (vnP )n est enore une suite de Cauhy. �Pour tout élément v de Ω+\Ω+
0 , on hoisit une suite (vn)n de mots �nis omme dans la propo-sition 6.1.42. Puisque ξ onserve les distanes sur ⋃

n∈N
BTn, la suite (fQ(vnω))n est égalementune suite de Cauhy de ⋃

n∈N
BTn, et est don onvergente dans L (ompat).On dé�nit alors fQ : Ω+ → L. La restrition de fQ à Ω+

0 a été dé�nie préédemment.Si v ∈ Ω+ \ Ω+
0 , alors on a mis en évidene une suite (vn)n qui onverge vers v et telle que

(fQ(vnω))n onverge dans L ; on note alors fQ(v) = lim
n→+∞

fQ(vnω).Proposition 6.1.43 Si u et v sont deux mots distints de Ω+ véri�ant dL(fQ(u), fQ(v)) = ρ,alors d∞(Q(u), Q(v)) = ρ.Preuve On hoisit deux suites (un)n et (vn)n de mots �nis omme dans la proposition 6.1.42.
(un)n tend vers u, (vn)n tend vers v, et les suites (fQ(unω))n et (fQ(vnω))n sont des suites deCauhy de L qui tendent vers fQ(u) et fQ(v) respetivement ; on note ρ = dL(fQ(u), fQ(v)). Pourtout n ∈ N, dL(fQ(unω), fQ(vnω)) = d∞(Q(unω), Q(vnω)) = d∞(unP, vnP ), et les suites (unP )net (vnP )n tendent vers Q(u) et Q(v) respetivement. Pour tout ǫ > 0, il existe un entier n0 telque pour tout n ≥ n0, |ρ− dL(fQ(unω), fQ(vnω))| < ǫ

2 et |d∞(Q(u), Q(v))− d∞(unP, vnP )| < ǫ
2 ,e qui donne |ρ− d∞(Q(u), Q(v))| < ǫ. Finalement, d∞(Q(u), Q(v)) = ρ. �La proposition est en partiulier vraie pour les mots u, v ∈ Ω+ tels que fQ(u) = fQ(v), e quinous permet d'étendre l'ensemble de dé�nition de ξ.



6.1 - Premier exemple 113Remarque 6.1.44 La nouvelle appliation ξ dé�nie pour tout v ∈ Ω+ par
ξ : fQ(Ω+) → T

fQ(v) 7→ Q(v)onserve enore les distanes. On en déduit, d'après la proposition 2.3.5 (page 48), que si (vn)n(où pour tout n ∈ N, vnω ∈ Ω+) onverge vers v ∈ Ω+ et (fQ(vnω))n onverge dans L, alors
(fQ(vnω))n onverge vers fQ(v).Proposition 6.1.45 L'appliation fQ : Ω+ → L ainsi dé�nie est surjetive.Preuve Soit x ∈ L\

⋃
n∈N

BTn ; ⋃
n∈N

TPn étant dense dans L, il existe une suite (xp)p d'élémentsde ⋃
n∈N

TPn onvergente vers x. fQ est une bijetion de Ω+
g dans ⋃

n∈N
TPn ; on hoisit don la suite

(upω)p de Ω+
g telle que pour tout p ∈ N, fQ(upω) = xp. Par ompaité de Ω+, on peut hoisirune sous-suite (vpω)p de (upω)p onvergente vers un élément v de Ω+. Puisque x ∈ L \

⋃
n∈N

BTn,
v /∈ Ω+

0 et |vp| → +∞ lorsque p → +∞. (vp)p onverge également vers v et (fQ(vpω))p onvergevers x. La remarque 6.1.44 nous permet alors de onlure que fQ(v) = x. �On peut donner grâe à ette proposition la nouvelle appliation ξ : L → T dé�nie pour tout
v ∈ Ω+, par ξ(fQ(v)) = Q(v).Théorème 6.1.46 L'appliation ξ dé�nie pour tout v de Ω+ par

ξ : L → T
fQ(v) 7→ Q(v)onserve les distanes. ξ est une bijetion isométrique de L dans Q(Ω+).6.1.11 C÷ur et ylindresSoit u−1 un élément de δ(Ω+

d ) qui apparaît à l'étape n. x = fQ(u−1ω) est le entre des d points
xh = fQ(u−1σn(σh(1))ω), pour −1 ≤ h ≤ d−2. Chaun de es points sépare l'espae Rd\{xh} en
2d omposantes onnexes, et l'une d'elle ontient x. On notera Cnxh

(x) la omposante onnexeissue de xh et ontenant x. On dé�nit alors
L(x) = (L ∩ (

⋂

−1≤h≤d−2

Cnxh
(x))) ∪ (

⋃

−1≤h≤d−2

{xh}).On s'intéresse à l'antéédent de L(x) par l'appliation fQ.Si u est un mot de L(Ω), l'ensemble des mots de Ω+ dont u est le pré�xe est noté Cu, etl'ensemble des mots v de Ω+ tels que uv est enore un mot de Ω+ est noté Pu.Images par fQ des ylindresProposition 6.1.47 Si u−1 est un élément de δ(Ω+
d ), alors L(fQ(u−1ω)) = fQ(Pu).On note qu'on peut rendre la propriété vraie pour le mot vide ǫ en onsidérant que elui-i estapparu à l'étape −(d− 2) ; L = L(fQ(ω)) = fQ(Pǫ) = fQ(Ω+).Cela est en fait su�sant pour initialiser une réurrene. On supposera que pour tout mot u−1

0de δ(Ω+
d ) apparaissant à une étape ≤ n− 1, la propriété L(fQ(u−1

0 ω)) = fQ(Pu0) est véri�ée. Si
u−1 ∈ δ(Ω+

d ) apparaît à l'étape n, alors v−1 = u−1σn(d) est un mot de δ(Ω+
d ) apparu à une étapeantérieure m, et u−1 est un des d mots v−1σm+(d−1)+h(1−1), −1 ≤ h ≤ d − 2 (f. proposition6.1.30 page 105). La propriété suivante est néessaire pour ontinuer.



114 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbrePropriété 6.1.48 Si u−1 est un point de δ(Ω+
d ) apparaissant à l'étape n, alors les mots u−1ω,

u−1σn(σh(1))ω, −1 ≤ h ≤ d−2 sont des éléments de Pu. De plus les mots u−1σn+(d−1)+h(1−1)ω,
−1 ≤ h ≤ d− 2, sont également dans PuUne éventuelle réurrene nous permet de déduire la onséquene suivante.Conséquene 6.1.49 Si x ∈ L(fQ(u−1ω))∩BTp pour un ertain p, alors l'antéédent (par fQ)de x dans Ω+

0 est également dans Pu.
L(fQ(u−1ω)) est ompat en tant que fermé du ompat L. Si x est un point quelonque de
L(fQ(u−1ω)) \

⋃
n∈N

BTn, il existe une suite (xn)n d'éléments de L(fQ(u−1ω)) ∩
⋃

n∈N

TPn on-vergente vers x (par densité) et une suite (wn)n d'éléments de δ(Ω+
g ) tels que wnω ∈ Pu et

fQ(wnω) = xn. (wnω)n est onvergente (quitte à prendre une sous-suite) vers un mot w parompaité de Ω+. De plus, |wn| → +∞ quand n → +∞ puisque x /∈
⋃

n∈N
BTn. w est égalementla limite de (wn)n et w ∈ Pu (e dernier étant ouvert-fermé) ; en�n, fQ(w) = x (par remarque6.1.44). On obtient L(fQ(u−1ω)) ⊂ fQ(Pu).L'autre inlusion dépendra de la proposition suivante.Proposition 6.1.50 Si v−1 ∈ δ(Ω+

d ) apparaît à l'étape m, et si u−1
h = v−1σm+(d−1)+h(1−1),

−1 ≤ h ≤ d− 2, alors pour tout −1 ≤ i < j ≤ d− 2

Pui
∩ Puj

= {v−1ω}.Preuve Erire uhv
−1ω = σm+(d−1)+h(1)ω, pour tout −1 ≤ h ≤ d−2 su�t à montrer que v−1ωest e�etivement dans l'intersetion. ω est l'unique mot in�ni à droite spéial à gauhe (6.1.7page 95) ; on en déduit que v−1ω est le seul élément de ette intersetion. �Maintenant, par l'hypothèse de réurrene, L(fQ(v−1ω)) = fQ(Pv) ; en partiulier, pour tout wde δ(Ω+

0 ) tel que wω ∈ Pu, on a fQ(wω) ∈ L(fQ(v−1ω))∩
⋃

n∈N
BTn (en e�et Pu ⊂ Pv puisque v estsu�xe de u). Par la onséquene 6.1.49 (qu'on appliquera en fait aux points uh di�érents de u), etse rappelant que fQ est une bijetion de Ω+

0 dans ⋃
n∈N

BTn, on déduit que fQ(wω) ∈ L(fQ(u−1ω))(s'il était dans L(fQ(u−1
h ω)) \ L(fQ(u−1ω)), uh 6= u, on aurait wω 6= v−1ω et wω ∈ Puh

∩ Pu, equi est impossible).On hoisit w dans Ω+ \Ω+
0 , w− tel que w−w ∈ Ω, et u un su�xe de w− (w est don dans Pu).Le mot S−1(w−w) a un développement en pré�xes-su�xes dans lequel les pré�xes (resp. suf-�xes) sont non tous nuls ; on note (pi, αi, si)i≥0 e développement. On obtient un développementautomatique de w ; w = σu0(2) . . . σun(2) . . . .Proposition 6.1.51 Il existe kw tel que pour tout k ≥ kw, le mot uσu0(2) . . . σuk(2)ω est unmot de Ω+

0 .Preuve Le mot u est un su�xe de w−. Il existe don un rang hw tel que le développementdonné par la suite (�nie) (pi, αi, si)i≤h où h ≥ hw, 'est-à-dire σh(ph) . . . p0.α0s0 . . . σ
h(sh), aexatement pour su�xe uσu0(2) . . . σuk(2), où k est supérieur à un ertain kw. On pourra sup-poser que e hemin �ni se termine au sommet 1 sans que ela n'ait auune in�uene sur lessu�xes (on peut éventuellement l'allonger suivant les triplets dont le su�xe est vide). L'étudedes points �xes de l'automorphisme extérieur nous assure qu'il n'y a pas de ouple de motsbi-in�nis ayant même passé et futurs di�érents sur ⋃

n∈Z

Sn(Ωper) ; la suite de pré�xes-su�xes
(pi, αi, si)i≤h[(ǫ, 1, ǫ)(ǫ, d, ǫ) . . . (ǫ, 2, ǫ)(1, 2, ǫ)]∗ orrespond don à un unique mot (par Γ−1), ete mot ontient uσu0(2) . . . σuk(2)ω, assurant que e dernier est bien dans Ω+

0 . �



6.1 - Premier exemple 115Finalement, si k ≥ kw, σu0(2) . . . σuk(2)ω ∈ Pu. On note alors (wn)n la suite dé�nie pour tout npar wn = σu0(2) . . . σuk+n(2), pour n'importe quel k ≥ kw. (wn)n onverge vers w et pour tout
n, wnω ∈ Pu. On véri�era failement que la suite (Q(wnω))n est alors une suite de Cauhy (Fdagit par isométries sur T et w−1

n−1wn = σuk+n(2)), et onverge vers Q(w) par 2.3.5 (page 48). Parisométrie, la suite des fQ(wnω) onverge vers fQ(w) dans L. Or, pour tout n, fQ(wnω) est unélément de L(fQ(u−1ω)), qui est ompat. On déduit �nalement que fQ(w) ∈ L(fQ(u−1ω)).La réurrene est don omplétée, et le résultat annoné dans la proposition 6.1.47 est véri�é :si u−1 est un élément de δ(Ω+
d ), alors L(fQ(u−1ω)) = fQ(Pu).Etude de la non-injetivité de fQSoit v un élément de Ω+ et v− un mot in�ni à gauhe tel que v−v ∈ Ω. Si v−v /∈ ⋃

n∈N
Ωper,l'automate des pré�xes-su�xes donne les développements de ertains su�xes de v− ; on les notera

vn = σun(1) . . . σu0(1). Si v−v ∈
⋃

n∈N

Ωper l'automate ne produira qu'une suite �nie de pré�xesdont le développement sera par exemple σuk(1) . . . σu0(1) ; dans e as, il su�t de voir que si v−vest un shifté de ωi = lim
n→+∞

σdn(i.1) (pour un ertain i, 1 ≤ i ≤ d), alors pour tout uk+1 tel que
uk+1−uk ≥ d et uk+1 = (i−1)[d], σuk+1(1)σuk (1) . . . σu0(1) est un su�xe de v−. On notera danse as vn = σun(1) . . . σu0(1) si n ≤ k et vn = σun(1)σuk(1) . . . σu0(1), où uk+1 est le plus petitindie tel que uk+1 − uk ≥ d, uk+1 = (i− 1)[d], et un = uk+1 + d(n − (k + 1)) sinon.On pourra se reporter à la onséquene 6.1.49 pour véri�er que dans les deux as, la suite
(L(fQ(v−1

n ω)))n est une suite de ompats emboîtés dont la suite des diamètres tend vers 0 (parla propriété 6.1.24 page 103). Puisque fQ(v) appartient à haque élément de ette suite (par
L(fQ(v−1

n ω)) = fQ(Pvn)), on en déduit
{fQ(v)} = lim

n→+∞
L(fQ(v−1

n ω)).On peut failement déduire de ette dé�nition que si u−u et u−v sont deux mots de Ω (ave
u− un mot in�ni à gauhe et u, v deux mots de Ω+), alors fQ(u) = fQ(v). On va démontrer quela réiproque est également vraie.Proposition 6.1.52 Tout point de ⋃

n∈N

BTn a un unique antéédent dans Ω+ par fQ.Preuve On véri�e la propriété pour fQ(ω) et on onluera grâe à l'équivariane. fQ étant unebijetion de Ω+
0 dans ⋃

n∈N
BTn, auun mot de Ω+

0 (6= ω) n'a pour image fQ(ω) par fQ. Soit v unélément de Ω+ \Ω+
0 . Si v−v est un mot de Ω, l'automate des pré�xes-su�xes produit deux entiers

u0 et u1 tels que v ∈ Pσu1 (1)σu0 (1). fQ(v) est alors un élément de fQ(σu0(1−1)σu1(1−1)ω). Unesimple observation de la �gure 6.7 (page 102) permet d'obtenir l'équivalene, pour u 6= ǫ :
fQ(ω) ∈ L(fQ(u−1ω)) ⇔ ∃k ∈ N;u−1 = σk(1−1).Finalement, on onlut que fQ(v) est bien di�érent de fQ(ω) grâe à la proposition 6.1.16 (page98). �Proposition 6.1.53 Si u et v sont deux points de Ω+ tels que fQ(u) = fQ(v), alors il existe unmot in�ni à gauhe u− tel que u−u et u−v sont deux points de Ω.Preuve Si fQ(u) = fQ(v) est dans ⋃

n∈N
BTn, alors u = v d'après 6.1.52.Si fQ(u) = fQ(v) est dans L \

⋃
n∈N

BTn, alors u et v sont des éléments de Ω+ \ Ω+
0 . On supposel'existene de deux mots in�nis à gauhe u− et v−, tels que



116 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbre� u−u ∈ Ω et v−v ∈ Ω,� u−v /∈ Ω et v−u /∈ Ω.L'automate des pré�xes-su�xes produira (grâe à la propriété 6.1.15 page 98) us su�xe de u−et vs su�xe de v− tels que� u−1
s et v−1

s sont des éléments de δ(Ω+
d ),� us (resp. vs) n'est pas un su�xe de vs (resp. us),� u ∈ Pus et v ∈ Pvs ,� u /∈ Pvs et v /∈ Pus .On déduit de la onséquene 6.1.49 que si us et vs ne sont pas su�xe l'un de l'autre, alorsl'intersetion de L(fQ(Pus)) et L(fQ(Pvs)) est onstitué d'au plus un point, et e point est dans⋃

n∈N
BTn. Finalement, dL(fQ(u), fQ(v)) > 0, une ontradition. �Corollaire 6.1.54 Si x est un point de L(fQ(u−1ω)), alors pour tout v de Ω+ tel que fQ(v) = x,

v ∈ Pu.Preuve L(fQ(u−1ω)) = fQ(Pu) d'après 6.1.47 ; il existe don v de Pu tel que fQ(v) = x. Ondéduit alors de 6.1.53 que les autres antéédents de x sont également dans Pu. �Remarque 6.1.55 On note µ l'unique mesure de probabilité du système dynamique (Ω+, S).Jusqu'à la �n de e hapitre, toute partition de Ω+ sera en fait une partition modulo un ensemblede mesure nulle pour µ.
Ln engendre une partition en ylindres de Ω+Dé�nition 6.1.56 Soit e = [s, t] un ar de Ln. Si e véri�e� s et t sont des éléments de BTn,� l'intérieur de e ne ontient auun élément de BTn,alors on dira que e est un ar simple ; sinon, il sera dit omposé.Soit e = [s, t] un ar simple de Ln. Pour un ertain m ≥ n, e est un ar simple de Lm−1 et est unar omposé de Lm ; son intérieur ontient exatement un sommet de BTm. On sera alors dansla situation dérite dans la proposition 6.1.47. En supposant que le point de BTm ontenu dansl'intérieur de e est fQ(u−1ω) (u est alors un mot �ni positif), on dira que e a généré Pu.On rappelle que si un mot �ni u est tel que fQ(uω) ∈ BTn et fQ(uω) /∈ BTn−1, alors on ditque u est apparu à l'étape n. On pourra se reporter au paragraphe 6.1.8 (page 105) pour lesnotations.Proposition 6.1.57 Si u−1 est un mot (de δ(Ω+

d )) apparaissant à l'étape n, alors les d ars
eh = [fQ(u−1ω), fQ(u−1σn+h(1)ω)], −1 ≤ h ≤ d− 2de Ln, génèrent P1u, P2u, . . . , Pdu (pas forément respetivement).Preuve Si u−1 apparaît à l'étape n, alors les d ars adjaents génèrent Pu1 , Pu2 , . . . , Pud

, ave
uk = σn+(d−3)+k(1)u, 1 ≤ k ≤ d. On suppose que la dernière lettre de σn+(d−3)+k(1) est zk ; les
zk sont 2 à 2 distints.Si v est dans Pzku, alors il est dans Pu, et fQ(v) est dans L(fQ(u−1ω)). De plus,

L(fQ(u−1ω)) =
⋃

1≤k≤d

L(fQ(u−1
k ω)).



6.1 - Premier exemple 117Si fQ(v) est dans L(fQ(u−1
j ω)) pour un ertain j, alors d'après la proposition 6.1.47 et le orol-laire 6.1.54, tous les antéédents de fQ(v) sont des éléments de Puj

∩ Pzku. Si uj 6= uk, alors
zj 6= zk et puisque ω est le seul mot in�ni à droite qui soit spéial à gauhe, on en déduit que
Puj

∩Pzku = {u−1ω}. Ainsi si v est un élément de Pzku\{u
−1ω} alors 'est forément un élémentde Puk

. Puisque u−1ω ∈ Puk
, on en déduit que Pzku ⊂ Puk

. L'autre inlusion est évidente puisque
zku est un su�xe de uk, et on obtient Pzku = Puk

. �Proposition 6.1.58 Si v−1 est le plus long mot de δ(Ω+
d ) à apparaître à l'étape n, alors toutar e = [s, t] simple de Ln génère Pu pour un ertain u véri�ant |u| = |v| + 1.Preuve On suppose que fQ(w−1ω) = s et fQ(w−1σn(w′)ω) = t où w′ est soit une lettre,

1 ≤ w′ ≤ d, soit un mot σh(1) pour un ertain 1 ≤ h ≤ d−2. Dans e as, s est un point de BPnet e génère Pzw = Pw0 où z ∈ {1, . . . , d} et w0 = σm+(d−3)+k(1)w ave m l'étape d'apparition de
w−1 et 1 ≤ k ≤ d (f. proposition 6.1.57). Si v−1 est le plus grand élément de δ(Ω+

d ) qui apparaîtà l'étape n, alors
|zw| ≤ |v| + 1 ≤ |σm+(d−3)+k(1)w|(ar w−1 est apparu au plus tard à l'étape n, et w−1σm+(d−3)+k(1−1) n'est pas enore apparu).Il existe don un mot u de longueur de |v| + 1 tel que� u est un su�xe de w0,� zw est un su�xe de u,� Pzw = Pu. �Proposition 6.1.59 Si v−1 est le plus long mot de δ(Ω+

d ) à apparaître à l'étape n, alors pourtout mot u de L(Ω) tel que |u| = |v| + 1, il existe un ar simple de Ln qui génère Pu.Preuve Quel que soit n ∈ N, Ln est une union d'ars simples. Si v−1 est le plus long mot de
δ(Ω+

d ) à apparaître à l'étape n et u est un mot de L(Ω) tel que |u| = |v|+1, alors il existe un mot
w, |w| = |v|+1, tel que Pw est généré par un ar simple e de Ln et fQ(Pw)∩fQ(Pu) est onstituéd'une in�nité de points. On rappelle que si w1 6= w2 et |w1| = |w2|, l'intersetion Pw1 ∩ Pw2omporte au plus 1 point (ela vient du fait que ω est le seul mot in�ni spéial à gauhe) ; par6.1.53, l'intersetion fQ(Pw1) ∩ fQ(Pw2) omporte au plus 1 point. On en onlut que u = w etque e génère Pu. �Pour tout entier m ∈ N on note Pm la partition de Ω+ onstituée des ensembles Pu où u estun mot de L(Ω) de longueur m.Théorème 6.1.60 Pour tout n ∈ N, il existe un entier m tel que� pour tout Pv ∈ Pm, il existe un unique ar simple [s, t] de Ln pour lequel fQ(Pv) =

Cn(s, t) ∩ L,� réiproquement, pour tout ar simple [s, t] de Ln, il existe un unique élément Pv de Pm telque fQ(Pv) = Cn(s, t) ∩ L,� m− 1 est la longueur du plus long mot de δ(Ω+
d ) à apparaître à l'étape n.On dit que Ln a engendré la partition Pm.Des illustrations de e résultat (dans le as d = 3) sont données �gures 6.9 (page 122) et 6.10(page 122).



118 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbrePropriétés des partitions engendréesCe paragraphe étudie les partitions de Ω+ qui peuvent être engendrées par les arbres Ln. Onnote µ l'unique mesure de probabilité sur Ω+ invariante par shift. µ est dé�nie sur tout ylindrepar µ(Cu) = lim
n→+∞

1
n
#{0 ≤ k < n;ωk . . . ωk+|u|−1 = u} où # désigne le ardinal ; pour tout

u ∈ L(Ω), µ(Cu) > 0. Si Pu et Pv sont les éléments d'une partition Pn quelonque, on dit que
Pu ∼ Pv si et seulement si µ(Pu) = µ(Pv). On s'intéresse au ardinal de l'ensemble Pn/ ∼.On a vu au paragraphe préédent l'importane des ensembles Pu. µ étant invariante par leshift, l'égalité µ(Pu) = µ(Cu) est véri�ée pour tout u ∈ L(Ω). On travaillera sur les ensembles
Cu dans la suite de e paragraphe.On rappelle que les pré�xes de ω sont les seuls mots spéiaux à gauhe, et que les su�xesdes passés des ωi,2, 1 ≤ i ≤ d− 1 sont les seuls mots spéiaux à droite.
λ est la valeur propre dominante de la matrie d'inidene de σ. La mesure dé�nie est telle quepour tout u dans le langage, µ(σ(Cu)) = λ−1µ(Cu). Le lemme suivant permettra d'utiliser ettepropriété par la suite.Lemme 6.1.61 Si u est un mot de L(Ω) dont la dernière lettre est di�érente de d, alors σ(Cu) =
Cσ(u).Preuve L'inlusion σ(Cu) ⊂ Cσ(u) est évidente. Soit v ∈ Cσ(u), v = σ(u)w, et puisque d n'estpas la dernière lettre de u, alors 1 n'est pas la dernière lettre de σ(u) et w ne ommene paspar 2. Or, tout mot (in�ni) ommençant par l 6= 2 a un antéédent par σ dans Ω+, 'est-à-direqu'il existe w0 ∈ Ω+ tel que σ(w0) = w. Une manière simple de s'en assurer est d'érire ledéveloppement en pré�xes-su�xes d'un mot w−.αw ∈ Ω. Dans e as, v = σ(uw0), assurant que
v est dans σ(Cu). �

λ véri�e λd = λd−1 + 1 et on en déduit que les égalités
λ2d−2 =

∑
0≤k≤d−1

λk et 1 =
∑

0≤k≤d−1

λ−(d−1+k)sont véri�ées.Proposition 6.1.62 Soit u un pré�xe de ω (possiblement ǫ) et µ(Cu) = x. Alors µ(C1u), µ(C2u),. . ., µ(Cdu) prennent les valeurs (pas forément respetives) λ−(d−1+k)x, 0 ≤ k ≤ d− 1.Preuve Si u est un pré�xe de ω, alors u est pré�xe de σ(u). On pourra supposer u spéial àdroite, en remarquant que si e n'est pas le as, il existe un mot u0 spéial à droite (dont u estpré�xe) tel que Cu = Cu0 .Il n'existe qu'une seule lettre l0 de {1, . . . , d} pour laquelle σ(l0)u est enore spéial à droite ;si l est un élément de {1, . . . , d} et l 6= l0, σ(l)u n'est pas spéial à droite. Le développement despré�xes de ω spéiaux à droite nous permet de dire qu'il n'existe auun pré�xe v de σ(u) tel que uest pré�xe de v, |u| < |v| < |σ(u)| et v est spéial à droite. On en onlut que Cσ(l)σ(u) = Cσ(l)u.
u étant spéial à droite, sa dernière lettre est di�érente de d, et par 6.1.61, σ(Clu) = Cσ(l)σ(u),e qui donne σ(Clu) = Cσ(l)u. On rappelle que 2 est non spéial à gauhe. On a ainsi, pour tout
l 6= l0 :

µ(Clu) = λµ(C(l+1)u) si l 6= d,
µ(Clu) = λµ(C1u) si l = d.On note y = µ(C(l0+1)u) si l0 6= d et y = µ(C1u) si l0 = d ; on a alors ∑

0≤k≤d−1

λ−ky = x, e quidonne y = λ−(d−1)x. �



6.1 - Premier exemple 119On va pouvoir préiser le ardinal des ensembles Pn/ ∼ après un dernier lemme. Pour tout
n ∈ N, on note En = {µ(Cu);u ∈ L(Ω), |u| = n}.Lemme 6.1.63 Si u est un pré�xe du point �xe ω, alors µ(Cu) est un élément maximal de E|u|.De plus, u est spéial à droite si et seulement si pour tout v ∈ L(Ω) tel que |v| = |u|, v 6= u, on a
µ(Cu) > µ(Cv).Preuve Soit v ∈ L(Ω) un mot de longueur |u|. Si v n'est pas un pré�xe du point �xe, alors il ex-iste un pré�xe w du point �xe, tel que |w| > |u|, v est un su�xe (propre) de w et µ(Cw) = µ(Cv) ;en e�et si v n'est pas spéial à gauhe et αv ∈ L(Ω) (α ∈ {1, . . . , d}), alors µ(Cαv) = µ(Cv). Or,puisque u est un pré�xe de w, alors Cu ⊃ Cw et µ(Cu) ≥ µ(Cw) = µ(Cv).

v est toujours un mot de longueur |u|, u est pré�xe de ω et w est un pré�xe de ω tel que vest un su�xe propre de w et µ(Cw) = µ(Cv). On note w = uw0 ; si u est spéial à droite, alors ilexiste w1 tel que |w1| = |w0|, w1 6= w0 et uw1 est dans le langage. Dans e as, Cu ⊃ Cuw0 ∪Cuw1et µ(Cu) > µ(Cw) = µ(Cv) (ar Cuw0 et Cuw1 sont de mesures stritement positives).Si pour tout v tel que |v| = |u|, v 6= u, on a µ(Cu) > µ(Cv), on note α une lettre de {1, . . . , d}telle que uα est dans le langage. Si v est le su�xe de uα de longueur |u|, alors v n'est pas spéialà gauhe et µ(Cv) = µ(Cuα). On a alors µ(Cu) > µ(Cuα), e qui implique que u est spéial àdroite. �Proposition 6.1.64 Soit u un pré�xe du point �xe ω.� E1 =
⋃

0≤k≤d−1

{λ−(d−1+k)},� ∀n ≥ 2,� si le pré�xe un−1 de ω de longueur n− 1 est spéial à droite, alors il existe j ∈ N tel que
En =

⋃
0≤k≤2d−3

{λ−(j+k)},� sinon, il existe j ∈ N tel que En =
⋃

0≤k≤2d−2

{λ−(j+k)}.Preuve Dans ette preuve, on désignera par un le pré�xe de ω de longueur n.Par réurrene. On obtient diretement de 6.1.62 que E1 =
⋃

0≤k≤d−1

{λ−(d−1+k)}. 1 est le seulmot de longueur 1 spéial à gauhe, µ(C1) = λ−(d−1) d'après 6.1.63, et on obtient par 6.1.62 queles µ(Ch1), 1 ≤ h ≤ d prennent les valeurs λ−(2d−2+k), 0 ≤ k ≤ d− 1. Si l 6= 1, l n'est pas spéialà gauhe et µ(C(l−1)l) = µ(Cl). On en déduit que E2 =
⋃

0≤k≤2d−3

{λ−(d+k)}. On suppose que lespropriétés annonées sont vraies à tous les rangs ≤ n.Si un et un−1 sont spéiaux à droite, il existe j ∈ N tel que En =
⋃

0≤k≤2d−3

{λ−(j+k)} parhypothèse de réurrene, et par 6.1.63, Cun est le seul ylindre de mesure λ−j. On peut déduirede la proposition 6.1.62 que En+1 =
⋃

1≤k≤2d−2

{λ−(j+k)}.Si un est spéial à droite, et un−1 ne l'est pas, il existe j ∈ N tel que En =
⋃

0≤k≤2d−2

{λ−(j+k)}et Cun est le seul ylindre de mesure λ−j . On en déduit que En+1 =
⋃

1≤k≤2d−2

{λ−(j+k)}.Si un n'est pas spéial à droite, et un−1 est spéial à droite, il existe j ∈ N tel que En =⋃
0≤k≤2d−3

{λ−(j+k)} et Cun n'est pas le seul ylindre de mesure λ−j ; En+1 =
⋃

0≤k≤2d−2

{λ−(j+k)}.Si un et un−1 ne sont spéiaux à droite ni l'un ni l'autre, il existe j ∈ N tel que En =⋃
0≤k≤2d−2

{λ−(j+k)} et Cun n'est pas le seul ylindre de mesure λ−j . On a alors En+1 = En.Les propriétés passent don aux suesseurs. �



120 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbreOn peut �nalement onlure que #(P0/ ∼) = d, #(Pn/ ∼) = 2d − 2 si le pré�xe de ω delongueur n − 1 est spéial à droite, et #(Pn/ ∼) = 2d − 1 sinon. Ce résultat est à rapproherdu théorème 6.1.60 et de la propriété 6.1.33 (page 107).Théorème 6.1.65 L0 engendre P1. Pour tout n ∈ N∗ l'arbre, Ln engendre une partition de
Ω+ en Pm ave #(Pm/ ∼) = 2d − 2. Toute partition Pm telle que #(Pm/ ∼) = 2d − 2 estengendrée par un arbre Ln.6.1.12 C÷ur et fratal de RauzyPour d = 3, la substitution est de type Pisot, et en remarquant que pour toute lettre i,
σd−1(i) a pour première lettre 1, on en déduit que la ondition de forte oïnidene est véri�ée :pour tout i, j ∈ A, il existe k, n tels que la k-ième lettre de σn(i) et la k-ième lettre de σn(j) sontégales et les abélianisés des pré�xes de longueur k − 1 de σn(i) et σn(j) sont égaux. D'après [6℄et [23℄ (hapitre 3), ela est su�sant pour dé�nir un fratal de Rauzy et un éhange de moreaux(à mesure de Lebesgue nulle près).On note π l'appliation qui à tout mot de Ω+ assoie la projetion de son abélianisé dansle plan ontratant, parallèlement à la diretion dilatante. Pour tout point x de L, l'ensemble
π(f−1

Q ({x})) est réduit à un point. On peut don dé�nir, pour tout élément w de Ω+, l'appliation
♠ : L → R

fQ(w) 7→ π(w),où R est le fratal de Rauzy.Remarque 6.1.66 Les roix noires (présentes sur ♠(L5), ♠(L6) et ♠(L8)) indiquent les points
x de R tels que le ardinal de l'ensemble fQ(π−1({x})) est stritement > 1. Ces situations sontdes défauts de la représentation planaire ; en e�et, ertains ouples de points de Ω+ dont lesimages par fQ sont distintes ont même abélianisé, et ont don même image par π.La �gure 6.9 illustre le théorème 6.1.60 (page 117) ; les ars simples (bleu, rouge et vert) de
L0 ont engendrés respetivement Pa, Pb, et Pc.La �gure 6.10 illustre le fait que L4 génère P7. On représente le fratal de Rauzy en attribuantune même ouleur à π(Pu) et π(Pv) (où Pu et Pv sont dans P7) si µ(Pu) = µ(Pv) ; π(Pu) et
π(Pv) sont égaux à translation près. L'image par ♠ de L4 est également représentée ; on note laorrespondane entre les ars simples et les ylindres.



6.2 - Deuxième exemple 121

Fig. 6.8: Représentations de ♠(L0), ♠(L1), ♠(L2), ♠(L3), ♠(L4),
♠(L5), ♠(L6), ♠(L8) et ♠(L10).6.2 Deuxième exempleL'exemple préédent présente une propriété partiulièrement importante qui justi�e ettenouvelle étude. L'automorphisme inverse admet un représentant topologique train-trak et sanshemin de Nielsen sur la rose Rd. Dans l'exemple suivant, le représentant topologique train-trakde l'automorphisme inverse sera dé�ni sur un graphe G di�érent de Rd. Il ne possèdera pas nonplus de hemin de Nielsen.Di�érenes prinipales ave le premier exempleLes étapes du raisonnement restent les mêmes. Dans le premier exemple, le représentanttrain-trak de l'automorphisme inverse sur la rose nous a permis d'assoier (par la fontion

fQ) les mots de l'orbite d'un unique mot (le point �xe de la substitution) aux sommets desarbres obtenus par substitution d'arbre (voir sous-setion 6.1.8 page 104). Cette assoiationest possible notamment pare que le tron de la substitution d'arbre orrespond exatement àl'automorphisme inverse (voir sous-setions 6.1.6 page 98 et 6.1.7 page 99). Ii, le représentant
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Fig. 6.9: Représentation de ♠(L22).

Fig. 6.10: Représentation de R et ♠(L4).train-trak (de l'automorphisme inverse) est dé�ni sur un graphe ontenant deux vertex distints(voir sous-setion 6.2.6 page 132), et le tron de la substitution sera dé�ni par le odage de ereprésentant (voir sous-setion 6.2.7 page 134). De plus, on établira une bijetion entre l'ensembledes sommets des arbres obtenus par substitution d'arbre et les orbites de deux mots di�érents(voir sous-setions 6.2.5 page 130 et 6.2.8 page 139).Dans les sous-setions 6.2.11 (page 150) et 6.2.12 (page 156), on voudra adapter le théorème6.1.60 (page 117) au nouvel exemple, 'est-à-dire mettre en évidene des partitions de l'ensembledes mots du système dynamique en fontion des arbres obtenus par substitution d'arbre. Cettefois, haque arbre engendrera naturellement deux partitions en ylindres ; haune d'elles serauniquement déterminée par les mots d'une même orbite.



6.2 - Deuxième exemple 123Enonés des résultats de la setion 6.2Soit d ≥ 3 ; on dé�nit sur A = {1, 2, . . . , d} la substitution primitive σ :
σ : 1 7→ 12

k 7→ 1(k + 1) pour 2 ≤ k ≤ d− 1
d 7→ 1.

σ engendre le système dynamique symbolique (Ω+, S). σ est inversible, et on note enore σl'automorphisme du groupe libre de base A (désormais noté Fd) engendré par la substitution, et
σ−1 son inverse. La lasse extérieure de σ−1 est notée Φ1 (f. 2.2 page 44).L'algorithme de Bestvina-Handel ([4℄) produit un représentant train-trak h0 de Φ1 sur legraphe G dérit sur la �gure 6.11. On hoisit un ensemble Aρ = {ρ1, ρ2, . . . , ρd, ρd+1} de d + 1entiers suessifs. On identi�e le groupe fondamental π1(G, ∗) de G ave Fd par� 1 ≃ ρ1,� k ≃ ρd+1ρk pour tout 2 ≤ k ≤ d.
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ρ2

ρd

ρd+1

ρk

ρ3 ≤ ρk ≤ ρd−1

∗ ∗∗

Fig. 6.11: Graphe G ; h0 : G→ G est train-trak.Si on identi�e π1(G, ∗) ave π1(G,h0(∗)) en hoisissant le hemin trivial omme hemin de ∗à h0(∗), h0 induit l'automorphisme
φ−1 : F (Aρ) → F (Aρ)

ρ1 7→ ρd+1ρd

ρ2 7→ ρ−1
d+1ρ1

ρk 7→ ρk−1 pour tout 3 ≤ k ≤ d

ρd+1 7→ ρ−1
dsur le groupe libre muni de la base Aρ. On note que φ−1 admet un automorphisme inverse

φ : F (Aρ) → F (Aρ) ; φ peut être vu omme un reodage de la substitution σ.On note η la valeur propre dominante de la matrie d'inidene de h0. Le veteur v =
[(ηd − 1) ηd−1 ηd−2 . . . η2 η 1] est un veteur propre à gauhe assoié à η. On donne à l'ar
ρi de G la longueur v(i) et on onstruit l'arbre T assoié à σ−1 (f. 2.3 page 47). L'ation de Fdsur T est à orbites denses et on dé�nit Q : ∂Fd → T ∪ ∂T .On va à nouveau obtenir Q(Ω+) par substitutions d'arbre. Cette fois, le tron de la substitu-tion d'arbre ne orrespondra pas à σ−1, mais à φ−1. Soit Aτ = {ρ1, . . . , ρd, ρd+1, ρd+2 . . . ρ2d−1}un alphabet. Si Xi est un élément de SE(Aτ ), Xi = ({x, y}, {(x, y, ρi)}), où i ∈ Aτ , τ est lasubstitution d'arbre dé�nie par :� l'image de X1 est représentée �gure 6.12,



124 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbre� l'image de X2 est représentée �gure 6.13,� τ(Xi) = Xi−1 si 3 ≤ i ≤ d,� τ(Xd+1) = ({x, y}, {(y, x, ρd)}),� τ(Xd+2) = X1,� τ(Xi) = Xi−1 si d+ 3 ≤ i ≤ 2d− 1.
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τ (X1) Fig. 6.12: Image de X1 par τ .
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ρkρd+4 ≤ ρk ≤ ρ2d−2
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τ (X2) Fig. 6.13: Image de X2 par τ .On appelle Ls
0 l'arbre τ2(X1) et Ls

n = τn(Ls
0). x0 est la raine de Ls

n quel que soit n ∈ N. BT s
nest l'ensemble des sommets de Ls

n ; par dé�nition de la substitution d'arbre, pour tout n ∈ N,
BT s

n ⊂ BT s
n+1. On notera γn la fontion hemin de Ls

n. On dé�nit le morphisme pr : (Aτ∪Aτ )∗ →
F (Aρ) ;� pr(ρk) = ρk pour k ∈ {1, . . . , d+ 1},� pr(ρd+1+k) = φk(ρ1) pour k ∈ {1, . . . , d− 2},� pr(ρk) = ρ−1

k pour k ∈ {1, . . . , d+ 1},� pr(ρd+1+k) = φk(ρ−1
1 ) pour k ∈ {1, . . . , d− 2}.Cette appliation expliite les d− 2 lettres de Aτ \ Aρ.Soit ω = lim

n→+∞
σn(1) et Ω+

0 = {v ∈ Ω+;Sk(v) = ω} ∪ {v ∈ Ω+;Sk(ω) = v}. Si x est unsommet de Ls
p, le mot φp(pr(γp(x0, x))) est un élément de F (Aρ). On rappelle qu'on a e�etuél'identi�ation� 1 ≃ ρ1,� k ≃ ρd+1ρk pour tout 2 ≤ k ≤ d.Malgré ela, ertain mots ne peuvent pas être reodés en éléments de Fd et il nous sera impossibled'assoier un point de Ω+

0 à haque sommet de ⋃
n∈N

BT s
n.On montrera par la suite la propriété suivante.



6.2 - Deuxième exemple 125Propriété 6.2.1 Le mot φp(pr(γp(x0, x))) peut être vu,� soit omme un mot de Fd ; on dit alors que x est un point de lasse 2,� soit omme un mot uρd+1 où u ∈ Fd ; x est alors un point de lasse 1.On hoisira un point ω′ (qui sera en fait un mot �xe par un automorphisme représentant le mêmeautomorphisme extérieur que σ) et on notera Ω+
g,1 = {v ∈ Ω;Sk(v) = ω′}. Si φp(pr(γp(x0, x)))peut être reodé en un mot de Fd, on assoiera à x un mot de Ω+

0 ; s'il peut être reodé en uρd+1où u ∈ Fd, on lui assoiera un mot de Ω+
g,1.Proposition 6.2.2 Pour tout point v = uω de Ω+

0 , il existe un unique sommet x = fQ(v) de⋃
n∈N

BT s
n et un unique entier p0 minimal tel que pour tout p ≥ p0, u′ = φp(pr(γp(x0, x))), où u′peut être reodé en un mot de u de Fd.Pour tout point v = uω′ de Ω+

g,1, il existe un unique sommet x = fQ(v) de ⋃
n∈N

BT s
n et un uniqueentier p0 minimal tel que pour tout p ≥ p0, u′′ = φp(pr(γp(x0, x))), où u′′ = u′ρd+1 et u′ peutêtre reodé en un mot u de Fd.On rappelle que Ls

0 = τ2(X1), où X1 est un élément de SE(Aτ ) dont l'arête est olorée 1 ;les sommets de τn(X1) sont de degré au plus d quel que soit n ∈ N. On hoisit un intervalle delongueur η2(ηd − 1) omme réalisation de X1. On se plae dans Rd et on applique le théorème5.5.5 (page 86). On obtient une suite de réalisations ;� deux arêtes de Ls
n de même ouleur ont deux réalisations isométriques,� si νn est la fontion de réalisation de Ls

n, et si x est un sommet ommun à Ls
k et Ls

k+1,alors νk+1(x) = νk(x).On note Ln l'enveloppe onvexe de νn(BT s
n) = BTn ; la suite (Ln)n onverge vers un arbreréel L de T d. Par densité de ⋃

n∈N
BTn dans L et par la proposition 6.2.2, on dé�nit la fontion fQsurjetive de Ω+ dans L. Pour tout x ∈ L, l'ensemble Q(f−1

Q ({x})) ⊂ T est réduit à un uniqueélément. On peut don dé�nir la fontion ξ : L→ Q(Ω+), qui à tout fQ(v) (v ∈ Ω+) assoie Q(v).
σ engendre le système dynamique (Ω+, S), T est un arbre invariant de l'automorphisme σ−1et Q est l'appliation équivariante surjetive de ∂Fd dans T ∪ ∂T assoiée. τ est la substitutiond'arbre assoiée à σ et on peut dérire, grâe aux arbres Ls

n = τn(Ls
0), une suite d'arbres réelsonvergente vers un arbre réel L. Les hemins des arbres Ls

n nous permettent de onstruire unefontion fQ surjetive de Ω+ dans L.Théorème 6.2.3 L'appliation ξ dé�nie pour tout v de Ω+ par
ξ : L → Q(Ω+)

fQ(v) 7→ Q(v)est une bijetion isométrique.Pour tout mot u positif de L(Ω+), on note Pu l'ensemble des mots v de Ω+ tels que uvappartient enore à Ω+, et Cu l'ensemble des mots de Ω+ dont u est pré�xe. On note µ l'uniquemesure de probabilité du système (Ω+, S) (f. sous-setion 1.4.3 page 37). Pour tout n ∈ N,l'ensemble des Pu (resp. Cu), |u| = n forme une partition (modulo un ensemble de mesure nulle)notée Pn (resp. Cn) de Ω+.Un point de Ln est un point de lasse 1 (resp. lasse 2) s'il est réalisation d'un point de lasse
1 (resp. lasse 2).Dé�nition 6.2.4 Un sous-arbre 1-simple (resp. 2-simple) de Ln est un sous-arbre maximal pourl'inlusion, et dont l'intérieur ne ontient auun point de lasse 1 (resp. 2).



126 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbreSi e est un arbre 1-simple (resp. 2-simple) de Ln, e est l'enveloppe onvexe d'un ensemble E depoints de Ln. Pour tout x ∈ E, Rd \{x} est omposé de 2d omposantes onnexes, et l'une d'elleontient les autres points de E ; on la note Cnx(E) et on dé�nit
L(e) = (

⋂

x∈E

Cnx(E)) ∪E.Théorème 6.2.5 Soit n ∈ N. Il existe un entier m1 tel que pour tout Pv ∈ Pm1 , il existe ununique arbre 2-simple e de Ln pour lequel fQ(Pv) = L(e) ; réiproquement, pour tout arbre 2-simple e de Ln, il existe un unique élément Pv de Pm1 tel que fQ(Pv) = L(e).Pour le même n, il existe un entier m2 tel que pour tout Cu ∈ Cm2 , il existe un unique arbre
1-simple e de Ln pour lequel fQ(Cu) = L(e) ; réiproquement, pour tout arbre 1-simple e de Ln,il existe un unique élément Pu de Cm2 tel que fQ(Cu) = L(e).6.2.1 Abélianisé et points périodiquesSoit d un entier supérieur ou égal à 3 et A = {1, 2, . . . , d} un alphabet. On note σ la substi-tution de l'alphabet A dé�nie par

σ : k 7→ 1(k + 1) pour 1 ≤ k ≤ d− 1
d 7→ 1La matrie d'inidene Mσ de σ est dé�ni par� pour tout 1 ≤ i ≤ d− 1, Mσ(1, i) = Mσ(i+ 1, i) = 1,� Mσ(1, d) = 1,� Mσ est nulle partout ailleurs.Le polyn�me aratéristique Mσ est (−1)d(xd − (

∑
0≤i≤d−1

xi)). Cette matrie est primitive etadmet don une valeur propre réelle dominante λ (> 1) ; λ véri�e λd =
∑

0≤i≤d−1

λi.
σ est primitive quel que soit d ; on note (Ω, S) le système dynamique symbolique assoié à σ et
L(Ω) son langage. On remarque que le mot k1 est dans le langage quel que soit 1 ≤ k ≤ d et onnote

ωk = lim
n→+∞

σdn(k.1).
ω1, . . ., ωd sont les seuls points périodiques de σ ; on note Ωper = {ω1, . . . , ωd}.Par la suite, nous parlerons également de shift unilatéral, et on notera

ω = lim
n→+∞

σn(1).6.2.2 Points �xes de la lasse extérieureOn note à nouveau Fd le groupe libre de base A. On notera enore σ l'automorphisme de Fdinduit par la substitution et Φ sa lasse extérieure. On pourra à nouveau se reporter au hapitre3 et au théorème 3.3.5 (page 56) pour des détails sur les résultats qui suivent.L'automorphisme Ψ = (ia ◦ σ)d donne, pour tout 1 ≤ k ≤ d, un mot �xe
ωk,2 = lim

n→+∞
Ψn(1.k).La borne de points �xes donnée par [10℄ (théorème 1′) est atteinte.6.2.3 Automate des pré�xes-su�xesL'automate des pré�xes-su�xes de σ est dérit en �gure 6.14. On se reporte à la setion 1.5(page 37) et au théorème 1.5.7 onernant l'automate des pré�xes-su�xes pour les notations.
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(1, k, ǫ)Fig. 6.14: Automate des pré�xes-su�xes de σ.Développements des points �xes de Φ en pré�xes-su�xesCes développements nous serviront prinipalement à exprimer de manière simple les fateursspéiaux du langage ; on verra même par la suite qu'on obtient tous les fateurs spéiaux grâeaux points �xes. On utilise le symbole ∗ pour signi�er qu'un développement est ultimementonstant ; le dernier terme entre rohets ou parenthèses est répété à l'in�ni. Les éléments de
Ωper ont tous pour développement (ǫ, 1, 2)∗ ; par ailleurs, on a

Γ(S−1(ω1)) = [(ǫ, 1, ǫ)(1, d, ǫ)(1, (d − 1), ǫ) . . . (1, 4, ǫ)(1, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)]∗,
Γ(S−1(ω2)) = [(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, ǫ)(1, d, ǫ)(1, (d − 1), ǫ) . . . (1, 4, ǫ)(1, 3, ǫ)]∗,
Γ(S−1(ω3)) = [(1, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, ǫ)(1, d, ǫ) . . . (1, 4, ǫ)]∗,
Γ(S−1(ωk)) = [(1, k, ǫ) . . . (1, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, ǫ)(1, d, ǫ) . . . (1, (k + 1), ǫ)]∗ si k ≥ 4.Pour e qui onerne les autres, on va donner à la fois leurs développements par rapport à σet leurs développements par rapport à σd. On notera Γd l'appliation qui à un mot de Ω assoieson développement dans l'automate de σd.Si k = 1 :

Γ(S(ω1,2)) = [(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, 2)d−2(ǫ, 1, 3)]∗
Γd(S(ω1,2)) = (1 , 2 , σ(2)σ2(2) . . . σd−2(2)σd−1(3))∗si k = 2 :

Γ(S(ω2,2)) = [(ǫ, 1, 3)(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, 2)d−2 ]∗
Γd(S(ω2,2)) = (σ(1) , 1 , 3σ2(2)σ3(2) . . . σd−1(2))∗si 3 ≤ k ≤ d− 1 (si d ≥ 4) :

Γ(S(ωk,2)) = [(ǫ, 1, 2)k−2(ǫ, 1, 3)(1, 2, ǫ)(ǫ, 1, 2)d−k ]∗
Γd(S(ωk,2)) = (σk−1(1) , 1 , 2σ(2) . . . σk−3(2)σk−2(3)σk(2)σk+1(2) . . . σd−1(2))∗si k = d :

Γ(S(ωd,2)) = [(ǫ, 1, 2)d−2(ǫ, 1, 3)(1, 2, ǫ)]∗
Γd(S(ωd,2)) = (σd−1(1) , 1 , 2σ(2) . . . σd−3(2)σd−2(3))∗On remarque que σ0(1) = 1, σ(1) = 12, σ2(1) = σ(1)13 et pour tout 3 ≤ k ≤ d − 1,

σk(1) = σk−1(1) . . . σ(1)1(k + 1). Or, σd(k + 1) = σd−1(1)σd−1(k + 2) et par suite,
σd(k + 1) = σd−1(1) . . . σk+1(1)σk+1(d) = σd−1(1) . . . σk(1).



128 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbreEn�n, puisque l'égalité σd(1) = σd−1(1) . . . σ(1)1 est véri�ée, le théorème 3.3.5 (page 56) nouspermet de onlure que le d-uplet (ω1,2, . . . , ωd,2) forme un point �xe. On déduit du théorème1.5.6 (page 39) que pour tout 1 ≤ k ≤ d, ωk,2 est un point de Ω \
⋃

n∈Z

Sn(Ωper). On en onlut(puisque la borne de [10℄ est atteinte) que la propriété suivante est véri�ée.Propriété 6.2.6� Si deux points de ⋃
n∈Z

Sn(Ωper) ont même passé, alors ils sont égaux,� si deux points de Ω \
⋃

n∈Z
Sn(Ωper) ont même futur, alors ils sont égaux.Conséquene 6.2.7 ω = lim

n→+∞
σn(1) est l'unique mot in�ni à droite qui soit spéial à gauhe.

ω = lim
n→+∞

Ψn(1.) est l'unique mot in�ni à gauhe spéial à droite.6.2.4 Fateurs spéiauxNote Les raisonnements et méthodes utilisés dans ette sous-setion sont identiques à eux dupremier exemple. Les résultats importants sont donnés dans la onséquene 6.2.10 et la proposition6.2.13.On ommene par mettre en évidene les fateurs spéiaux à gauhe. On dit qu'un mot u de
L(Ω) peut être désubstitué s'il existe un unique mot udes ∈ L(Ω) de longueur minimale tel que
u est pré�xe σ(udes). On pourra véri�er que les mots de longueur 2 du langage sont� 1k, 1 ≤ k ≤ d,� k1, 2 ≤ k ≤ d,et puisque 1 est le seul mot de longueur 1 spéial à gauhe, 12 est le seul mot de longueur 2spéial à gauhe.Lemme 6.2.8 Si u est spéial à gauhe, |u| ≥ 2 et que u peut être désubstitué, alors son désub-stitué est enore spéial à gauhe.Preuve Soit u un mot spéial à gauhe et |u| ≥ 2. On remarque d'abord que pour tout k 6= 1,
k n'est pas spéial à gauhe : 1k est le seul mot de longueur 2 de su�xe k. On suppose hu et
ku dans L(Ω) ave h, k ∈ {1, 12, 13, . . . , 1d}. Tout mot de longueur ≥ 2 spéial à gauhe a pourpré�xe 12 ; le mot 1u est don désubstituable en dudes. Si h = 1 (resp. k = 1), on note hdes = d(resp. kdes = d). Si h, k 6= 1, h et k sont désubstituables et on note hdes et kdes leurs désubstitués ;si h 6= k, alors hdes 6= kdes. De plus, si u est désubstituable et udes est son désubstitué, alors huet hk le sont également et les mots hdesudes et kdesudes sont des éléments de L(Ω). udes est donspéial à gauhe. �Proposition 6.2.9 Tout mot spéial à gauhe est pré�xe de ω.Preuve On a déjà véri�é la propriété pour les longueurs 1 et 2. Tout mot de longueur ≥ 2spéial à gauhe a pour pré�xe 12 ; si elui-i peut être désubstitué, alors son désubstitué est delongueur stritement inférieure. On suppose que pour tout k ≤ n, l'unique mot de longueur kspéial à gauhe est le pré�xe (de longueur k) de ω. Soit u = u0 . . . un−1un un mot spéial àgauhe. Si un 6= 1, on peut immédiatement désubstituer u en udes ave |udes| < |u| ; udes est alorsun pré�xe de ω, et u l'est également.Si un = 1 et un−1 = 1, on peut enore désubstituer u puisque les paires dk, k 6= 1 ne sont pasdans le langage, et on onlut de la même manière.Si un = 1 et un−1 6= 1 et u est spéial à gauhe, le mot u′ = u0 . . . un−1 est enore spéial àgauhe. L'hypothèse de réurrene s'applique et u′ est pré�xe de ω ; u′ n'est pas spéial à droitepuisque un−1 ne l'est pas, et on onlut que u est pré�xe de ω. �



6.2 - Deuxième exemple 129On rappelle que ω (resp. ω) peut être étendu à gauhe (resp. droite) par d lettres.Conséquene 6.2.10� La fontion de omplexité p de L(Ω) véri�e pour tout n ∈ N∗ : p(n) = (d− 1)n+ 1.� Les seuls mots spéiaux à gauhe sont les pré�xes de ω, et les seuls mots spéiaux à droitesont les su�xes de ω (le passé ommun aux ωk,2).On étudie maintenant les mots bispéiaux : leur intérêt apparaîtra par la suite. Soit u =
σun(1)σun−1(1) . . . σu1(1)σu0(1), orrespondant au début du développement en pré�xes de ωk,2(quel que soit 1 ≤ k ≤ d). u est spéial à droite par dé�nition et u est pré�xe de σun+1(1) (etdon de ω) par 1.5.5 (page 38), e qui le rend bispéial. On va montrer que e sont les seuls motsbispéiaux.Remarque 6.2.11 Tout pré�xe de ω est atteint par un développement du type

σvn(1)σvn−1(1) . . . σv1(1)σv0(1)où pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1, vi+1 − vi > 0, et toute sous-suite (vj)j d'exposants onséutifs est delongueur < d.Il su�t d'érire le développement des shiftés de ω1 dans l'automate des pré�xes-su�xes pour s'enonvainre.Lemme 6.2.12 Si n 6= 0 et n 6= d, alors σn(1) n'est pas spéial à droite.Preuve 1 est le seul mot de longueur 1 spéial à droite. On en déduit que si σn(1) est spéialà droite, alors n = 0[d]. Soit m un entier > 1 ; par la relation σd(1) = σd−1(1)σd−2(1) . . . σ(1)1,on déduit que le mot σd+1(1)σd(1) est su�xe de σmd(1).Le mot σ2d(1)σd(1) est su�xe de ω (par le développement en pré�xes-su�xes de ω1,2) et 2det d + 1 di�èrent modulo d ; les dernières lettres de σ2d(1) et σd+1(1) sont di�érentes. On enonlut que σmd(1) n'est pas su�xe de ω et n'est don pas bispéial si m > 1.Proposition 6.2.13 Tous les bispéiaux sont de la forme u = σun(1)σun−1(1) . . . σu1(1)σu0(1),où u est le début du développement en pré�xes de ωi,2 pour un ertain i.Preuve Dans ette preuve, on dira d'un mot issu du développement en pré�xes d'un des ωi,2qu'il est admis.Le lemme préédent nous permet d'initialiser une réurrene : on suppose don que si u =
σun−1(1) . . . σu0(1) est spéial à droite, alors il est admis. Soit u = σun(1) . . . σu0(1) un motspéial à droite ; le su�xe σun−1(1) . . . σu0(1) est également spéial à droite, et il est don admispar hypothèse de réurrene. On rappelle qu'un mot sera spéial à droite s'il est su�xe de ω, etspéial à gauhe s'il est pré�xe de ω.Si un−1 ≤ d−2, alors u = σun−1+2d+1(1)σun−1+d+1(1)σun−1(1) . . . σu0(1) est su�xe de ω (parle développement en pré�xes de ωun−1+2,2). Pour oïnider ave la dernière lettre de σun−1+d+1(1),il faut que un = un−1 + 1[d] ; de plus on suppose un > un−1 (par 6.2.11). Soit m un entier > 1 ;on suppose un = un−1 +md+ 1. Par la relation σd(1) = σd−1(1)σd−2(1) . . . σ(1)1, on déduit quele mot σun−1+d+2(1)σun−1+d+1(1) est su�xe de σun(1). un−1 + d + 2 et un−1 + 2d + 1 di�èrentmodulo d ; le mot σun(1) . . . σu0(1) n'est don pas su�xe de ω et n'est pas bispéial. Les deuxas m = 0 et m = 1 produisent des développements admis si un−1 < d − 2 ; le as m = 1 pour
un−1 = d− 2 également. On éarte le as m = 0 et un−1 = d− 2 en utilisant 6.2.11.Si un−1 > d − 2, alors u = σun−1+2d(1)σun−1+d(1)σun−1(1) . . . σu0(1) est su�xe de ω. Unraisonnement similaire nous permettra de montrer que si un = un−1 + md ave m > 1, alors
σun(1) . . . σu0(1) n'est pas su�xe de ω. De plus le as m = 1 produit e�etivement un développe-ment admis.On onlut grâe à la remarque 6.2.11. �



130 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbre6.2.5 Une aratérisation du shift unilatéralNote On ommene par aratériser l'orbite de ω (mot �xe de σ) de la même manière quedans le premier exemple. Dans un deuxième temps, on met en évidene une partie de l'orbited'un seond mot de Ω+. La néessité d'introduire ette nouvelle orbite apparaîtra lairement à lasous-setion 6.2.8 (page 139).Sur l'orbite de ΩperOn onsidère maintenant le shift in�ni à droite, noté Ω+ ; on rappelle que ω = lim
n→+∞

σn(1).Soient Ω+
d = {v ∈ Ω+;Sk(ω) = v, k ∈ N}, Ω+

g = {v ∈ Ω+;Sk(v) = ω, k ∈ N∗}, Ω+
0 = Ω+

d ∪ Ω+
get L0 = {v; v ∈ L(Ω) ou v−1 ∈ L(Ω)} ; on dé�nit

δ : Ω+
0 → L0

u 7→ u[0,k−1] (pré�xe de longueur k de u) si Sk(u) = ω

(ω[0,k−1])
−1 (inverse du pré�xe de longueur k de ω) si Sk(ω) = u.Les deux automates des �gures 6.15 et 6.16, appelés automate négatif et automate positifvont nous aider à aratériser Ω+
g et Ω+

d .
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Fig. 6.15: Automate négatif.
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Fig. 6.16: Automate positif.On note Σ+
aut l'ensemble des suites �nies de ouleurs α0 . . . αm (où pour tout 0 ≤ i ≤ m,αi ∈

{ǫ, 2, 3, . . . , d}) véri�ant m > 0, αm 6= ǫ, et issues des hemins de l'automate positif. Σ−
aut est



6.2 - Deuxième exemple 131onstitué de la suite vide et des suites �nies de ouleurs α0 . . . αm (où pour tout 0 ≤ i ≤ m,αi ∈
{ǫ, 1−1}) véri�ant m > 0, αm = 1−1, et issues des hemins de l'automate négatif.Si α = α0 . . . αm ∈ Σ+

aut, on assoie à α le mot σ0(α0) . . . σ
m(αm) = σu0(k0) . . . σ

un(kn), où
{u0, . . . , un} est l'ensemble des j, 0 ≤ j ≤ m pour lesquels αj 6= ǫ, pour tout 0 < i ≤ n, ui−1 < uiet ki, 0 ≤ i ≤ n est un élément de {2, 3, . . . , d}.Si α = α0 . . . αm ∈ Σ−

aut, on assoie à α le mot σ0(α0) . . . σ
m(αm) = σu0(1−1) . . . σun(1−1),où {u0, . . . , un} est l'ensemble des j, 0 ≤ j ≤ m pour lesquels αj = 1−1 et pour tout 0 < i ≤ n,

ui−1 < ui. Le mot vide ǫ est assoié au hemin de longueur 0.Dé�nitions 6.2.14 On dira que σu0(1−1) . . . σun(1−1) est un développement automatique sipour tout 0 < i ≤ n, ui − ui−1 > 0 et si toute sous-suite (uj)j d'exposants onséutifs est delongueur < d.On dira que σu0(k0) . . . σ
un(kn) est un développement automatique si pour tout 0 ≤ i ≤ n,

2 ≤ ki ≤ d et si pour tout 0 < i ≤ n, ui − ui−1 = ki−1 − 2 +md+ 1 pour un ertain m de N.A haque mot de Σ+
aut ou Σ−

aut orrespond un unique développement automatique, et à toutdéveloppement automatique orrespond un unique hemin de Σ+
aut ou Σ−

aut.Propriété 6.2.15 D'après la propriété 1.5.5 (page 38), si σu0(1−1) . . . σun(1−1) est un développe-ment automatique, alors 'est un su�xe propre de σun+1(1−1) (un des hemins orrespondant a
1−1 omme sommet terminal). Si σu0(k0) . . . σ

un(kn) est un développement automatique (où pourtout 0 ≤ i ≤ n, 2 ≤ ki ≤ d), alors 'est un su�xe propre de σun+1(kn − 1).Proposition 6.2.16 L'ensemble Σ−
aut (resp. Σ+

aut) est en bijetion ave l'ensemble δ(Ω+
d ) (resp.

δ(Ω+
g )).Preuve On ommene par Σ−

aut et δ(Ω+
d ). Si u−1 est un mot de δ(Ω+

d ) de longueur k, alors
Γ(Sk(ωj)) = (pi, αi, si)i≤h(ǫ, 1, 2)∗ (ave ωj ∈ Ωper) et u = σh(ph) . . . p0 = σun(1) . . . σu0(1).Le mot σu0(1−1) . . . σun(1−1) est alors un développement automatique de u−1, e qui assure lasurjetion.L'automate des pré�xes-su�xes nous permet de déduire que tout développement automatiquede l'automate négatif sera e�etivement un mot de δ(Ω+

d ). On remarque que pour tout m ≤ d−1,
|σm(1)| >

∑
0≤i≤m−1

|σi(1)| ; la formule σd(1) = σd−1(1) . . . σ(1)1 ne serait pas véri�ée dans le asontraire. Par la dé�nition 6.2.14, le mot de taille maximal obtenu par un hemin de Σ−
aut delongueur m = kd+ h (h < d) est

rvm,0vm,1 . . . vm,k−1où vm,i = σh+id+1(1−1)σh+id+2(1−1) . . . σh+id+d−1(1−1) et r = 1−1σ(1−1) . . . σh−1(1−1) (r peutêtre vide). On déduit de la formule σd(1−1) = 1−1σ(1−1) . . . σd−1(1−1) que
σm(1−1) = σh(1−1)vm,0vm,1 . . . vm,k−1.On obtient de la remarque préédente que |σh(1−1)| > r et on en déduit que σm(1−1) est delongueur stritement supérieure à tout développement automatique d'exposant maximal < m.Ainsi, si σu0(1−1) . . . σun(1−1) = σv0(1−1) . . . σvm(1−1) sont deux développements automa-tiques, alors on a forément un = vm. Une éventuelle réurrene donnera m = n et ui = vi pourtout 0 ≤ i ≤ n, e qui montre l'injetion.On passe à Σ+

aut et δ(Ω+
g ). Si u est un mot de δ(Ω+

g ) de longueur k, alors il existe ωj ∈ Ωper telque Γ(S−(k+1)(ωj)) = (pi, αi, si)i≤h[(ǫ, 1, ǫ), (1, d, ǫ), . . . , (1, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)]∗ et u = s0 . . . σ
h(sh) =

σu0(k0) . . . σ
un(kn) ; le mot σu0(k0) . . . σ

un(kn) est une ériture automatique.



132 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbreL'automate des pré�xes-su�xes nous permet de déduire que tout développement automa-tique de l'automate positif sera e�etivement un mot de δ(Ω+
g ). Si on a σu0(k0) . . . σ

un(kn) =
σv0(h0) . . . σ

vm(hm) ave v0 > u0, alors k0 . . . σ
un−u0(kn) = σv0−u0(h0) . . . σ

vm−u0(hm), impli-quant que u0 = v0 et k0 = h0 (la première lettre de σv0−u0(h0) est di�érente de k0 sinon). Parsuite, n = m, ui = vi et ki = hi pour tout 0 ≤ i ≤ n. �Sur l'orbite de ω1,2Soit ω+
1,2 la projetion de ω1,2 sur Ω+. On note Ω+

g,1 = {v ∈ Ω+;Sk(v) = ω+
1,2, k ∈ N} et onétend la dé�nition de δ à l'ensemble Ω+

g,1. A�n de distinguer les images par δ des éléments de
Ω+

0 et eux de Ω+
g,1, on ajoute un symbole supplémentaire ρ (dont le sens deviendra lair par lasuite) et on dé�nit� δ(ω+

1,2) = ρ,� δ(v) = v[0,k−1]ρ (où v[0,k−1] est le pré�xe de longueur k de v) si Sk(v) = ω+
1,2.

δ est une bijetion de Ω+
g,1 dans δ(Ω+

g,1) et une bijetion de Ω+
0 ∪ Ω+

g,1 dans δ(Ω+
0 ∪ Ω+

g,1).Remarque 6.2.17 Cette dé�nition ne fait intervenir que le passé de ω1,2. On aurait don puhoisir n'importe quel ωi,2, 1 ≤ i ≤ d.6.2.6 Arbre invariant de σ−1L'appliation inverse à σ est dé�nie par
σ−1 : 1 7→ d

k 7→ d−1(k − 1) pour 2 ≤ k ≤ d.La représentation de ette automorphisme sur la rose à d pétales n'est pas train-trak (σ−2(d) =
(d−1)−1dd−1(d−2)). L'algorithme de Bestvina-Handel ([4℄) produit un représentant train-trak
h0 sur le graphe G dérit sur la �gure 6.17. On hoisit un ensemble Aρ = {ρ1, ρ2, . . . , ρd, ρd+1}de d+ 1 entiers suessifs. On identi�e le groupe fondamental π1(G, ∗) de G ave Fd par� 1 ≃ ρ1,� k ≃ ρd+1ρk pour tout 2 ≤ k ≤ d.
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Fig. 6.17: Graphe G ; h0 : G→ G est train-trak.Si on identi�e π1(G, ∗) ave π1(G,h0(∗)) en hoisissant le hemin trivial omme hemin de ∗à h0(∗), h0 induit l'automorphisme
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φ−1 : F (Aρ) → F (Aρ)

ρ1 7→ ρd+1ρd

ρ2 7→ ρ−1
d+1ρ1

ρk 7→ ρk−1 pour tout 3 ≤ k ≤ d

ρd+1 7→ ρ−1
dsur le groupe libre muni de la base Aρ. On en pro�te pour dé�nir φ, l'automorphisme inverse à

φ−1 :
φ : F (Aρ) → F (Aρ)

ρ1 7→ ρ1ρd+1ρ2

ρk 7→ ρk+1 pour tout 2 ≤ k ≤ d− 1

ρd 7→ ρ−1
d+1

ρd+1 7→ ρ1ρd+1.La matrie d'inidene Mφ−1 de φ−1 est dé�nie par� Mφ−1(d, 1) = Mφ−1(d+ 1, 1) = 1,� Mφ−1(d+ 1, 2) = 1,� pour tout 2 ≤ i ≤ d+ 1, Mφ−1(i− 1, i) = 1,� Mφ−1 est nulle partout ailleurs.Le polyn�me aratéristique de Mφ−1 est (−1)d+1(xd+1 − 2x − 1). Cette matrie est primitiveet admet don une valeur propre réelle dominante η (> 1) ; η véri�e ηd+1 = 2η + 1. Le veteur
[(ηd − 1) ηd−1 ηd−2 . . . η2 η 1] est un veteur propre à gauhe assoié à η.On onstruit maintenant un arbre invariant (voir 2.3.1 page 47) assoié à σ−1. On note Φ1la lasse extérieure de σ−1.Un hemin α : [0, 1] → G où α(0) et α(1) sont égaux aux sommets ∗ ou ∗∗ détermine unélément < α > de F (Aρ). Si e est un ar de G, < e > est un élément de Aρ ∪ A

−1
ρ . Le veteur

v = [(ηd − 1) ηd−1 ηd−2 . . . η2 η 1] est un veteur propre à gauhe de Mφ−1 assoié à η. Ondonne à l'ar ρi de G la longueur v(i).
h0 est l'équivalene d'homotopie de G dans G véri�ant, pour tout ar e de G, < h0(e) >=

φ−1(< e >). h0 multiplie la longueur de tout hemin légal par η.On note p : G̃→ G une projetion du revêtement universel G̃ de G. La métrique sur G induitune distane d0 sur G̃ et Fd agit sur G̃ par isométries. On dé�nit une appliation (ontinue)
h : G̃ → G̃ qui véri�e, pour tout ar e de G et pour tout relevé ẽ de e, p ◦ h(ẽ) = h0(e) et telleque

σ−1(w)h = hwpour tout élément w de Fd.On dé�nit pour tout k ∈ N∗ la pseudo-distane
dk(x, y) = η−kd0(h

k(x), hk(y))sur G̃ et on note d∞ = lim
k→+∞

dk. d∞ est une pseudo-distane sur G̃ et une distane sur T = G̃/ ∼où x ∼ y si et seulement si d∞(x, y) = 0. Fd agit enore sur T par isométries et h induitl'appliation H sur T . H est une homothétie de rapport η qui véri�e
σ−1(w)H = Hwpour tout élément w de Fd. Finalement, T est un arbre invariant de σ−1.On remarque que pour tout a ∈ A, Xa = lim

n→+∞
σ−nd(a−1) est �xe par σ−d ; l'indie (dé�nipage 47) de σ−d est don > 0 quel que soit le rang de son sous-groupe �xe. L'homothétie Hadmet don un point �xe dans T (unique puisque η > 1) et on le note P .



134 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbreL'appliation Q

T est un arbre réel et Fd agit sur T de manière non-triviale, minimale, ave stabilisateursd'ars triviaux. L'ation est de plus à orbites denses (η > 1). On dé�nit l'appliation Q de ∂Fddans T ∪ ∂T omme dans la setion 2.3.1 (page 48).6.2.7 Substitution d'arbreOn dé�nit une substitution d'arbre τ et un arbre initial Ls
0. On va assoier à haque arbre

Ls
n = τ(Ls

0), un arbre réel Ln de Rd. La suite (Ln)n obtenue sera onvergente vers un arbreréel ompat L de T d, et on montrera par la suite que L et Q(Ω+) sont isomorphiquementisométriques.Substitution d'arbre simpliialSoit Aτ = {ρ1, . . . , ρd, ρd+1, ρd+2 . . . ρ2d−1} un alphabet. Si Xi est un élément de SE(Aτ ),
Xi = ({x, y}, {(x, y, ρi)}), où ρi ∈ Aτ , τ est la substitution d'arbre dé�nie par :� l'image de X1 est représentée �gure 6.18,� l'image de X2 est représentée �gure 6.19,� τ(Xi) = Xi−1 si 3 ≤ i ≤ d,� τ(Xd+1) = ({x, y}, {(y, x, ρd)}),� τ(Xd+2) = X1,� τ(Xi) = Xi−1 si d+ 3 ≤ i ≤ 2d− 1.

PSfrag replaements
ρ2

ρ3

ρk

ρd−1

ρdρd+1

ρ4 ≤ ρk ≤ ρd−2

x y
τ (X1) Fig. 6.18: Image de X1 par τ .

PSfrag replaements
ρ1ρd+1

ρd+2

ρd+
3

ρkρd+4 ≤ ρk ≤ ρ2d−2

ρ2d−1

x y
τ (X2) Fig. 6.19: Image de X2 par τ .



6.2 - Deuxième exemple 135Remarque 6.2.18 On peut dé�nir la matrie d'inidene Mτ assoiée à τ ; Mτ est une matrie
(2d − 1) × (2d − 1) et Mτ (i, j) est le nombre d'arêtes olorées par ρi dans τ(Xj). Le spetre de
Mτ est onstitué du spetre de Mσ et de d− 1 valeurs propres de module 1.La matrie tron Mtronc de τ est dé�nie par� Mtronc(d, 1) = Mtronc(d+ 1, 1) = 1,� Mtronc(1, 2) = Mtronc(d+ 1, 2) = 1,� Mtronc(1, d + 2) = 1,� pour tout 3 ≤ i ≤ 2d− 1 où i 6= d+ 2, Mtronc(i− 1, i) = 1,� Mtronc est nulle partout ailleurs.Le spetre de ette matrie ontient le spetre de Mφ−1 et 0 (d'ordre d− 2). η est don sa valeurpropre dominante. On pourra véri�er que le veteur

[(ηd − 1) ηd−1 ηd−2 . . . η2 η 1 (ηd−1)
η

(ηd−1)
η2 . . . (ηd−1)

ηd−3
(ηd−1)
ηd−2 ]est un veteur propre à gauhe assoié à η.On hoisit un élément X1 de SE(Aτ ) d'arête olorée par ρ1 et on dé�nit Ls

0 = τ2(X1). Ls
0est représenté �gure 6.20 ; on note x0 la raine de Ls

0. On dé�nit également Ls
n = τn(Ls

0).
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Fig. 6.20: Représentation de Ls
0.Proposition 6.2.19 Pour tout n ∈ N, Ls

n est un arbre diserné.Il faut véri�er qu'auun hemin de la forme ρkρk, ρ1 ≤ ρk ≤ ρ2d−1 n'apparaît dans les heminsde Ls
n. Une paire ρkρk sera dite illégale.Pour tout 1 ≤ i ≤ 2d − 1, Xi = ({x, y}, {(x, y, ρi)}) est un élément de SE(Aτ ) ; on note xil'unique sommet de τ(Xi) à distane 1 de x et yi l'unique sommet de τ(Xi) à distane 1 de y.On rappelle que γτ(Xi) assoie un mot de (Aτ ∪Aτ )

∗ (où Aτ = {ρ1, . . . , ρ2d− 1}) à tout ouplede sommets de τ(Xi) (f. paragraphe 4.1.1 page 60).On dé�nit l'appliation suivante pour tout ρk, ρh de Aτ ,
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ϕ : (Aτ ∪Aτ )

2 → (Aτ ∪Aτ )
2

ρkρh 7→ γτ(Xk)(yk, y)γτ(Xh)(x, xh)

ρkρh 7→ γτ(Xk)(xk, x)γτ(Xh)(x, xh)

ρkρh 7→ γτ(Xk)(yk, y)γτ(Xh)(y, yh)

ρkρh 7→ γτ(Xk)(xk, x)γτ(Xh)(y, yh)On ommene par remarquer que� si ρ2 ≤ ρk < ρh ≤ ρd, alors ϕd(ρkρh) = ρkρh,� si ρ2 ≤ ρh ≤ ρd, alors ϕd(ρd+1ρh) = ρd+1ρh.De plus, pour tout 1 ≤ h ≤ d − 2, ϕh+2(ρd+1ρd+1+h) = ρd−(h+1)ρd, et on onstate que
ϕd(ρd−(h+1)ρd) = ρd−(h+1)ρd. De même, ϕ2(ρd+1ρ1) = ρd−1ρd qui est onstant par ϕd. En�n� ϕ(ρ1ρd+2) = ρd+1ρ1,� pour tout 2 ≤ h ≤ d− 2, ϕ(ρ1ρd+1+h) = ρd+1ρd+h,� si ρd+2 ≤ ρd+1+k < ρd+1+h ≤ ρ2d−1, alors ϕk(ρd+1+kρd+1+h) = ρ1ρd+1+h−k,et on se ramène aux as préédents. Finalement, appliquer suessivement τ à Ls

0 ne produitjamais de paire illégale et pour tout n ∈ N, Ls
n est un arbre diserné.Propriété 6.2.20 La boule de rayon 1 autour du point xd+1 (�gure 6.20) est onstante sousl'ation de τ :

∀n ∈ N, Bxd+1,1(L
s
n) =S (Aτ ) Bxd+1,1(L

s
0).La �gure 6.21 représente les boules de rayon 1 (autour de la raine) des arbres Ls

n. On remarquede plus que pour tout k ≥ d, B1(L
s
k) =S (Aτ ) B1(L

s
d).Il nous est néessaire pour la suite de dé�nir le morphisme pr : (Aτ ∪Aτ )

∗ → F (Aρ) tel que� pr(ρk) = ρk pour k ∈ {1, . . . , d+ 1},� pr(ρd+1+k) = φk(ρ1) pour k ∈ {1, . . . , d− 2},� pr(ρk) = ρ−1
k pour k ∈ {1, . . . , d+ 1},� pr(ρd+1+k) = φk(ρ−1

1 ) pour k ∈ {1, . . . , d− 2}.Dé�nitions 6.2.21 Pour tout entier n, on appelle BT s
n l'ensemble des sommets de Ls

n, BP s
nl'ensemble des points de branhement de Ls

n ('est-à-dire les sommets de degré d) et TP s
n l'ensem-ble des feuilles de Ls

n ('est-à-dire les sommets de degré 1).Si x0 est la raine de Ls
n, pour tout élément x de BT s

n, il existe un hemin minimal de x0 à x etun mot γn(x0, x) de (Aτ ∪Aτ )
∗ assoié (on pourra se reporter au paragraphe 4.1.1 page 59).Proposition 6.2.22 Si x et y sont deux sommets distints de Ls

n, alors on a pr(γn(x0, x)) 6=
pr(γn(x0, y)).Preuve L'arbre Ls

n est diserné, et on a diretement γn(x0, x) 6= γn(x0, y). Le résultat estimmédiat si auun des deux mots ne ontient de lettres de {ρd+2, . . . , ρ2d−1} (en se rappelant quepuisque Ls
n est diserné, il n'y aura pas d'annulations). Si γn(x0, x) ontient la lettre ρd+1+k ∈

{ρd+2, . . . , ρ2d−1} et que pr(γn(x0, x)) = pr(γn(x0, y)), alors γn(x0, y) ontient forément la paire
ρ1ρd+1 ; dans e as, Ls

n+1 n'est pas diserné, e qui ontredit la proposition 6.2.19. �RéalisationOn se permettra de onfondre un point de Rd ave ses éritures (réduites ou non). x0 est laraine de Ls
0 ; les arêtes de Ls

0 sont énumérées i-dessous :� (x0, x1, ρ1),� (x0, xj , ρj) pour tout d+ 1 ≤ j ≤ 2d− 1,� (xd+1, xj , ρj) pour tout 2 ≤ j ≤ d.
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Fig. 6.21: Appliation de τ sur une boule de rayon 1.On note ν0 l'appliation dé�nie par
ν0 : BT s

0 → Rd

x0 7→ O

x1 7→ 1(ηd−1)

xd+j 7→ j(η
d−1)η−(j−1) pour 2 ≤ j ≤ d− 1

xd+1 7→ 01

xj 7→ 01jη
d−(j−1) pour 2 ≤ j ≤ d− 1

xd 7→ 011ηOn rappelle que le veteur
vp = [(ηd − 1) ηd−1 ηd−2 . . . η2 η 1 (ηd−1)

η
(ηd−1)

η2 . . . (ηd−1)
ηd−3

(ηd−1)
ηd−2 ]est un veteur propre à gauhe (assoié à η) de la matrie tron de la substitution d'arbre. Ononstruit par réurrene une suite de fontions νn : BT s

n → Rd véri�ant



138 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbre� pour tout n ∈ N, si (y1, y2, ρk) est une arête de Ls
n, alors νn(y1)

−1νn(y2) = jp pour unertain 0 ≤ j ≤ d− 1 et |p| = η−nvp(k),� pour tout y ∈ BTn−1 ∩BTn, νn(y) = νn−1(y).Propriété 6.2.23 Pour tout n ∈ N, si (y1, y2, ρk) est une arête de Ls
n, alors la longueur dusegment [νn(y1), νn(y2)] est vp(k)η−n.Pour tout n ∈ N, on dé�nit l'arbre Ln de T d omme l'enveloppe onvexe des points de

νn(BT s
n). De manière évidente, Ln−1 ⊂ Ln quel que soit n ∈ N∗. De plus, tout point de Ln est àune distane stritement inférieure à ηd−n (par 6.2.23 et puisque ηd est stritement supérieur àtoutes les oordonnées de vp) de Ln−1, e qui fait de la suite (Ln)n une suite de Cauhy de T dqui est omplet. On note �nalement

L = lim
n→+∞

Ln.Un point de branhement d'un arbre réel est un point duquel partent au moins 3 germes ; unpoint terminal est un point tel qu'un unique germe part de e point.Dé�nitions 6.2.24 On notera BTn = νn(BT s
n) l'union des points de branhement et des pointsterminaux de Ln, BPn est l'ensemble de ses points de branhement, et TPn est l'ensemble de sespoints terminaux.On note que pour tout n ∈ N, νn est une bijetion BT s

n dans BTn.Substitution d'arbre réelOn va dé�nir la substitution d'arbre réel et en déduire la dimension de Hausdor� de L.On se plae dans Rd ; pour tout élément de Θ = {11, 12, . . . , 1(d − 1), 1d, 21, 22, . . . , 2(d −
1), 2d, 3, 4, . . . , 2d− 1}, on dé�nit une similitude de Λd.� ζk = Id (3 ≤ k ≤ d),� ζd+1 : [O, 01] 7→ [01, O],� ζk = Id (d+ 2 ≤ k ≤ 2d− 1),� ζ11 : [O, 01] 7→ [O, 0p] ave p = (η(ηd − 1))−1 = (η + 1)−1,� ζ1d : [O, 01] 7→ [0p, 01],� ζ1h : [O, 01] 7→ [0p, 0phpηd−(h−1)

], (2 ≤ h ≤ d− 1)� ζ2d : [O, 01] 7→ [0η−d
, O],� ζ2(d−1) : [O, 01] 7→ [0η−d
, 01],� ζ2h : [O, 01] 7→ [0η−d
, 0η−d

hη−(d+h)(ηd−1)], (1 ≤ h ≤ d− 2).On dé�nit également le sous-shift Σζ de type �ni assoié à ζ par l'ensemble des mots delongueur 2 possibles.� (11)(d + 1), (1d)(d),� pour tout 2 ≤ h ≤ d− 1, (1h)(h),� (2d)(d + 1),� pour tout 1 ≤ h ≤ d, (2(d− 1))(1h),� pour tout 1 ≤ h ≤ d− 2, (2h)(d + 1 + h),� pour tout 1 ≤ h ≤ d, 3(2h),� pour tout 1 ≤ h ≤ d, (d+ 2)(1h),� pour tout 4 ≤ k ≤ 2d− 1 où k 6= d+ 2, (k)(k − 1).Les ylindres de Σζ sont notés C11, . . . , C1d, C21, . . . , C2d, Ck(3 ≤ k ≤ 2d − 1) et on dé�nit
C1 =

⋃
1≤h≤d

C1h et C2 =
⋃

1≤h≤d

C2h. Pour tout n ∈ N, l'arbre Ln dé�nit au paragraphe préédentest isomorphiquement isométrique à l'arbre
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L′

n =
⋃

x1...xm∈C1

ζxm ◦ · · · ◦ ζx1([O, 0
η2(ηd−1)])où m = n + 2. La suite (L′

n)n onverge vers un arbre réel ompat L′ isomorphiquementisométrique à L.On se rend ompte failement qu'il existe une onstrution graphe-dirigée dont la matried'inidene pondérée est



0
∑

−1≤k≤d−2

(ηk(ηd − 1)−1)α

∑
0≤k≤d−2

(η−(d+k)(ηd − 1))α η−dα


et qui admet [L′K ′] omme veteur de ompats invariant. Le graphe de la onstrution estfortement onnexe et la dimension de Hausdor� de L′ est donnée par un réel α qui véri�e

1 − η−dα − η−(2d−1)α(
1 − ηdα

1 − η
)(

1 − η(d−1)α

1 − η
) = 0.En remarquant que λ (valeur propre dominante de la matrie d'inidene assoiée à σ) véri�el'équation λd = λd−1 + λd−2 + · · · + λ+ 1 = (1 − λ)−1(1 − λd), on déduit que le réel α = ln(λ)

ln(η)est solution de l'équation. C'est la dimension de Hausdor� de L′.Remarque 6.2.25 Ce résultat est enore ohérent ave la remarque 6.2.18 (la valeur propreprinipale de la matrie d'inidene de τ est λ) et la propriété 6.2.23 (les longueurs des arêtessont divisées par η à haque appliation de la substitution d'arbre) ; λ joue le r�le de fateurd'expansion, et η elui de fateur de renormalisation.Remarque 6.2.26 Cette dimension est approximativement égale à 1.829 pour la substitutionsur 3 lettres (Tribonai). Dans le as de Tribonai, la matrie d'inidene de σ a deux valeurspropres omplexes onjuguées α et α. La dimension de Hausdor� de la frontière du fratal deRauzy assoié est donnée par le rapport (− ln(η)
ln(|α|)) (f. [18℄) et est approximativement égale à

1.093.6.2.8 De ⋃
n∈N

BTn à Ω+
0 ∪ Ω+

g,1On va se servir des automates positif et négatif des �gures 6.16 et 6.15, ainsi que de lasubstitution d'arbre dérite en �gures 6.18 et 6.19 a�n de dé�nir une bijetion de Ω+
0 ∪Ω+

g,1 dans⋃
n∈N

BTn.L'appliation f0Soit f1 l'appliation dé�nie par
f1 : ⋃

n∈N
BT s

n → F (Aρ)

x 7→ φp(pr(γp(x0, x)))où p est n'importe quel entier tel que Ls
p ontient x. En e�et, la substitution d'arbre τ est dé�niede manière à e que φ(pr(γp+1(x0, x))) = pr(γp(x0, x)). On pourra véri�er ela sur les heminsde longueur 1. Il vient que f1(x) ne dépend pas du hoix de p.Les arêtes de Ls

n olorée ρ1 ou ρ2 font apparaître de nouveaux points de branhement de
Ls

n+1.



140 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbreDé�nition 6.2.27 On dit qu'un point de branhement de Ls
n+1 (n ∈ N) est de lasse 1 s'il estissu d'une arête olorée ρ1, et qu'il est de lasse 2 s'il est issu d'une arête olorée ρ2. Le point

x0 est de lasse 2 et le point xd+1 (voir �gure 6.20) est de lasse 1.Soit Υ l'ensemble des mots u de F (Aρ) véri�ant� ǫ ∈ Υ,� tout mot pur positif (auun ρ−1
i pour tout 1 ≤ i ≤ d+ 1) véri�ant� toute lettre ρk, pour ρ2 ≤ ρk ≤ ρd, est préédée de la lettre ρd+1,� toute lettre ρd+1 est suivie de ρk, pour ρ2 ≤ ρk ≤ ρd,est un mot de Υ,� tout mot pur négatif (auun ρi pour tout 1 ≤ i ≤ d+ 1) véri�ant� toute lettre ρ−1

k , pour ρ2 ≤ ρk ≤ ρd, est suivie de la lettre ρ−1
d+1,� toute lettre ρ−1

d+1 est préédée de ρ−1
k , pour ρ2 ≤ ρk ≤ ρd,est un mot de Υ,� Υ est stable par onaténation.Remarque 6.2.28 Pour tout n ∈ N, les éritures réduites de φn(ρ1) (resp. φn(ρ−1

1 )) et de
φn(ρd+1ρk) (resp. φn(ρ−1

k ρ−1
d+1)) pour tout ρ2 ≤ ρk ≤ ρd, sont des éléments de Υ.Proposition 6.2.29 Pour tout x ∈

⋃
n∈N

BT s
n, si x est un point de branhement de lasse 1, alors

f1(x) = uρd+1 ave u pur positif et u ∈ Υ. Si x est un point de branhement de lasse 2 (6= x0),alors f1(x) est un élément pur négatif de Υ.Preuve On se référera à la propriété 6.2.20 et à la �gure 6.21. On véri�e failement la propriétésur Ls
0 et on la suppose vraie sur Ls

n.Si x est un point de branhement de BT s
n+1 \ BT

s
n de lasse 1, alors x est issu d'une arêtede Ls

n olorée ρ1. Une telle arête ne peut sortir que d'un point de branhement de lasse 2, ettout point de branhement de lasse 2 ayant une arête sortante olorée ρ1 a également une arêtesortante olorée ρd+1 ; elle-i ne peut être entrante que dans un point z de lasse 1 et on endéduit
f1(x) = f1(z)φ

n(ρ−1
d+1)φ

n+1(ρd+1).Une simple réurrene montrera que pour tout m > 0, φm(ρd+1) = φm−1(ρ1) . . . φ(ρ1)ρ1ρd+1, etle mot φn−1(ρ1) . . . φ(ρ1)ρ1 est un pré�xe de φn(ρ1) . . . φ(ρ1)ρ1. Finalement, il existe un mot vpur positif de Υ tel que f1(x) = f1(z)ρ
−1
d+1vρd+1, et onaténer la dernière lettre de f1(z) ave

ρ−1
d+1 nous permet de onlure.Si x est un point de branhement de BT s

n+1 \ BT
s
n de lasse 2, alors x est issu d'une arêtede Ls

n olorée ρ2. Une telle arête ne peut sortir que d'un point de branhement y de lasse 1, eton en déduit l'existene d'un point z de BT s
n tel que (z, y, ρd+1) est une arête de Ls

n. z est alorsforément un point de branhement de lasse 2. x véri�e
f1(x) = f1(z)φ

n(ρd+1)φ
n+1(ρ−1

d+1) = f1(z)φ
n(ρ−1

1 )et on peut onlure. �Proposition 6.2.30 Pour tout n ∈ N, si x ∈ TP s
n (l'ensemble des points terminaux de Ls

n),alors f1(x) ∈ Υ.Preuve La propriété est failement véri�able au rang 0. Soit x est un point de TP s
n \ TP s

n−1(n > 0). Il y a deux possibilités. La première est qu'il existe une arête (y, x, ρk) (où y un pointde lasse 2 et ρd+2 ≤ ρk ≤ ρ2d−1) de Ls
n ; dans e as f1(y) ∈ Υ d'après 6.2.29, pour tout
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n + 1 ≤ k ≤ n+ d− 2, φk(1) ∈ Υ, et �nalement, f1(x) ∈ Υ. Sinon, il existe une arête (z, x, ρk)(où z un point de lasse 1 et ρ2 ≤ ρk ≤ ρd−1) de Ls

n ; il existe alors un point z0 de lasse 2tel que (z0, z, ρd+1) est une arête de Ls
n. f1(z0) ∈ Υ d'après 6.2.29, pour tout ρ2 ≤ ρk ≤ ρd−1,

φn(ρd+1ρk) ∈ Υ, et à nouveau, f1(x) ∈ Υ. �Si un mot de Υ est vu omme une onaténation de mots purs (véri�ants les propriétés desmots purs de Υ), l'ériture du mot n'est pas forément réduite. On se sert ependant de ettereprésentation pour dé�nir le morphisme prd de Υ dans Fd.� prd(ρ1) = 1,� prd(ρd+1ρk) = k pour tout 2 ≤ k ≤ d.Propriété 6.2.31 Pour tout n ∈ N, prd(φn(ρ1)) = σn(1) et quel que soit ρ2 ≤ ρk ≤ ρd,
prd(φ

n(ρd+1ρk)) = σn(k).
F (A ∪ {ρ}) désigne le groupe libre de base de A ∪ {ρ}. On dé�nit �nalement l'appliation :

f0 : ⋃
n∈N

BT s
n → Fd ∪ F (A ∪ {ρ})

x 7→ prd(f1(x)) = prd(φ
p(pr(γp(x0, x)))) si x est de lasse 2

x 7→ prd(f1(x)) si x est un point terminal
x 7→ prd(u)ρ où f1(x) = uρd+1 si x est de lasse 1.On va montrer que f0 est une bijetion de ⋃

n∈N

BT s
n dans δ(Ω+

0 ) ∪ δ(Ω+
g,1). On sépare l'étude despoints de branhement et des points terminaux.De ⋃

n∈N
BP s

n à δ(Ω+
d ) ∪ δ(Ω+

g,1)Proposition 6.2.32 f0 est injetive de ⋃
n∈N

BP s
n dans Fd ∪ F (A ∪ {ρ}).Preuve L'appliation pr est injetive par 6.2.22, et φ est un automorphisme. Il su�t de re-marquer que prd est injetive de l'ensemble des mots purs de Υ dans Fd ; la proposition 6.2.29permet alors de onlure. �Dé�nition 6.2.33 On dira qu'un mot f0(x) (ou que le point x) apparaît à une étape k si

x ∈ BT s
k et x /∈ BT s

k−1.On va d'abord véri�er que tous les mots dérits par l'automate négatif sont atteints.Les mots de l'automate négatifOn se reporte à la propriété 6.2.20 et à la �gure 6.21. Si x est un point de branhement delasse 2 qui apparaît à une étape n, alors pour tout n + 1 ≤ k ≤ n + d, il existe un point debranhement y de lasse 2 tel que γk(x, y) = ρdρd+1 (γk est la fontion hemin de Ls
k) et y estapparu à l'étape k. On en déduit que le mot f0(x)σ

k(d−1) apparaît à l'étape k. De plus, pour tout
k ≥ n + d, il y a une arête olorée ρ1 entrante dans x ; le mot f0(y) = f0(x)σ

k(1−1) apparaît àl'étape k. Cependant, dans e dernier as, y est issu d'une arête (z, x, ρ2) de Ls
k−1. z est forémentun point de branhement de lasse 1 (e sont les seuls qui aeptent une arête sortante olorée

ρ2), et on en déduit l'existene d'une arête (z0, z, ρd+1) de Ls
k−1. z0 est forément un point debranhement de lasse 2 (e sont les seuls qui aeptent une arête sortante olorée ρd+1) et onpeut déduire de la propriété 6.2.20 qu'il est apparu à l'étape (k− 1). On en déduit que z0 est unpoint de lasse 2 qui véri�e γk(z0, y) = ρdρd+1. Finalement, on a f0(z0)σ

k(d−1) = f0(y) et on endéduit la propriété suivante.



142 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbrePropriété 6.2.34 Tous les mots u = f0(x), où x est un point de branhement de lasse 2,apparus à une étape n, véri�ent u = f0(y)σ
n(d−1), où y est un point de branhement de lasse

2, et f0(y) est apparu à une étape m, n− d ≤ m ≤ n− 1.Si x est un point de branhement de lasse 2, on se permettra de dire que f0(x) est un motde lasse 2.Proposition 6.2.35� (1) ǫ est le seul mot de lasse 2 de l'étape 0.� (2) Pour tout m ≥ 1, le plus long développement automatique d'un mot de lasse 2 appa-raissant en m est σu0(1−1) . . . σun(1−1) (n ≥ 0) ave,� si m = (n+ 1)d, n > 0, alors pour tout 0 ≤ i ≤ n, ui = (i+ 1)d,� si m = kd+ h, ave k ≥ 0, 1 ≤ h ≤ d− 1, n = h+ k − 1, alors pour tout 0 ≤ i ≤ h− 1,
ui = i, et pour tout h ≤ i ≤ h+ k − 1, ui = (i− h+ 1)d + h.� (3) Tous les su�xes de e mot sont apparus à une étape ≤ m.� (4) L'image par f0 de tout point de branhement de lasse 2 peut s'érire sous la formed'un développement automatique de l'automate négatif.Preuve On va démontrer les parties (2), (3) et (4) par réurrene forte. On suppose les 3 pro-priétés vraies aux rangs < m et on suppose m ≥ 1.

(2) On déduit de la propriété 6.2.34 que le développement le plus long apparaissant en m(que l'on notera lm jusqu'à la �n de ette preuve) est lm−1σ
m(d−1) où lm−1 est le plus longdéveloppement apparaissant en m− 1. En rappelant que σd(1−1) = 1−1σ(1−1) . . . σd−1(1−1), onpeut érire

lm−1 = 1−1σ(1−1) . . . σm−2(1−1),si m > 1 et lm−1 = ǫ sinon. On a alors
lm = lm−1σ

m(d−1) = lm−1σ
m−1(1−1).Ce n'est pas un développement automatique. Cependant, si m = kd pour un ertain k > 0, on peutérire pour tout 0 ≤ i ≤ m−1, i = 0[d], σi(1−1) . . . σi+d−1(1−1) = σi+d(1−1), donnant �nalement

lm = σu0(1−1) . . . σuk−1(1−1), ave pour tout 0 ≤ j ≤ k − 1, uj = (j + 1)d. Si m = kd + h pour
k ≥ 0 et 1 ≤ h ≤ d − 1, érire σi(1−1) . . . σi+d−1(1−1) = σi+d(1−1) pour tout 0 ≤ i ≤ m− 1 telque i = h[d] produira lm = σu0(1−1) . . . σuh+k−1(1−1), ave pour tout 0 ≤ j ≤ h − 1, uj = j, etpour tout h ≤ j ≤ h+ k − 1, uj = (j − h+ 1)d+ h.

(3) On va étudier le développement le plus ourt apparaissant à l'étape m (on le notera cm),et on va montrer qu'il véri�e |cm| = |lm−1| + 1. On dé�nit lk = ck = ǫ pour tout k ≤ 0.Par l'hypothèse de réurrene et par 6.2.34, cm est obtenu par onaténation du plus ourt del'étape m−d (ou de ǫ si m ≤ d), que l'on note cm−d, et de σm(d−1). En remarquant que pour tout
0 ≤ k ≤ d− 2, (k + 2)−11−1σ(1−1) . . . σk(1−1) = σk+1(1−1), et grâe à l'expression de lm−(d+1),on en déduit que si m = nd+h+1 (n ≥ 0 et 0 ≤ h ≤ d−1), alors cm−d = σv0(1−1) . . . σvn−1(1−1)ave pour tout 0 ≤ j ≤ n− 1, vj = jd+ h. La même remarque après onaténation nous permetde onlure que |cm| = |lm−1| + 1.Finalement, par hypothèse de réurrene, tous les su�xes de lm−1 dont cm−d (si m ≥ d+ 1)ou ǫ (si m ≤ d) est su�xe sont apparus entre les étapes m− d et m− 1 et d'après 6.2.34, on endéduit que tout su�xe de lm dont cm est su�xe apparaît à l'étape m.

(4) est une onséquene de (3). Pour tout x point de branhement de lasse 2 de ⋃
p≤k≤m−1

BP s
k ,où p = min(0,m − d), f0(x) peut s'érire sous forme automatique. Tout mot apparaissant en m



6.2 - Deuxième exemple 143peut s'érire sous la forme f0(x)σ
m(d−1) pour un ertain x et ils sont tous su�xes de lm. Cedernier pouvant s'érire sous forme automatique, tous ses su�xes le peuvent également. �On rappelle que d'après la proposition 6.2.16, tout mot de δ(Ω+

d ) peut s'obtenir par undéveloppement automatique de l'automate négatif, et tout développement automatique donneun mot de δ(Ω+
d ). On peut maintenant énoner le résultat suivant.Proposition 6.2.36 L'appliation f0 est une bijetion de l'ensemble des points de branhementde lasse 2 de ⋃
n∈N

BP s
n dans δ(Ω+

d ).Preuve f0 est injetive de ⋃
n∈N

BP s
n dans Fd ∪F (A∪ {ρ}) (proposition 6.2.32). D'après 6.2.35

(3), tout mot de δ(Ω+
d ) est atteint par un point de branhement d'un ertain Ls

n et par 6.2.35
(4), tout point de branhement est le développement d'un mot de δ(Ω+

d ). �On déduit d'après 6.2.35 (1) et (2) que si v−1 est le plus long développement automatique delasse 2 apparaissant à une étape donnée, alors v est un mot bispéial (f. proposition 6.2.13). Onpeut véri�er failement que la réiproque est vraie. On suppose que v = σun(1) . . . σu0(1) est unmot bispéial. Si n > 0 ou n = 0 et un ≥ d, alors v−1 est le plus grand développement apparaissantà l'étape un. Si n = 0 et un ≤ d− 2, v−1 est le plus grand développement apparaissant à l'étape
un + 1.Propriété 6.2.37 Si v est un mot bispéial, alors v−1 est le plus long développement automatiquede lasse 2 apparaissant à une ertaine étape. Si v−1 est le plus long développement de lasse 2apparaissant à une ertaine étape, alors v est bispéial.Les points de branhement de lasse 1On se reporte à la �gure 6.21 et à la propriété 6.2.20. On onstate que seul un point debranhement de lasse 2 peut être origine d'une arête olorée ρd+1. Si un point de branhement
y de lasse 2 apparaît à une étape n, alors pour tout n ≤ k ≤ n+d−1, il existe une arête olorée
ρd+1 sortante de y dans Ls

k. On note ependant que si k = n, alors le point x tel que (y, x, ρd+1)est une arête de Ls
n, est apparu à une étape < n.Propriété 6.2.38 Pour tout point de branhement x de lasse 1 de Ls

n, il existe un point debranhement y de lasse 2 tel que (y, x, ρd+1) est une arête de Ls
n, et f0(y) est apparu à uneétape m, n− (d− 1) ≤ m ≤ n.De plus, si x est apparu à l'étape n, alors y est apparu à une étape n− (d− 1) ≤ m ≤ n− 1.Si x est un point de branhement de lasse 1, on dira également que f0(x) est un mot de lasse

1.Proposition 6.2.39� (1) Pour tout point de branhement x de lasse 1, f0(x) ∈ δ(Ω+
g,1).� (2) ρ est le seul mot de δ(Ω+

g,1) à l'étape 0. Pour tout n ≥ 1, le mot de δ(Ω+
g,1) le plus longapparaissant en n est cn−(d−1)σ

n−1(1)σn−2(1) . . . σ(1)1ρ (n ≥ 0) (en ériture non réduite)où,� cn−(d−1) = ǫ si n ≤ d− 1,� cn−(d−1) est le mot de δ(Ω+
d ) le plus ourt apparaissant à l'étape n− (d− 1).� (3) Tous les su�xes de e mot sont apparus à une étape ≤ m.Preuve (1) On ommene par remarquer que pour tout n ∈ N,



144 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbre
φn(ρd+1) = φn−1(ρ1)φ

n−2(ρ1) . . . φ(ρ1)ρ1ρd+1,et on rappelle que prd(ρ1) = 1. On obtient ainsi
u = prd(φ

n(ρd+1)) = σn−1(1)σn−2(1) . . . σ(1)1ρ.Par la formule σd(1) = σd−1(1) . . . σ(1)1, le mot de lasse 2 le plus long de l'étape n peut s'érire
ln = 1−1σ(1−1) . . . σn−1(1−1) (proposition 6.2.35). On a alors lnu = ρ. Tout mot v de lasse 2apparaissant à une étape ≤ n est un su�xe de ln, et puisque u est un mot de δ(Ω+

g,1), alors vul'est également.
(2) est une onséquene direte de (1) et de la propriété 6.2.38. On montre (3) par réurrene.On suppose que tous les su�xes du mot cn−(d−1)u sont apparus au plus tard à l'étape n. Il nousreste à montrer que le mot de δ(Ω+

g,1) le plus ourt apparaissant à l'étape n + 1 (on le notera
wn+1ρ) est le suesseur (en terme de longueur) de cn−(d−1)u.Si n ≤ d−1, on doit véri�er que |wn+1| = |u|+1. D'après 6.2.38, wn+1 = lnσ

n(1)u. Si n = 0,
ln = ǫ, et si 1 ≤ n ≤ d − 1, alors ln = 1−1σ(1−1) . . . σn−1(1−1). En remarquant que pour tout
0 ≤ k ≤ d−2, σk+1(1) = σk(1) . . . σ(1)1(k+2), on obtient : wn+1 = (n+1)u, et |wn+1| = |u|+1.Si n ≥ d, alors on a |ln−d|+1 = |cn−(d−1)| par 6.2.35 ; montrer que wn+1 = ln−du impliquera
|wn+1| = |cn−(d−1)u| + 1. Toujours par 6.2.35, on remarque que ln = ln−dσ

n(1−1) et on a ainsi
wn+1 = lnσ

n(1)u = ln−du. �On rappelle que f0 est injetive de ⋃
n∈N

BP s
n dans Fd ∪ F (A ∪ {ρ}) (proposition 6.2.32).Corollaire 6.2.40 L'appliation f0 est une bijetion de l'ensemble des points de branhementde lasse 1 de ⋃

n∈N
BP s

n dans δ(Ω+
g,1).Les mots de l'automate positifOn s'intéresse maintenant aux points terminaux des arbres Ls

n ; l'ensemble de es points seranoté TP s
n.Proposition 6.2.41 Pour tout point x de ⋃

n∈N
TP s

n, f0(x) est un mot de δ(Ω+
g ).Preuve Les images par f0 des points terminaux de Ls

0 sont 2, . . . , d (pour les voisins de xd+1)et 1, σ(1), . . . , σd−2(1) (pour les voisins de x0). On suppose n ≥ 1.Si x est un point terminal qui apparaît à une étape n, alors x n'a qu'un unique voisin y dans
BT s

n, et y est un point de BP s
n. On rappelle que x0 est la raine de Ls

n.Si y est un point de branhement de lasse 2, alors la dernière lettre de γn(x0, x) est ρh,ave ρd+2 ≤ ρh ≤ ρ2d−1. D'après 6.2.35, on peut érire f0(y) sous la forme d'un développementautomatique dont l'exposant maximal est ≤ n, e qui en fait un su�xe propre de σn+1(1−1) (6.2.15page 131). On rappelle que pour tout 1 ≤ k ≤ d−2, pr(ρd+1+k) = φk(ρ1) et prd(φk(ρ1)) = σk(1).Finalement, pour tout 1 ≤ k ≤ d − 2, le mot f0(y)σ
n+k(1) = f0(x) est un su�xe propre de

σn+k(1) et appartient don à δ(Ω+
g ).Si y est un point de branhement de lasse 1, alors elui-i est apparu à l'étape n, et d'après6.2.38, il existe un point de branhement z de lasse 2 apparu à une étape m, n− (d− 1) ≤ m ≤

n−1, et tel que (z, y, ρd+1) est une arête de Ls
n. Les deux dernières lettres de γn(x0, x) sont ρd+1ρkpour ρ2 ≤ ρk ≤ ρd−1. On rappelle que prd(ρd+1ρk) = k, et on en déduit que f0(x) = f0(z)σ

n(k)pour un ertain 2 ≤ k ≤ d − 1. z est apparu à une étape antérieure à n − 1 ; si n − 1 < d,alors f0(z) est un su�xe propre de σn−1(1−1) (6.2.35 et 6.2.15), et σn(k) = σn−1(1)σn−1(k+ 1)pour tout 2 ≤ k ≤ d − 1. Si n − 1 ≥ d, f0(z) est un su�xe propre de σn−2(1−1)σn−1(1−1)(6.2.35 et 6.2.15) ; si 2 ≤ k ≤ d− 2, alors σn(k) = σn−1(1)σn−2(1)σn−2(k + 2) et si k = d − 1,
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σn(k) = σn−1(1)σn−2(1). Dans tous les as, f0(x) est un su�xe propre de σn(k) et il appartientdon à δ(Ω+

g ). �Pour tout point x terminal de Ls
n (pour tout n ∈ N), f0(x) est un mot de δ(Ω+

g ) et il est donpur positif. On en déduit (pour les même raisons qu'en 6.2.32) que f0 est injetive de ⋃
n∈N

TP s
ndans δ(Ω+

g ).On va montrer que tous les points de δ(Ω+
g ) sont e�etivement atteints. On note que pourtout l ∈ N∗, δ(Ω+

g ) ontient exatement d mots de longueur l ; e sont les su�xes des passésdes points �xes w1, . . . , wd. Les dernières lettres de es mots sont respetivement 1, 2, . . . , d. Onremarque également que :� pour tout 0 ≤ k ≤ d− 1, la dernière lettre de σn(1) où n = k[d] est (k + 1),� pour tout 0 ≤ k ≤ d − 1, si n = k[d], n > 0, alors auun mot apparaissant à l'étape nn'a pour dernière lettre k ou (k + 1)[d], mais pour tout h 6= k, (k + 1)[d], il existe un motapparaissant en n qui �nit par h.Proposition 6.2.42 L'appliation f0 est une bijetion de ⋃
n∈N

TP s
n dans δ(Ω+

g ).Preuve Les mots 2, . . . , d et 1, σ(1), . . . , σd−2(1) son présents à l'étape 0. On va montrer quetous les mots �nissant par la lettre 1 sont atteints. Le même raisonnement pourra être fait pourles autres mots.Des mots �nissant par 1 apparaissent aux étapes [id + 2, id + d − 1] quel que soit i dans N.Si 2 ≤ k ≤ d− 1, pour tout u, mot de lasse 2 apparaissant en id+ k, le mot uσid+k(σd−k(1)) =
uσ(i+1)d(1) apparaît également en id + k et se termine par la lettre 1. D'après 6.2.35 (3), si onnote cid+2 le mot de lasse 2 le plus ourt apparaissant à l'étape id+2, et lid+d−1 le mot de lasse
2 le plus long apparaissant à l'étape id + d − 1, tous les su�xes de βi,1 = cid+2σ

(i+1)d(1) dont
αi,1 = lid+d−1σ

(i+1)d(1) est su�xe apparaissent entre les étapes id+ 2 et id+ d− 1.On note ch et lh les mots de lasse 2 les plus ourt et plus long à apparaître à l'étape h. Paronvention, si h ≤ 0, ch = lh = ǫ. De plus, pour tout v, mot de lasse 2 apparaissant à uneétape m, id + k − (d − 1) ≤ m ≤ id + k − 1, le mot vσid+k(d − (k − 1)) apparaît en id + k etse termine par 1. D'après 6.2.35 (3) et 6.2.38, tous les su�xes de cid+k−(d−1)σ
id+k(d− (k − 1))dont lid+k−1σ

id+k(d− (k − 1)) est su�xe apparaissent à l'étape id+ k. En remarquant que pourtout 2 ≤ k ≤ d− 2, |cid+k−(d−1)σ
id+k(d− (k− 1))|+ 1 = |lid+(k+1)−1σ

id+(k+1)(d− ((k+ 1)− 1))|,on en déduit que tous les su�xes de βi,2 = cidσ
id+d−1(2) dont αi,2 = lid+1σ

id+2(d− 1) est su�xeapparaissent entre les étapes id+ 2 et id+ d− 1.On va regrouper les deux types de mots terminaux que l'on vient d'étudier. On véri�e que
|cidσ

id+d−1(2)| + 1 = |lid+d−1σ
(i+1)d(1)| (ou enore |βi,2| + 1 = |αi,1|) par les formules σd(1) =

σd−1(1) . . . σ(1)1 et σd−1(2) = σd−2(1) . . . σ(1)1, et on en déduit que tous les su�xes de βi,1 =
cid+2σ

(i+1)d(1) dont αi,2 = lid+1σ
id+2(d − 1) est su�xe apparaissent entre les étapes id + 2 et

id+ d− 1.
1 est le seul mot �nissant par 1 de l'étape 0 et le mot 1−1σ2(d − 1) = 21 apparaît à l'é-tape 2. Il ne reste plus qu'à véri�er que |cid+2σ

(i+1)d(1)| + 1 = |l(i+1)d+1σ
(i+1)d+2(d − 1)| (ouenore |βi,1| + 1 = |αi+1,2|) (pour tout i ≥ 0). Cette égalité est dédutible de lid+1σ

(i+1)d(1) =
l(i+1)d+1σ

(i+1)d+1(1)σ(i+1)d(1) et on onlut grâe à 6.2.35 (2)(3).Finalement, tous les mots de δ(Ω+
g ) �nissant par 1 sont atteints. �



146 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbreBijetion de Ω+
0 ∪ Ω+

g,1 dans ⋃
n∈N

BTnOn a montré suessivement que f0 est une bijetion de ⋃
n∈N

BP s
n dans δ(Ω+

d )∪ δ(Ω+
g,1) et de

⋃
n∈N

TP s
n dans δ(Ω+

g ). On sait par ailleurs que δ est une bijetion de Ω+
0 ∪Ω+

g,1 dans δ(Ω+
0 ∪Ω+

g,1),et qu'il y a une bijetion entre BT s
n et BTn pour tout n. On dé�nit �nalement la bijetion

fQ : Ω+
0 ∪ Ω+

g,1 →
⋃

n∈N

BTn.6.2.9 Les points �xes dans l'arbreOn rappelle la proposition 6.2.35 (2). Pour tout m ≥ 1, le plus long développement automa-tique d'un mot de lasse 2 apparaissant en m est σu0(1−1) . . . σun(1−1) (n ≥ 0) ave,� si m = (n + 1)d, n > 0, alors pour tout 0 ≤ i ≤ n, ui = (i+ 1)d,� si m = kd + h, ave k ≥ 0, 1 ≤ h ≤ d − 1, n = h + k − 1, alors pour tout 0 ≤ i ≤ h − 1,
ui = i, et pour tout h ≤ i ≤ h+ k − 1, ui = (i− h+ 1)d+ h.Propriété 6.2.43 Soit v le plus long développement automatique d'un mot de lasse 2 apparais-sant en m > 0 (ou ǫ si m = 0).� (1) Si m < d, v−1 est le début du développement en pré�xes des mots ωi,2, où m+1 ≤ i ≤ d,et pour tout 1 ≤ k ≤ d− 2, vσm+k(1) est le début du développement en su�xes de ωm+1,2.� (2) Si m ≥ d et m = id + h − 1, 1 ≤ h ≤ d, alors v−1 est le début du développement enpré�xes de ωh,2, et pour tout 1 ≤ k ≤ d − 2, vσm+k(1) est le début du développement ensu�xes de ωh,2.Preuve On ommene par remarquer que pour tout n ∈ N, σn(1) = 12σ(2) . . . σn−1(2).

(1) v = 1−1σ(1−1) . . . σm−1(1−1), et on rappelle puisque m < d, σm(1) = σm−1(1) . . . σ(1)1(m+
1). On onlut failement par les formules σm+k(1) = σm(12σ(2) . . . σk−1(2)) et 13 = σ(2),
12σ(3) = σ2(2), et 12σ(2) . . . σm−2(2)σm−1(3) = σm(2) si m ≥ 2.

(2) On proède par réurrene sur m par pas de d. Si vσm+k(1) est le début du développementen su�xes de ωh,2, alors vσm+d(1−1) est le plus long développement automatique d'un mot delasse 2 apparaissant en m + d (d'après 6.2.35 (2)) et les mots wk = vσm+d(1−1)σm+d+k(1),
1 ≤ k ≤ d − 2, apparaissent en même temps. Par σm+d+k(1) = σm+d(12σ(2) . . . σk−1(2)), onobtient wk = vσm+d(2σ(2) . . . σk−1(2)). Il reste à érire
σm+d(2) = σm+d−1(13) = σm+k(12σ(2) . . . σd−2−k(2))σm+d−1(3) pour pouvoir onlure. �6.2.10 Injetion de L dans TL'appliation ξOn rappelle que ω = lim

n→+∞
σn(1) est le point �xe (unilatéral à droite) de σ, que ω+

1,2 est laprojetion de ω1,2 sur Ω+, et que P est le point de T �xe par H. On va montrer (proposition6.2.44) que Q(ω) = P ∈ T . On a montré que fQ est une bijetion de Ω+
0 ∪Ω+

g,1 dans ⋃
n∈N

BTn. Enpartiulier 'est une bijetion de Ω+
0 dans fQ(Ω+

0 ) et on peut dé�nir l'appliation ξ ; pour tout vde Ω+
0

ξ : fQ(Ω+
0 ) → T

fQ(v) 7→ Q(v)



6.2 - Deuxième exemple 147Il s'agit de montrer que ξ onserve les distanes. On notera ξn la restrition de ξ à BTn∩fQ(Ω+
0 ),et on montrera que ξn onserve les distanes quel que soit n.Note De même que dans le premier exemple, on ommene par montrer par réurrene que ξonserve les distanes, puis on étend, par densité de fQ(Ω+

d ) dans L, les dé�nitions de fQ et ξ ;on obtient ainsi le théorème 6.2.52 (page 150).La distane dans L est notée dL ; on remarque que si s et t de BTn sont à distane x, alors pardé�nition de la substitution d'arbre, ils seront à distane x dans tout Lm,m ≥ n, et à distane
x dans L. On désignera également par dL la distane dans n'importe quel Ln. Il nous su�ra demontrer que pour tout ouple (u, v) de Ω+

0 , dL(fQ(u), fQ(v)) = d∞(Q(u), Q(v)).On ommene par ξ0. L'appliation ν0 dé�nie en 6.2.7 (page 136) nous permet de déduire� fQ(ω) = O,� fQ(1ω) = 1(ηd−1),� ∀2 ≤ j ≤ d− 1, fQ(σj−1(1)ω) = j(η
d−1)η−(j−1) ,� fQ(ω+

1,2) = 01,� ∀2 ≤ k ≤ d− 1, fQ(kω) = 01kηd−(k−1) ,� fQ(dω) = 011η .Propriété 6.2.44 Pour tout élément v ∈ Fd, Q(vω) = vP .Par la propriété σ−1(v)H = Hv pour tout v de Fd, on déduit d∞(P, σn(1)P ) = η−nd∞(P, 1P ).Ainsi, la suite (σn(1))n onverge vers ω, et la suite (σn(1)P )n onverge vers P ; d'après la propo-sition 2.3.5 (page 48), Q(ω) = P . L'équivariane de Q permet de véri�er la propriété.On rappelle que l'identi�ation du groupe fondamental π1(G, ∗) ave Fd est faite selon� 1 ≃ ρ1,� k ≃ ρd+1ρk pour tout 2 ≤ k ≤ d,et qu'on la longueur de l'ar ρh (1 ≤ h ≤ d + 1) de G est donné par la h-ième oordonnée duveteur [(ηd − 1) ηd−1 ηd−2 . . . η 1]. ρ1 et ρd+1ρk (quel que soit 2 ≤ k ≤ d) sont des heminslégaux, et on se réfère à la propriété 2.3.3 (page 48) pour déduire que
d∞(Q(ω), Q(σj(1)ω)) = η−jd∞(P, 1P ) = η−j(ηd − 1), 1 ≤ j ≤ d− 2
d∞(Q(ω), Q(kω)) = d∞(P, kP ) = 1 + ηd−(k−1) pour 2 ≤ k ≤ d.De plus, on a montré que l'arbre Ls

n est diserné quel que soit n ∈ N. On en déduit que� pour tout 2 ≤ h < k ≤ d, le hemin ρ−1
k ρh (de G) est légal,� pour tout 0 ≤ h < k ≤ d− 2, le hemin ρ−1

1 φh−k(ρ1) est légal,� si 2 ≤ k ≤ d et 0 ≤ h ≤ d− 2, le hemin (φ−h(ρk))
−1ρ1 est légal.On a ainsi� pour tout 2 ≤ h < k ≤ d, d∞(Q(kω), Q(hω)) = d∞(kP, hP ) = ηd−(k−1) + ηd−(h−1),� pour tout 0 ≤ h < k ≤ d − 2, d∞(Q(σk(1)ω), Q(σh(1)ω)) = d∞(σk(1)P, σh(1)P ) =

(ηd − 1)(η−k + η−h),� si 2 ≤ k ≤ d et 0 ≤ h ≤ d− 2, d∞(Q(kω), Q(σh(1)ω)) = d∞(kP, σh(1)P ) = 1 + ηd−(k−1) +
(ηd − 1)η−h.Finalement, ξ0 onserve les distanes. On suppose que ξn onserve les distanes et on étudie

ξn+1.Dé�nition 6.2.45 On dit qu'un sous-arbre e de Ls
n est 2-simple s'il est l'enveloppe onvexe dans

Ls
n d'un ensemble Et uniquement onstitué de point terminaux et de points de branhement delasse 2 de Ls

n, et si e ne ontient auun point de branhement de lasse 2 à part eux de Et.



148 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbreOn donnera par la suite une dé�nition équivalente pour les sous-arbre de Ln. Il n'existe qu'unseul type de sous-arbre 2-simple de Ls
n qui n'est plus 2-simple dans Ls

n+1 ; e sont les arbreségaux (au sens de S (Aτ )) à Bxd+1,1(L
s
0), la boule de rayon 1 autour du point xd+1 (voir �gure6.20). Soit e un sous-arbre de Ls

n tel que e =S (Aτ ) Bxd+1,1(L
s
0) et e est l'enveloppe onvexe de

Et dans Ls
n. Alors l'enveloppe onvexe de Et dans Ls

n+1 est égale (toujours au sens de S (Aτ ))à Ls
0. Pour tout e =S (Aτ ) L

s
0 de Ls

n+1, si e est l'enveloppe onvexe de Et dans Ls
n+1, on dé�nitle sous-arbre er de Ln+1 omme l'enveloppe onvexe de νn+1(Et). Véri�er que ξn+1 onserve lesdistanes revient à véri�er qu'elle les onserve sur les sous-arbres er de Ln+1. Le raisonnemente�etué sur ξ0, et la propriété 6.2.23 nous permettent de onlure.La réurrene est ainsi omplétée ; pour tout n ∈ N, l'appliation ξn : BTn → T onserve lesdistanes. On en déduit, puisque pour tout n ∈ N, BTn ⊂ BTn+1, que la proposition suivanteest véri�ée.Proposition 6.2.46 L'appliation ξ dé�nie pour tout v de Ω+

0 par
ξ : fQ(Ω+

0 ) → T
fQ(v) 7→ Q(v)onserve les distanes.Densité des points de branhement de lasse 2 et des points terminaux dans LOn dira d'un point de L qu'il est de lasse 2 s'il est l'image par νn (pour un n quelonque)d'un point de branhement de lasse 2.On remarque que quel que soit n ∈ N, tout sommet de Ls

n est à distane au plus 2 d'un pointde branhement de lasse 2. On déduit alors de la propriété 6.2.23 (page 138) que si x ∈ Ln,alors il existe un point de branhement de lasse 2 de Ln à distane ≤ 2ηd−n (par exemple). Ceonstat nous permet de montrer la proposition suivante.Proposition 6.2.47 L'ensemble des points de branhement de lasse 2 de L est dense (pour latopologie métrique) dans L.Preuve Soit x ∈ L et (xn)n une suite onvergente vers x ave pour tout n ∈ N, xn ∈ Ln. Onhoisit un réel ǫ et un entier m tel que ǫ − 2ηd−m > 0. Il existe un entier n0 ≥ m tel que pourtout n ≥ n0, dL(x, xn) < ǫ − 2ηd−m et une suite (yn)n telle que pour tout n ∈ N, où yn est unpoint de branhement de lasse 2 de Ln, et dL(xn, yn) ≤ 2ηd−n. Alors, pour tout n ≥ n0 ≥ m,
dL(x, yn) < ǫ− 2ηd−m + 2ηd−n ≤ ǫ. �On peut montrer de la même manière que ⋃

n∈N
TPn est également dense dans L.

ξ et fQ étendent leurs domainesProposition 6.2.48 Pour tout élément v de Ω+, il existe une suite (vn)n de mots de L(Ω) telleque� pour tout n ∈ N, vnω ∈ Ω+,� (vn)n onverge vers v ∈ Ω+,� la suite (vnP )n de T onverge dans T .Preuve Si v est un mot de Ω+ \Ω+
0 ou de Ω+

d , il existe un mot uv de Ω et on peut assoier aumot S−1(uv) une unique suite (pi, αi, si)i≥0 de l'automate des pré�xes-su�xes véri�ant :
∀m0 ∈ N,∃m > m0 tel que sm 6= ǫ.



6.2 - Deuxième exemple 149On obtient grâe aux su�xes un développement automatique (de l'automate positif dérit �gure6.16 page 130) de v ; v = σu0(k0) . . . σ
un(kn) . . . (ave 2 ≤ ki ≤ d pour tout i ∈ N). Pour tout

n ∈ N, on note vn = σu0(k0) . . . σ
un(kn). La suite (vn)n tend e�etivement vers v, et puisquetout vn s'érit sous forme d'un développement automatique, vnω est bien un élément de Ω+. Deplus,

d∞(vn−1P, vnP ) = d∞(P, σun(kn)P ) ≤ η−und∞(P, knP ) ≤ η−un(1 + ηd−1)et (vnP )n est une suite de Cauhy.Si v est un mot de Ω+
g , la suite des su�xes du développement (pi, αi, si)i≥0 assoié au mot

S−1(uv) de Ω est ultimement onstante égale à ǫ. On note v0 = σu′

0(k0) . . . σ
u′

n0 (kn), où j = u′n0est l'entier maximal pour lequel sj 6= ǫ et pour tout n ∈ N∗, vn = v0σ
un(2), ave u1 = j+(kn−1)et un = u1 + dn + 1. La suite (σun(2))n≥1 tend vers ω et la suite (vn)n tend vers v. Tout vns'érit sous forme d'un développement automatique ; vnω est dans Ω+. En�n (pour n ≥ 2),

d∞(vn−1P, vnP ) = d∞(σun−1(2)P, σun(2)P ) ≤ η−un−1(1 + ηd−1) + η−un(1 + ηd−1),et (vnP )n est enore une suite de Cauhy. �Pour tout élément v de Ω+\Ω+
0 , on hoisit une suite (vn)n de mots �nis omme dans la propo-sition 6.2.48. Puisque ξ onserve les distanes sur ⋃

n∈N
TPn, la suite (fQ(vnω))n est égalementune suite de Cauhy de ⋃

n∈N
TPn, et est don onvergente dans L (ompat).On dé�nit alors fQ : Ω+ → L. La restrition de fQ à Ω+

0 ∪ Ω+
g,1 a été dé�nie préédemment.Si v ∈ Ω+ \ (Ω+

0 ∪ Ω+
g,1), alors on a mis en évidene une suite (vn)n qui onverge vers v et telleque (fQ(vnω))n onverge dans L ; on note alors fQ(v) = lim

n→+∞
fQ(vnω).Proposition 6.2.49 Si u et v sont deux mots distints de Ω+ véri�ant dL(fQ(u), fQ(v)) = ρ,alors d∞(Q(u), Q(v)) = ρ.Preuve On hoisit deux suites (un)n et (vn)n de mots �nis omme dans la proposition 6.2.48.

(un)n tend vers u, (vn)n tend vers v, et les suites (fQ(unω))n et (fQ(vnω))n sont des suites deCauhy de L qui tendent vers fQ(u) et fQ(v) respetivement ; on note ρ = dL(fQ(u), fQ(v)). Pourtout n ∈ N, dL(fQ(unω), fQ(vnω)) = d∞(Q(unω), Q(vnω)) = d∞(unP, vnP ), et les suites (unP )net (vnP )n tendent vers Q(u) et Q(v) respetivement. Pour tout ǫ > 0, il existe un entier n0 telque pour tout n ≥ n0, |ρ− dL(fQ(unω), fQ(vnω))| < ǫ
2 et |d∞(Q(u), Q(v))− d∞(unP, vnP )| < ǫ

2 ,e qui donne |ρ− d∞(Q(u), Q(v))| < ǫ. Finalement, d∞(Q(u), Q(v)) = ρ. �La proposition est en partiulier vraie pour les mots u, v ∈ Ω+ tels que fQ(u) = fQ(v), e quinous permet d'étendre l'ensemble de dé�nition de ξ.Remarque 6.2.50 La nouvelle appliation ξ dé�nie pour tout v ∈ Ω+ par
ξ : fQ(Ω+) → T

fQ(v) 7→ Q(v)onserve enore les distanes. On en déduit, d'après la proposition 2.3.5 (page 48), que si (vn)n(où pour tout n ∈ N, vnω ∈ Ω+) onverge vers v ∈ Ω+ et (fQ(vnω))n onverge dans L, alors
(fQ(vnω))n onverge vers fQ(v).Proposition 6.2.51 L'appliation fQ : Ω+ → L ainsi dé�nie est surjetive.



150 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbrePreuve Soit x ∈ L\
⋃

n∈N
BTn ; ⋃

n∈N
TPn étant dense dans L, il existe une suite (xp)p d'élémentsde ⋃

n∈N
TPn onvergente vers x. fQ est une bijetion de Ω+

g dans ⋃
n∈N

TPn ; on hoisit don la suite
(upω)p de Ω+

g telle que pour tout p ∈ N, fQ(upω) = xp. Par ompaité de Ω+, on peut hoisirune sous-suite (vpω)p de (upω)p onvergente vers un élément v de Ω+. Puisque x ∈ L \
⋃

n∈N

BTn,
v /∈ Ω+

0 et |vp| → +∞ lorsque p→ +∞. (vp)p onverge également vers v et (fQ(vpω))p onvergevers x. La remarque 6.2.50 nous permet alors de onlure que fQ(v) = x. �On peut donner grâe à ette proposition la nouvelle appliation ξ : L → T dé�nie pour tout
v ∈ Ω+, par ξ(fQ(v)) = Q(v).Théorème 6.2.52 L'appliation ξ dé�nie pour tout v de Ω+ par

ξ : L → T
fQ(v) 7→ Q(v)onserve les distanes. ξ est une bijetion isométrique de L dans Q(Ω+).6.2.11 Une première déomposition de LnSoit u−1 un élément de δ(Ω+

d ) qui apparaît à l'étape n. On note x = fQ(u−1ω), xh =
fQ(u−1σn(σh(1))ω), pour 0 ≤ h ≤ d − 2, et yk = fQ(u−1σn(k)ω), pour 2 ≤ k ≤ d. Chaun dees points sépare l'espae Rd \ {xh} en 2d omposantes onnexes, et l'une d'elle ontient x. Onnotera Cnxh

(x) (resp. Cnyk
(x)) la omposante onnexe issue de xh (resp. yk) et ontenant x. Si

Et = {xh, yk, 0 ≤ h ≤ d− 2, 2 ≤ k ≤ d}, on dé�nit
L(x) = (L ∩ (

⋂

z∈Et

Cnz(x))) ∪ Et.On s'intéresse à l'antéédent de L(x) par l'appliation fQ.Si u est un mot de L(Ω), l'ensemble des mots de Ω+ dont u est le pré�xe est noté Cu, etl'ensemble des mots v de Ω+ tels que uv est enore un mot de Ω+ est noté Pu.Autour des mots de δ(Ω+
d )Proposition 6.2.53 Si u−1 est un élément de δ(Ω+

d ), alors L(fQ(u−1ω)) = fQ(Pu).On note qu'on peut rendre la propriété vraie pour le mot vide ǫ en onsidérant que elui-i estapparu à l'étape 0 ; L = L(fQ(ω)) = fQ(Pǫ) = fQ(Ω+).Cela est en fait su�sant pour initialiser une réurrene. On supposera que pour tout mot u−1
0de δ(Ω+

d ) apparaissant à une étape ≤ n − 1, la propriété L(fQ(u−1
0 ω)) = fQ(Pu0) est véri�ée.Si u−1 ∈ δ(Ω+

d ) apparaît à l'étape n, alors v−1 = u−1σn(d) est un mot de δ(Ω+
d ) apparu à uneétape antérieure m, et u−1 est un des d mots v−1σm+k(d−1), 1 ≤ k ≤ d (f. proposition 6.2.34page 142). Une simple véri�ation permet d'obtenir les propriétés suivantes.Propriété 6.2.54 Si u−1 est un point de δ(Ω+

d ) apparaissant à l'étape n, alors� pour tout 0 ≤ h ≤ d− 2, u−1σn(σh(1))ω ∈ Pu,� pour tout 2 ≤ k ≤ d, u−1σn(k)ω ∈ Pu,� pour tout 1 ≤ k ≤ d, u−1σn+k(d−1)ω ∈ Pu, et l'inlusion
L(u−1σn+k(d−1)ω) ⊂ L(u−1ω)est véri�ée.Une éventuelle réurrene, ouplée à la proposition 6.2.34, permet de déduire la onséquenesuivante.



6.2 - Deuxième exemple 151Conséquene 6.2.55 Si x est un point de branhement de lasse 2 ou un point terminal de
L(fQ(u−1ω)), alors l'antéédent (par fQ) de x dans Ω+

0 est également dans Pu.
L(fQ(u−1ω)) est ompat en tant que fermé du ompat L. Si x est un point quelonque de
L(fQ(u−1ω)) \

⋃
n∈N

BTn, il existe une suite (xn)n d'éléments de L(fQ(u−1ω)) ∩
⋃

n∈N
TPn on-vergente vers x (par densité) et une suite (wn)n d'éléments de δ(Ω+

g ) tels que wnω ∈ Pu et
fQ(wnω) = xn. (wnω)n onverge (quitte à prendre une sous-suite) vers un mot w par ompaitéde Ω+. De plus, |wn| → +∞ quand n→ +∞ puisque x /∈ ⋃

n∈N
BTn. w est également la limite de

(wn)n et w ∈ Pu (e dernier étant ouvert-fermé) ; en�n, fQ(w) = x (par remarque 6.2.50). Onobtient L(fQ(u−1ω)) ⊂ fQ(Pu).L'autre inlusion dépendra de la proposition suivante.Proposition 6.2.56 Si v−1 ∈ δ(Ω+
d ) apparaît à l'étape m, et si u−1

h = v−1σm+h(d−1), 1 ≤ h ≤
d, alors pour tout 1 ≤ i < j ≤ d

Pui
∩ Puj

= {v−1ω}.Preuve Erire uhv
−1ω = σm+h(d)ω, pour tout 1 ≤ h ≤ d su�t à montrer que v−1ω este�etivement dans l'intersetion. ω est l'unique mot in�ni à droite spéial à gauhe (6.2.7 page128) ; on en déduit que v−1ω est le seul élément de ette intersetion. �Maintenant, par l'hypothèse de réurrene, L(fQ(v−1ω)) = fQ(Pv) ; en partiulier, pour tout wde δ(Ω+

0 ) tel que wω ∈ Pu, on a fQ(wω) ∈ L(fQ(v−1ω))∩
⋃

n∈N
BTn (en e�et Pu ⊂ Pv puisque v estsu�xe de u). Par la onséquene 6.2.55 (qu'on appliquera en fait aux points uh di�érents de u), etse rappelant que fQ est une bijetion de Ω+

0 dans fQ(Ω+
0 ), on déduit que fQ(wω) ∈ L(fQ(u−1ω))(s'il était dans L(fQ(u−1

h ω)) \ L(fQ(u−1ω)), uh 6= u, on aurait wω 6= v−1ω et wω ∈ Puh
∩ Pu, equi est impossible).On hoisit w dans Ω+ \Ω+

0 , w− tel que w−w ∈ Ω, et u un su�xe de w− (w est don dans Pu).Le mot S−1(w−w) a un développement en pré�xes-su�xes dans lequel les pré�xes (resp. suf-�xes) sont non tous nuls ; on note (pi, αi, si)i≥0 e développement. On obtient un développementautomatique de w ; w = σu0(k0) . . . σ
un(kn) . . . , ave 2 ≤ ki ≤ d pour tout 0 ≤ i ≤ n.Proposition 6.2.57 Il existe jw tel que pour tout j ≥ jw, le mot uσu0(k0) . . . σ

uj (kj)ω (2 ≤
ki ≤ d pour tout 0 ≤ i ≤ j) est un mot de Ω+

0 .Preuve Le mot u est un su�xe de w−. Il existe don un rang hw tel que le développement donnépar la suite (�nie) (pi, αi, si)i≤h où h ≥ hw, 'est-à-dire σh(ph) . . . p0.α0s0 . . . σ
h(sh) a exatementpour su�xe uσu0(k0) . . . σ

uj (kj), où j est supérieur à un ertain jw. On pourra supposer que ehemin �ni se termine au sommet 1 (quitte à allonger le hemin et à augmenter j). L'étudedes points �xes de l'automorphisme extérieur nous assure qu'il n'y a pas de ouple de motsbi-in�nis ayant même passé et futurs di�érents sur ⋃
n∈Z

Sn(Ωper) ; la suite de pré�xes-su�xes
(pi, αi, si)i≤h[(ǫ, 1, ǫ)(1, d, ǫ) . . . (1, 3, ǫ)(1, 2, ǫ)]∗ orrespond don à un unique mot (par Γ−1), ete mot ontient uσu0(k0) . . . σ

uj(kj)ω, assurant que e dernier est bien dans Ω+
0 . �Finalement, si j ≥ jw, σu0(k0) . . . σ

uj (kj)ω ∈ Pu. On note alors (wn)n la suite dé�nie pour tout npar wn = σu0(k0) . . . σ
uj+n(kj+n), pour n'importe quel j ≥ jw. (wn)n onverge vers w et pour tout

n, wnω ∈ Pu. On véri�era failement que la suite (Q(wnω))n est alors une suite de Cauhy (Fdagit par isométries sur T et w−1
n−1wn = σuj+n(kj+n)), et onverge vers Q(w) par 2.3.5 (page 48).Par isométrie, la suite des fQ(wnω) onverge vers fQ(w) dans L. Or, pour tout n, fQ(wnω) est



152 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbreun élément de L(fQ(u−1ω)), qui est ompat. On déduit �nalement que fQ(w) ∈ L(fQ(u−1ω)).La réurrene est don omplétée, et le résultat annoné dans la proposition 6.2.53 est véri�é :si u−1 est un élément de δ(Ω+
d ), alors L(fQ(u−1ω)) = fQ(Pu).Etude de la non-injetivité de fQNote Ce paragraphe est quasiment identique à son homologue du premier exemple ; le orollaire6.2.60 énone le résultat dont nous avons besoin pour la suite.Soit v un élément de Ω+ et v− un mot in�ni à gauhe tel que v−v ∈ Ω. Si v−v /∈

⋃
n∈N

Ωper,l'automate des pré�xes-su�xes donne les développements de ertains su�xes de v− ; on les notera
vn = σun(1) . . . σu0(1). Si v−v ∈

⋃
n∈N

Ωper l'automate ne produira qu'une suite �nie de pré�xesdont le développement sera par exemple σuk(1) . . . σu0(1) ; dans e as, il su�t de voir que si v−vest un shifté de ωi = lim
n→+∞

σdn(i.1) (pour un ertain i, 1 ≤ i ≤ d), alors pour tout uk+1 tel que
uk+1−uk ≥ 2 et uk+1 = (i−1)[d], σuk+1(1)σuk(1) . . . σu0(1) est un su�xe de v−. On notera danse as vn = σun(1) . . . σu0(1) si n ≤ k et vn = σun(1)σuk(1) . . . σu0(1), où uk+1 est le plus petitindie tel que uk+1 − uk ≥ 2, uk+1 = (i− 1)[d], et un = uk+1 + d(n− (k + 1)) sinon.On pourra se reporter à la onséquene 6.2.55 pour véri�er que dans les deux as, la suite
(L(fQ(v−1

n ω)))n est une suite de ompats emboîtés dont la suite des diamètres tend vers 0 (parla propriété 6.2.23 page 138). Puisque fQ(v) appartient à haque élément de ette suite (par
L(fQ(v−1

n ω)) = fQ(Pvn)), on en déduit
{fQ(v)} = lim

n→+∞
L(fQ(v−1

n ω)).On peut failement déduire de ette dé�nition que si u−u et u−v sont deux mots de Ω (ave
u− un mot in�ni à gauhe et u, v deux mots de Ω+), alors fQ(u) = fQ(v). On va démontrer quela réiproque est également vraie.Proposition 6.2.58 Tout point de fQ(Ω+

0 ) a un unique antéédent dans Ω+ par fQ.Preuve On véri�e la propriété pour fQ(ω) et on onluera grâe à l'équivariane. fQ étantune bijetion de Ω+
0 dans fQ(Ω+

0 ), auun mot de Ω+
0 n'a pour image fQ(ω) par fQ. Soit v estun élément de Ω+ \ Ω+

0 . Si v−v est un mot de Ω, l'automate des pré�xes-su�xes produit deuxentiers u0 et u1 tels que v ∈ Pσu1 (1)σu0 (1). fQ(v) est alors un élément de fQ(σu0(1−1)σu1(1−1)ω).Une simple observation de la �gure 6.21 (page 137) et la propriété 6.2.20 permettent d'obtenirl'équivalene :
fQ(ω) ∈ L(fQ(u−1ω)) ⇔ ∃k ∈ N;u−1 = σk(1−1)Finalement, fQ(v) est bien di�érent de fQ(ω). �Proposition 6.2.59 Si u et v sont deux points de Ω+ tels que fQ(u) = fQ(v), alors il existe unmot in�ni à gauhe u− tel que u−u et u−v sont deux points de Ω.Preuve Si fQ(u) = fQ(v) est dans fQ(Ω+

0 ), alors u = v d'après 6.2.58.Si fQ(u) = fQ(v) est dans L \ fQ(Ω+
0 ), alors u et v sont des éléments de Ω+ \ Ω+

0 . On supposel'existene de deux mots in�nis à gauhe u− et v−, tels que� u−u ∈ Ω et v−v ∈ Ω,� u−v /∈ Ω et v−u /∈ Ω.L'automate des pré�xes-su�xes produira us su�xe de u− et vs su�xe de v− tels que� u−1
s et v−1

s sont des éléments de δ(Ω+
d ),



6.2 - Deuxième exemple 153� us (resp. vs) n'est pas un su�xe de vs (resp. us),� u ∈ Pus et v ∈ Pvs ,� u /∈ Pvs et v /∈ Pus.On déduit de la onséquene 6.2.55 que si us et vs ne sont pas su�xe l'un de l'autre, alorsl'intersetion de L(fQ(Pus)) et L(fQ(Pvs)) est onstitué d'au plus un point, et e point est dans
fQ(Ω+

0 ). Finalement, dL(fQ(u), fQ(v)) > 0, une ontradition. �Corollaire 6.2.60 Si x est un point de L(fQ(u−1ω)), alors pour tout v de Ω+ tel que fQ(v) = x,
v ∈ Pu.Preuve L(fQ(u−1ω)) = fQ(Pu) d'après 6.2.53 ; il existe don v de Pu tel que fQ(v) = x. Ondéduit alors de 6.2.59 que les autres antéédents de x sont également dans Pu. �Remarque 6.2.61 On note µ l'unique mesure de probabilité du système dynamique (Ω+, S).Jusqu'à la �n de e hapitre, toute partition de Ω+ sera en fait une partition modulo un ensemblede mesure nulle pour µ.
Ln engendre une partition en ylindres de Ω+On dit qu'un point de Ln est un point de lasse 2 si 'est l'image par νn (paragraphe 6.2.7page 136) d'un point de branhement de lasse 2 de Ls

n.Dé�nition 6.2.62 On appelle sous-arbre 2-simple de Ln, tout sous-arbre maximal (pour l'inlu-sion) dont l'intérieur ne ontient auun point de branhement de lasse 2.Soit e un sous-arbre 2-simple de Ln. Pour un ertain m ≥ n, e est un sous-arbre 2-simple de Lm−1et ne l'est plus dans Lm ; son intérieur ontient exatement un sommet de BTm. On sera alorsdans la situation dérite dans la proposition 6.2.53. En supposant que le point de BTm ontenudans l'intérieur de e est fQ(u−1ω) (u est alors un mot �ni positif), on dira que e a généré Pu.On rappelle que si un mot �ni u ∈ δ(Ω+
0 ) est tel que fQ(uω) ∈ BTn et fQ(uω) /∈ BTn−1,alors on dit que u est apparu à l'étape n. On pourra se reporter au paragraphe 6.2.8 (page 141)pour les notations.Proposition 6.2.63 Si u−1 est un mot (de δ(Ω+

d )) apparaissant à l'étape n, alors les d sous-arbres 2-simples adjaents à fQ(u−1ω) dans Ln, génèrent P1u, P2u, . . . , Pdu (pas forément re-spetivement).Preuve Si u−1 apparaît à l'étape n, alors les d sous-arbres 2-simples adjaents génèrent Pu1 , Pu2 ,
. . . , Pud

, ave uk = σn+k−1(1)u, 1 ≤ k ≤ d (6.2.34). On suppose que la dernière lettre de
σn+k−1(1) est zk ; les zk sont 2 à 2 distints.Si v est dans Pzku, alors il est dans Pu, et fQ(v) est dans L(fQ(u−1ω)). De plus,

L(fQ(u−1ω)) =
⋃

1≤k≤d

L(fQ(u−1
k ω)).Si fQ(v) est dans L(fQ(u−1

j ω)) pour un ertain j, alors d'après la proposition 6.2.53 et le orol-laire 6.2.60, tous les antéédents de fQ(v) sont des éléments de Puj
∩ Pzku. Si uj 6= uk, alors

zj 6= zk et puisque ω est le seul mot in�ni à droite qui soit spéial à gauhe, on en déduit que
Puj

∩Pzku = {u−1ω}. Ainsi si v est un élément de Pzku\{u
−1ω} alors 'est forément un élémentde Puk

. Puisque u−1ω ∈ Puk
, on en déduit que Pzku ⊂ Puk

. L'autre inlusion est évidente puisque
zku est un su�xe de uk, et on obtient Pzku = Puk

. �Proposition 6.2.64 Si v−1 est le plus long mot de δ(Ω+
d ) à apparaître à l'étape n, alors toutsous-arbre 2-simple de Ln génère Pu pour un ertain u véri�ant |u| = |v| + 1.



154 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbrePreuve Soit e un sous-arbre 2-simple de Ln. e est adjaent à un sommet fQ(w−1ω), et egénère Pzw = Pw0 où z ∈ {1, . . . , d} et w0 = σm+k−1(1)w ave m l'étape d'apparition de w−1 et
1 ≤ k ≤ d. Si v−1 est le plus grand élément de δ(Ω+

d ) qui apparaît à l'étape n, alors
|zw| ≤ |v| + 1 ≤ |σm+k−1(1)w|(ar w−1 est apparu au plus tard à l'étape n, et w−1σm+k−1(1−1) n'est pas enore apparu). Ilexiste don un mot u de longueur de |v| + 1 tel que� u est un su�xe de w0,� zw est un su�xe de u,� Pzw = Pu. �Proposition 6.2.65 Si v−1 est le plus long mot de δ(Ω+

d ) à apparaître à l'étape n, alors pourtout mot u de L(Ω) tel que |u| = |v| + 1, il existe un sous-arbre 2-simple de Ln qui génère Pu.Preuve Quel que soit n ∈ N, Ln est une union de sous-arbres 2-simples. Si v−1 est le pluslong mot de δ(Ω+
d ) à apparaître à l'étape n et u est un mot de L(Ω) tel que |u| = |v| + 1, alorsil existe un mot w, |w| = |v| + 1, tel que Pw est généré par un sous-arbre 2-simple e de Ln et

fQ(Pw)∩fQ(Pu) est onstitué d'une in�nité de points. On rappelle que si w1 6= w2 et |w1| = |w2|,l'intersetion Pw1 ∩ Pw2 omporte au plus 1 point (ela vient du fait que ω est le seul mot in�nispéial à gauhe) ; par 6.2.59, l'intersetion fQ(Pw1) ∩ fQ(Pw2) omporte au plus 1 point. On enonlut que u = w et que e génère Pu. �Pour tout entier m ∈ N on note Pm la partition de Ω+ onstituée des ensembles Pu où u estun mot de L(Ω) de longueur m.Théorème 6.2.66 Pour tout n ∈ N, il existe un entier m tel que� pour tout Pv ∈ Pm, il existe un unique sous-arbre 2-simple qui génère Pv,� réiproquement, pour tout sous-arbre 2-simple e de Ln, il existe un unique élément Pv de
Pm généré par e,� m− 1 est la longueur du plus long mot de δ(Ω+

d ) à apparaître à l'étape n.On dit que Ln a engendré la partition Pm.Des illustrations de e résultat (dans le as d = 3) sont données �gures 6.23 (page 160) et 6.26(page 161).Propriétés des partitions engendréesCe paragraphe étudie les partitions de Ω+ qui peuvent être engendrées par les arbres Ln. Onnote µ l'unique mesure de probabilité sur Ω+ invariante par shift. µ est dé�nie sur tout ylindrepar µ(Cu) = lim
n→+∞

1
n
#{0 ≤ k < n;ωk . . . ωk+|u|−1 = u} où # désigne le ardinal ; pour tout

u ∈ L(Ω), µ(Cu) > 0. Si Pu et Pv sont les éléments d'une partition Pn quelonque, on dit que
Pu ∼ Pv si et seulement si µ(Pu) = µ(Pv). On s'intéresse au ardinal de l'ensemble Pn/ ∼.On a vu au paragraphe préédent l'importane des ensembles Pu. µ étant invariante par leshift, l'égalité µ(Pu) = µ(Cu) est véri�ée pour tout u ∈ L(Ω). On travaillera sur les ensembles
Cu dans la suite de e paragraphe.On rappelle que les pré�xes de ω sont les seuls mots spéiaux à gauhe, et que les su�xes de
ω, sont les seuls mots spéiaux à droite.
λ est la valeur propre dominante de la matrie d'inidene de σ. La mesure dé�nie est telle quepour tout u dans le langage, µ(σ(Cu)) = λ−1µ(Cu). Le lemme suivant permettra d'utiliser ettepropriété par la suite.



6.2 - Deuxième exemple 155Lemme 6.2.67 Si u est un mot de L(Ω) dont la dernière lettre est di�érente de d, alors σ(Cu) =
Cσ(u).Preuve L'inlusion σ(Cu) ⊂ Cσ(u) est évidente. Soit v ∈ Cσ(u), v = σ(u)w, et puisque d n'estpas la dernière lettre de u, alors 1 n'est pas la dernière lettre de σ(u) et w ommene par 1.Or, tout mot (in�ni) ommençant par 1 a un antéédent par σ dans Ω+, 'est-à-dire qu'il existe
w0 ∈ Ω+ tel que σ(w0) = w. Une manière simple de s'en assurer est d'érire le développement enpré�xes-su�xes d'un mot w−.αw ∈ Ω. Dans e as, v = σ(uw0), assurant que v est dans σ(Cu).
�

λ véri�e λd =
∑

0≤k≤d−1

λk et on en déduit que l'égalité
1 =

∑
0≤k≤d−1

λk−dest véri�ée.Proposition 6.2.68 Soit u un pré�xe de ω (possiblement ǫ) et µ(Cu) = x. Alors µ(C1u), µ(C2u),. . ., µ(Cdu) prennent les valeurs (pas forément respetives) λk−dx, 0 ≤ k ≤ d− 1.Preuve Si u est un pré�xe de ω, alors u est pré�xe de σ(u). On pourra supposer u spéial àdroite, en remarquant que si e n'est pas le as, il existe un mot u0 spéial à droite (dont u estpré�xe) tel que Cu = Cu0 .Il n'existe qu'une seule lettre l0 de {1, . . . , d} pour laquelle σ(l0)u est enore spéial à droite ;si l est un élément de {1, . . . , d} et l 6= l0, σ(l)u n'est pas spéial à droite. Le développement despré�xes de ω spéiaux à droite nous permet de dire qu'il n'existe auun pré�xe v de σ(u) tel que uest pré�xe de v, |u| < |v| < |σ(u)| et v est spéial à droite. On en onlut que Cσ(l)σ(u) = Cσ(l)u.
u étant spéial à droite, sa dernière lettre est 1, et par 6.2.67, σ(Clu) = Cσ(l)σ(u), e qui donne
σ(Clu) = Cσ(l)u. On rappelle que tout mot de longueur 1 di�érent de 1 est non spéial à gauhe.On a ainsi, pour tout l 6= l0 :

µ(Clu) = λµ(C(l+1)u) si l 6= d,
µ(Clu) = λµ(C1u) si l = d.On note y = µ(C(l0+1)u) si l0 6= d et y = µ(C1u) si l0 = d ; on a alors ∑

0≤k≤d−1

λ−ky = x, e quidonne y = λ−1x. �On va pouvoir préiser le ardinal des ensembles Pn/ ∼ après un dernier lemme. Pour tout
n ∈ N, on note En = {µ(Cu);u ∈ L(Ω), |u| = n}.Lemme 6.2.69 Si u est un pré�xe du point �xe ω, alors µ(Cu) est un élément maximal de E|u|.De plus, u est spéial à droite si et seulement si pour tout v ∈ L(Ω) tel que |v| = |u|, v 6= u, on a
µ(Cu) > µ(Cv).Preuve Soit v ∈ L(Ω) un mot de longueur |u|. Si v n'est pas un pré�xe du point �xe, alors il ex-iste un pré�xe w du point �xe, tel que |w| > |u|, v est un su�xe (propre) de w et µ(Cw) = µ(Cv) ;en e�et si v n'est pas spéial à gauhe αv ∈ L(Ω) (α ∈ {1, . . . , d}), alors µ(Cαv) = µ(Cv). Or,puisque u est un pré�xe de w, alors Cu ⊃ Cw et µ(Cu) ≥ µ(Cw) = µ(Cv).

v est toujours un mot de longueur |u|, u est pré�xe de ω et w est un pré�xe de ω tel que vest un su�xe propre de w et µ(Cw) = µ(Cv). On note w = uw0 ; si u est spéial à droite, alors ilexiste w1 tel que |w1| = |w0|, w1 6= w0 et uw1 est dans le langage. Dans e as, Cu ⊃ Cuw0 ∪Cuw1et µ(Cu) > µ(Cw) = µ(Cv) (ar Cuw0 et Cuw1 sont de mesures stritement positives).



156 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbreSi pour tout v tel que |v| = |u|, v 6= u, on a µ(Cu) > µ(Cv), on note α une lettre de {1, . . . , d}telle que uα est dans le langage. Si v est le su�xe de uα de longueur |u|, alors v n'est pas spéialà gauhe et µ(Cv) = µ(Cuα). On a alors µ(Cu) > µ(Cuα), e qui implique que u est spéial àdroite. �Proposition 6.2.70 Soit u un pré�xe du point �xe ω.� E1 =
⋃

0≤k≤d−1

{λ−(1+k)},� ∀n ≥ 2,� si le pré�xe un−1 de ω de longueur n− 1 est spéial à droite, alors il existe j ∈ N tel que
En =

⋃
0≤k≤d−1

{λ−(j+k)},� sinon, il existe j ∈ N tel que En =
⋃

0≤k≤d

{λ−(j+k)}.Preuve Dans ette preuve, on désignera par un le pré�xe de ω de longueur n.Par réurrene. On obtient diretement de 6.2.68 que E1 =
⋃

0≤k≤d−1

{λ−(1+k)}. 1 est le seulmot de E1 spéial à gauhe, µ(C1) = λ−1 d'après 6.2.69, et on obtient par 6.2.68 que les µ(Ch1),
1 ≤ h ≤ d prennent les valeurs λ−1−(1+k), 0 ≤ k ≤ d − 1. Si l 6= 1, l n'est pas spéial à gauheet µ(C1l) = µ(Cl). On en déduit que E2 =

⋃
0≤k≤d−1

{λ−(2+k)}. On suppose que les propriétésannonées sont vraies à tous les rangs ≤ n.Si un et un−1 sont spéiaux à droite, il existe j ∈ N tel que En =
⋃

0≤k≤d−1

{λ−(j+k)} parhypothèse de réurrene, et par 6.2.69, Cun est le seul ylindre de mesure λ−j. On peut déduirede la proposition 6.2.68 que En+1 =
⋃

1≤k≤d

{λ−(j+k)}.Si un est spéial à droite, et un−1 ne l'est pas, il existe j ∈ N tel que En =
⋃

0≤k≤d

{λ−(j+k)}et Cun est le seul ylindre de mesure λ−j . On en déduit que En+1 =
⋃

1≤k≤d

{λ−(j+k)}.Si un n'est pas spéial à droite, et un−1 est spéial à droite, il existe j ∈ N tel que En =⋃
0≤k≤d−1

{λ−(j+k)} et Cun n'est pas le seul ylindre de mesure λ−j ; En+1 =
⋃

0≤k≤d

{λ−(j+k)}.Si un et un−1 ne sont spéiaux à droite ni l'un ni l'autre, il existe j ∈ N tel que En =⋃
0≤k≤d

{λ−(j+k)} et Cun n'est pas le seul ylindre de mesure λ−j. On a alors En+1 = En.Les propriétés passent don aux suesseurs. �On peut �nalement onlure que #(P0/ ∼) = d, #(Pn/ ∼) = d si le pré�xe de ω de longueur
n− 1 est spéial à droite, et #(Pn/ ∼) = d+ 1 sinon. Ce résultat est à rapproher du théorème6.2.66 et de la propriété 6.2.37.Théorème 6.2.71 L0 engendre P1. Pour tout n ∈ N∗ l'arbre Ln engendre une partition de Ω+en Pm ave #(Pm/ ∼) = d. Toute partition Pm telle que #(Pm/ ∼) = d est engendrée parun arbre Ln.6.2.12 D'autres déompositions de LnAutour des mots de δ(Ω+

g,1)Si u est un mot de L(Ω), on rappelle que Cu est l'ensemble des mots de Ω+ dont u est pré�xe.On dit qu'un point de Ln est un point de lasse 1 si 'est l'image par νn (paragraphe 6.2.7 page136) d'un point de branhement de lasse 1 de Ls
n.



6.2 - Deuxième exemple 157Dé�nition 6.2.72 On appelle sous-arbre 1-simple de Ln, tout sous-arbre maximal (pour l'inlu-sion) dont l'intérieur ne ontient auun point de branhement de lasse 1.On va obtenir une partition de Ω+ en ylindre grâe aux arbres 1-simples de Ln.L'ensemble fQ(Cu) peut être obtenu par translation (de veteur u) de l'ensemble fQ(Pu). Ona montré préédemment que fQ(Pu) est onnexe, et il en est don de même pour fQ(Cu).Propriétés 6.2.73� (1) Pour tout 1 ≤ i ≤ d, fQ(ω+
1,2) = fQ(ω+

i,2) (où ω+
i,2 est la projetion de ωi,2 sur Ω+).� (2) Pour tout u ∈ L(Ω) spéial à droite, si 1 ≤ k < h ≤ d, alors fQ(Cuk) ∩ fQ(Cuh) =

{fQ(uω+
1,2)}.� (3) Tout point de branhement x = fQ(uω+

1,2) de lasse 1 partage L en d omposantesonnexes et haune d'elle ontient fQ(Cuk) pour un ertain 1 ≤ k ≤ d.Soit e un sous-arbre 1-simple de Ln. e est l'enveloppe onvexe d'un ensemble Et onstitué depoints terminaux et de points de branhement de lasse 1 (par maximalité). On notera Cv(Et)l'enveloppe onvexe de Et dans L. Si C est un sous-ensemble de Ω+ tel que fQ(C) = Cv(Et),alors on dira que e a généré C.Proposition 6.2.74 On note lnρ le mot de δ(Ω+
g,1) le plus long apparaissant à l'étape n. Toutsous-arbre 1-simple génère Cu, ave |u| = |ln| + 1.Preuve La proposition est véri�ée à l'étape 0 en onsidérant que ρ est le seul mot de δ(Ω+

g,1)apparu à l'étape 0. On suppose la proposition vraie aux étapes ≤ n − 1. Soit e un sous-arbre
1-simple de Ln−1 ; e génère Cv ave |v| = |ln−1| + 1.Si e est enore 1-simple dans Ln, il faut montrer que Cv = Cu où |u| = |ln|+1 et v est pré�xede u. Cela revient à montrer qu'il n'y a pas de pré�xe propre de u de longueur ≥ |v| qui soitspéial à droite. On suppose qu'il existe et on l'appelle w. Puisqu'il est spéial à droite, wρ est unmot de δ(Ω+

g,1) et puisque 'est un pré�xe propre de u de longueur ≥ |v|, il est de longueur > ln−1et ≤ ln. On en déduit qu'il est apparu l'étape n. Puisque v est un pré�xe de w, alors fQ(wω+
1,2)est dans l'intérieur de e (puisque wρ est apparu à l'étape n) et e n'est pas 1-simple dans Ln.Si e n'est plus 1-simple dans Ln, on note wρ le nouveau mot (on pourra véri�er qu'il est ef-fetivement unique) de δ(Ω+

g,1) apparu. D'après 6.2.73 (3), fQ(wω+
1,2) partage e en d omposantesonnexes ; es omposantes génèrent Cv1, Cv2, . . . , Cvd. Soit 1 ≤ α ≤ d ; on doit montrer que

Cvα = Cuα ave |uα| = |ln| + 1 , 'est-à-dire qu'il n'y a pas de pré�xe propre spéial à droite de
uα dont vα soit pré�xe. Si w′ en est un, w′ρ est apparu à l'étape n, et fQ(w′ω+

1,2) est un autrepoint de branhement de lasse 1 de l'intérieur de e dans Ln, e qui est impossible. �Proposition 6.2.75 Si vρ est le plus long mot de δ(Ω+
g,1) à apparaître à l'étape n, alors pourtout mot u de L(Ω) tel que |u| = |v| + 1, il existe un sous-arbre 1-simple de Ln qui génère Cu.Preuve Quel que soit n ∈ N, Ln est une union de sous-arbres 1-simples. Si vρ est le plus longmot de δ(Ω+

g,1) à apparaître à l'étape n et u est un mot de L(Ω) tel que |u| = |v| + 1, alorsil existe un mot w, |w| = |v| + 1, tel que Cw est généré par un sous-arbre 1-simple e de Lnet fQ(Cw) ∩ fQ(Cu) est onstitué d'une in�nité de points. Par la proposition 6.2.59 et l'étudedes points �xes de l'automorphisme extérieur, si w1 6= w2 et |w1| = |w2|, alors l'intersetion
fQ(Cw1) ∩ fQ(Cw2) omporte au plus 1 point. On en onlut que u = w et que e génère Cu. �Pour tout entier m ∈ N on note Cm la partition de Ω+ onstituée des ensembles Cu où u estun mot de L(Ω) de longueur m.Théorème 6.2.76 Pour tout n ∈ N, il existe un entier m tel que



158 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbre� pour tout Cv ∈ Cm, il existe un unique sous-arbre 1-simple qui génère Cv,� réiproquement, pour tout sous-arbre 1-simple e de Ln, il existe un unique élément Cv de
Cm généré par e,� si wρ est le plus long mot de δ(Ω+

g,1) à apparaître à l'étape n, alors m− 1 = |w|.On dit que Ln a engendré la partition Cm.Des illustrations de e résultat (dans le as d = 3) sont données �gures 6.24 (page 160) et 6.27(page 162).La déomposition en ar simpleDé�nition 6.2.77 On appelle ar simple de Ln, tout sous-arbre maximal (pour l'inlusion) dontl'intérieur ne ontient auun point de BTn.Propriété 6.2.78 Pour tout ar simple e0 de Ln, il existe un unique sous-arbre 1-simple e1 de
Ln et un unique arbre 2-simple e2 de Ln tels que e0 ⊂ e1 et e0 ⊂ e2. On a alors e0 = e1 ∩ e2.On note l(1)n ρ le plus grand élément de δ(Ω+

g,1) de l'étape n et l(2)n le plus grand élément de δ(Ω+
d )de l'étape n.Théorème 6.2.79 Pour tout n ∈ N, il existe un ouple m1,m2 d'entiers tels que� pour tout ouple (Pu, Cv) de Pm2 × Cm1 , si Pu ∩ Cv 6= ∅, alors il existe un unique arsimple qui génère Pu ∩ Cv,� réiproquement, pour tout ar simple e de Ln, il existe un unique ouple (Pu, Cv) de Pm2 ×

Cm1 tel que Pu ∩ Cv est généré par e,� m1 − 1 = |l
(1)
n |,� m2 − 1 = |l
(2)
n |.Des illustrations de e résultat (dans le as d = 3) sont données �gures 6.25 (page 160) et 6.28(page 162).On termine ave une propriété mystérieuse de ette déomposition en ar simple.Proposition 6.2.80 Si m1 et m2 sont dé�nis omme dans le théorème préédent, alors le ouple

(m1,m2) véri�e
#(Pm1+m2/ ∼) = d.Preuve On note l(2)n le mot le plus long de δ(Ω+

d ) à apparaître à l'étape n et l(1)n ρ le mot leplus long de δ(Ω+
g,1) à apparaître à l'étape n. Il su�t en fait de montrer (d'après 6.2.71) que

|l
(2)
n | + |l

(1)
n | + 1 = |l

(2)
n+1|. On se reporte aux propositions 6.2.35 (page 142) et 6.2.39 (page 143).Dans le as n ≥ d, l(2)n = 1−1σ(1−1) . . . σn−1(1−1) et |l(1)n |+ 1 = |l

(2)
n−dσ

n−1(1) . . . σ(1)1| aprèsrédution. On obtient |l(2)n |+ |l
(1)
n |+ 1 = 2× |l

(2)
n | − |l

(2)
n−d| et |l(2)n+1| = |l

(2)
n |+ |σn(1)| et on onlutgrâe à la formule σd(1) = σd−1(1) . . . σ(1)1.Dans le as n < d, |l(1)n | = |σn−1(1) . . . σ(1)1| et |l(2)n | + |l

(1)
n | + 1 = 2 × |l

(2)
n | + 1. On onluten remarquant que σn(1) = σn−1(1) . . . σ(1)1(n + 1). �6.2.13 C÷ur et fratal de RauzyPour d = 3, la substitution est de type Pisot, et puisque pour toute lettre i, σ(i) a pourpremière lettre 1, on en déduit que la ondition de forte oïnidene est véri�ée : pour tout

i, j ∈ A, il existe k, n tels que la k-ième lettre de σn(i) et la k-ième lettre de σn(j) sont égaleset les abélianisés des pré�xes de longueur k − 1 de σn(i) et σn(j) sont égaux. D'après [6℄ et [23℄



6.2 - Deuxième exemple 159(hapitre 3), ela est su�sant pour dé�nir un fratal de Rauzy et un éhange de moreaux (àmesure de Lebesgue nulle près).On note π l'appliation qui à tout mot de Ω+ assoie la projetion de son abélianisé dansle plan ontratant, parallèlement à la diretion dilatante. Pour tout point x de L, l'ensemble
π(f−1

Q ({x})) est réduit à un point. On peut don dé�nir, pour tout élément w de Ω+, l'appliation
♠ : L → R

fQ(w) 7→ π(w),où R est le fratal de Rauzy.

Fig. 6.22: Représentations de ♠(L0), ♠(L1), ♠(L2), ♠(L3), ♠(L4) et ♠(L5).Remarque 6.2.81 Les roix noires (présentes sur ♠(L2), ♠(L3), ♠(L4) et ♠(L5)) indiquent lespoints x de R tels que le ardinal de l'ensemble fQ(π−1({x})) est stritement > 1. Ces situationssont des défauts de la représentation planaire ; en e�et, ertains ouples de points de Ω+ dont lesimages par fQ sont distintes ont même abélianisé, et ont don même image par π.La �gure 6.23 (resp. 6.24, 6.25) illustre le théorème 6.2.66 (page 154) (resp. 6.2.76 (page 157),6.2.79 (page 158)) ;� sur la �gure 6.23, les sous-arbres 2-simples (vert, rouge et bleu) de L0 ont engendrés re-spetivement Pa, Pb, et Pc,� sur la �gure 6.24, les sous-arbres 1-simples (vert, rouge et bleu) de L0 ont engendrés re-spetivement Ca, Cb, et Cc,� sur la �gure 6.25, les ars simples (jaune, vert, bleu, rouge, yan) de L0 ont engendrésrespetivement Pa ∩Ca, Pa ∩Cb, Pa ∩ Cc, Pb ∩ Ca, et Pc ∩ Ca.On illustre maintenant les mêmes théorèmes en se basant sur L3. Sur la �gure 6.26, onreprésente le fratal de Rauzy en attribuant une même ouleur à π(Pu) et π(Pv) (où Pu et Pvsont dans P8) si µ(Pu) = µ(Pv) ; π(Pu) et π(Pv) sont égaux à translation près. On note quetout sous-arbre (maximal pour l'inlusion) entièrement ontenu dans π(Pu) pour un ertain u est
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Fig. 6.23: Représentation de ♠(L7) et ♠(L12).

Fig. 6.24: Représentation de ♠(L0) et ♠(L12).

Fig. 6.25: Représentation de ♠(L0) et ♠(L12).



6.2 - Deuxième exemple 161l'image par ♠ d'un sous-arbre 2-simple de L3. Sur la �gure 6.27, on attribue une même ouleurà π(Cu) et π(Cv) (où Cu et Cv sont dans C7) si µ(Cu) = µ(Cv) ; π(Cu) et π(Cv) sont égaux àtranslation près. On note que tout sous-arbre (maximal pour l'inlusion) entièrement ontenudans π(Cu) pour un ertain u est l'image par ♠ d'un sous-arbre 1-simple de L3. L'intersetionest représentée sur la �gure 6.28. L'image par ♠ de L3 est représenté sur les trois �gures.

Fig. 6.26: Représentation de R (selon P8) et ♠(L3).
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Fig. 6.27: Représentation de R (selon C7) et ♠(L3).

Fig. 6.28: Représentation de R (selon P8 ∩ C7) et ♠(L3).



6.3 - Vers des as plus généraux 1636.3 Vers des as plus générauxUne substitution primitive inversible σ sur un alphabet A engendre un système dynamique
(Ω+, S) où Ω+ peut être vu omme une partie de F (A). On peut onstruire un arbre invariant Tassoié à σ−1 et, si l'ation de F (A) sur T est à orbites denses, l'appliation Q : ∂F (A) → T ∪∂Téquivariante surjetive assoiée. L'objetif est de savoir dans quels as l'ensemble Q(Ω+) peutêtre atteint par une substitution d'arbre. Pour avoir une idée de la réponse, il faut omprendrepourquoi les deux exemples proposés préédemment ont eu de bons résultats.On donne ii quelques fateurs suseptibles d'a�eter la onstrution d'une substitution d'ar-bre qui dérit Q(Ω+). Φ1 est la lasse extérieure assoiée à σ−1.Les points �xes de σEssentiellement, les images par Q des points �xes de l'automorphisme extérieur représentépar σ donnent les emplaements des points ommuns aux domaines qui onstituent l'éhange dedomaines. Si la borne des points �xes n'est pas atteinte par σ, un argument géométrique montreraque Q(Ω+) ne peut pas être onnexe ; 'est un ensemble de Cantor. Compte tenu du aratèreauto-similaire de Q(Ω+), il est tout à fait envisageable que l'on puisse adapter les dé�nitionsdes substitutions d'arbre a�n d'obtenir Q(Ω+) ; on parlera alors de substitutions sur des graphessans yles, et pas forément onnexes.
Φ1 n'est pas forément iwipSi Φ1 n'est pas iwip, on ne pourra pas trouver de représentation train-trak. En fait, laonstrution d'arbre invariant d'un automorphisme peut se faire sans représentation train-trak.L'artile [10℄ introduit les représentants train-trak partiels (qui sont prohes des train-trakrelatifs dé�nis dans [4℄), et énone la proposition suivante.Proposition 6.3.1 Etant donné un automorphisme extérieur Φ, il existe un représentant train-trak partiel qui induit Φ.On pourra don onstruire un arbre invariant à partir de n'importe quel automorphisme.
Φ1 peut admettre une représentation train-trak sur un graphe di�érent de la roseLe seond exemple donne une très bonne illustration de e qu'il y a faire dans e as ; on noteependant que la représentation train-trak est sans hemin de Nielsen.La représentation train-trak de Φ1 peut avoir des hemins de Nielsen.Il y a deux types de hemins de Nielsen ; on peut se débarasser de ertains d'entre eux grâe àun algorithme du même type que elui proposé par [4℄ dans le adre de la reherhe de train-trak.La substitution suivante illustre le phénomène.Soit σ la substitution primitive inversible sur A = {1, 2, 3} dé�nie par :

σ : 1 7→ 21
2 7→ 21213
3 7→ 2

σ−1 : 1 7→ 3−11
2 7→ 3
3 7→ 1−11−12La représentation sur la rose de l'automorphisme σ−1 est train-trak. Un moyen de se rendreompte qu'il y a un hemin de Nielsen est de onstater que σ−1(13) = 3−111−11−12 = 3−11−12.La paire 13 produit une annulation, et on retrouve (13)−1 dans son image par σ−1.Obtenir Q(Ω+) par une substitution d'arbre dont le tron est odé par σ−1 devient alorsompromis ; notamment, on ne pourra plaer le point 13ω (où ω = lim

n→+∞
σn(1)) qu'à la limite,



164 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbree qui va à l'enontre des résultats obtenus sur les deux lasses d'exemples. On peut ependantse débarasser de e hemin de Nielsen en donnant une autre représentation train-trak h0 sur legraphe G de la �gure 6.29. On hoisit un ensemble Aρ = {ρ1, ρ2, ρ3, ρ4} de 4 entiers suessifs.On identi�e le groupe fondamental π1(G, ∗) de G ave F (A) par� 1 ≃ ρ1ρ4,� 2 ≃ ρ2.� 3 ≃ ρ−1
4 ρ3.

PSfrag replaements
ρ1

ρ2

ρ3

ρ4
∗ ∗∗

Fig. 6.29: Graphe G ; h0 : G→ G est train-trak.Si on identi�e π1(G, ∗) ave π1(G,h0(∗)) en hoisissant le hemin trivial omme hemin de ∗ à
h0(∗), h0 induit l'automorphisme

φ−1 : F (Aρ) → F (Aρ)

ρ1 7→ ρ−1
3

ρ2 7→ ρ−1
4 ρ3

ρ3 7→ ρ−1
1

ρ4 7→ ρ4ρ1ρ4sur le groupe libre muni de la base Aρ. Une substitution d'arbre τ assoiée à σ est donnée en�gure 6.30, et l'arbre initial Ls
0 est représenté �gure 6.31.A priori, rien ne s'oppose à l'obtention de Q(Ω+) si la représentation train-trak n'a auunde hemin de Nielsen. Dans ertains as, on ne peut pas se débarasser de tous les hemins deNielsen. Il semble qu'il y ait ii un vrai problème et il est possible que les substitutions d'arbrene permettent pas d'obtenir Q(Ω+).6.4 Quelques onjeturesOn a vu l'importane des fateurs spéiaux dans les études des deux lasses d'exemples (voirpropriétés 6.1.33 page 107, 6.1.60 page 117, 6.2.37 page 143, 6.2.66 page 154). En fait, être spéialà gauhe (resp. à droite) n'est pas important en soit, e qu'il faut, 'est être pré�xe du futur (resp.su�xe du passé) d'un des points �xes de l'automorphisme extérieur. Dans les as étudiés, esdeux propriétés étaient équivalentes ; la onjeture suivante tente de généraliser ette équivalene.Conjeture 6.4.1 Soit σ une substitution primitive inversible sur un alphabet de ardinal d ;

(Ω, S) est le système dynamique symbolique engendré par σ et L (Ω) est son langage. Les deuxpropriétés suivantes sont équivalentes :� la fontion de omplexité p du langage véri�e, pour tout n ∈ N∗, p(n) = (d− 1)n+ 1,� la borne donnée dans la proposition 3.0.12 (page 50) est atteinte.
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Fig. 6.31: Représentation de Ls
0.Les trois onjetures i-dessous partageront les hypothèses suivantes.Soit σ une substitution primitive inversible sur un alphabet A (on note également σ l'automor-phisme de F (A) assoié) et (Ω+, S) et (Ω, S) les systèmes dynamiques symboliques engendrés par

σ. On suppose que σ−1 est iwip, et que le oe�ient de dilatation de son représentant train-trakest > 1. On note T l'arbre invariant de σ−1, et on onstruit l'appliation Q : ∂F (A) → T ∪ ∂Tassoiée.Dans les exemples proposés, les points �xes de l'automorphisme extérieur jouent un r�leruial ; ils révèlent la non-injetivité de l'appliation Q (ou fQ) (deux mots u et v de Ω+ ont mêmeimage par fQ si et seulement si il existe un mot u− in�ni à gauhe tel que u−u ∈ Ω et u−v ∈ Ω) etdélimitent ainsi les domaines qui onstituent l'éhange de domaines. Dans les sous-setions 6.1.9(page 108) et 6.2.9 (page 146), on explique également la présene de leurs développements enpré�xes-su�xes dans les substitutions d'arbre onsidérées. De manière informelle, on peut voirla substitution d'arbre omme un outil permettant d'approher, partant de l'orbite d'un mot, lespoints �xes de l'automorphisme extérieur. Les deux onjetures suivantes portent sur l'in�uenedes points �xes sur l'ensemble Q(Ω+), et par transition sur une éventuelle substitution d'arbreassoiée.Conjeture 6.4.2 Les propriétés suivantes sont équivalentes :� la borne donnée dans la proposition 3.0.12 (page 50) est atteinte,



166 Chapitre 6 - Construtions de ÷urs ompats par substitutions d'arbre� Q(Ω+) est onnexe.Conjeture 6.4.3 Si (u(1,1), . . . , u(n1,1)), (u(1,2), . . . , u(n2,2)), . . . , (u(1,p), . . . , u(np,p)) sont des points�xes distints de la lasse extérieure de σ, alors le degré des points de l'enveloppe onvexe de
Q(Ω+) est ≤ max

1≤i≤p
ni. Notamment, si pour tout 1 ≤ i ≤ p, ni = 2, alors l'enveloppe onvexe de

Q(Ω+) est un intervalle.En�n, en se basant sur la disussion de la setion 6.3, on onjeture sur l'existene d'unesubstitution d'arbre ou de graphe sans yles dont l'arbre limite est isométrique à Q(Ω+).Conjeture 6.4.4 Si σ−1 admet un représentant train-trak sans hemin de Nielsen, alors ilexiste une substitution d'arbre dont l'arbre limite est isométrique à l'enveloppe onvexe de Q(Ω+)et une substitution de graphe sans yles dont l'arbre limite est isométrique à Q(Ω+).
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RESUME : Dans ette thèse, on s'intéresse au problème de la représentation géométriquedes systèmes symboliques substitutifs. On se plae dans le adre des substitutions inversibles, quel'on étend en automorphismes de groupe libre. La dynamique de es derniers est parfois étudiéeau moyen d'arbres réels munis d'une ation du groupe libre par isométries. Ces méthodes sontmises en ommun ave des résultats habituels sur les substitutions.On étudie un peu plus en détails le système dynamique symbolique (Ω, S) (où S est l'applia-tion shift) engendré par une substitution primitive inversible σ (σ désigne également l'automor-phisme assoié). Notamment, si σ est un élément de l'automorphisme extérieur Φ, on montre quele développement en pré�xes-su�xes (par rapport à σ) d'un mot bi-in�ni de Ω est ultimementpériodique si et seulement si il est �xe par un élément de Φ. On en déduit une méthode pouraratériser les ouples (u, v) de mots de Ω véri�ant ui = vi pour tout i de N (resp. −N∗).On introduit les substitutions d'arbre. Combinatoirement, elles peuvent être vues ommedes généralisations des substitutions sur les mots. Les points �xes des substitutions d'arbre sontd'abord étudiés. Puis, on se sert de ette analyse pour assoier un ompat à toute substitutiond'arbre véri�ant ertaines onditions ombinatoires ; e ompat est muni d'une ation minimalede pseudo-groupe.On étudie également les substitutions d'arbre d'un point de vue métrique. On a ainsi unmoyen simple de onstruire des arbres fratals auto-similaires ; on montre que eux-i peuventêtre vus omme des invariants de onstrutions graphes-dirigées au sens de Mauldin et Williams.En�n, on se sert des substitutions d'arbre pour représenter des systèmes symboliques substitu-tifs sur deux lasses d'exemples. Pour une substitution, on onstruit un arbre réel par substitutiond'arbre et on dé�nit un éhange de domaines onjugué au système symbolique initial.ABSTRACT : We study ways of giving geometri representations to symboli substitutivesystems. We onsider invertible susbtitutions, and see them as automorphisms of the free group.Real trees endowed with ations of the free group by isometries are often used to study thedynamis of these automorphisms. These methods will be exploited alongside usual results onsubstitutions.We study properties of the symboli dynamial system (Ω, S) (S is the shift map) generatedby a primitive invertible substitution σ (σ also refers to the indued automorphism). Spei�ally,if σ is an element of the outer morphism Φ, we prove that the pre�x-su�x developpement (withrespet to σ) of a bi-in�nite word of Ω is ultimately periodi if and only if it is a �xed word ofan element of Φ. We then give methods to identify pairs (u, v) of words in Ω verifying ui = vifor all i in N (resp. −N∗).Tree substitutions are introdued. From a ombinatorial side, these an be seen as generali-sations of substitutions on words. We start the study by identifying �xed points of tree substi-tutions. We use this analysis to assoiate a ompat set to eah tree substitution whih verifysimple ombinatorial properties ; this ompat set will be endowed with a minimal ation of apseudogroup.We also study tree substitutions from a metri point of view. They give an easy way to obtainself-similar fratal real trees ; we show that these trees an be seen as invariants of graph-diretedonstrutions (in the sense of Mauldin and Williams).Lastly, we use tree substitutions to give geometri representations to substitutive symbolisystems on two sets of examples. For eah substitution, we produe a real tree using a tree sub-stitution, and we de�ne a domain exhange whih is onjugate to the original symboli system.Mots lés : dynamique symbolique, substitutions, automorphismes de groupe libre, arbresréels, substitutions d'arbre, automate des pré�xes-su�xes


