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Introduction

On distingue deux grandes classes de systémes symboliques; les shifts de type fini, et les
systémes substitutifs. Les derniers sont souvent de bons candidats pour décrire des systémes
auto-similaires, c’est-a-dire des systémes dont la dynamique globale se retrouve localement par
I’application premier retour. On se pose ici le probléme inverse; étant donné un systéme dy-
namique substitutif, peut-on interpréter géométriquement sa dynamique? Cette question a été
largement étudiée et abordée sous des angles multiples, et chaque méthode vient avec son propre
jeu de restrictions. On citera par exemple les fractals de Rauzy ou les échanges d’intervalles,
dont la dynamique symbolique est engendrée par un échange de domaines. Une condition suff-
isante pour l'existence d'un fractal de Rauzy (et d’un échange de domaines défini & ensembles de
mesures nulles prés sur ce fractal) est donnée dans [6] et [23] (chapitre 3); si la matrice d’inci-
dence de la substitution est unimodulaire Pisot et si la substitution vérifie la condition de forte
coincidence, alors on peut définir un fractal de Rauzy qui supporte la dynamique de la substi-
tution. Dans le cas des échanges d’intervalles, la matrice d’incidence de la substitution doit étre
symplectique. En régle générale, la question de I'existence d’un fractal de Rauzy (et d’un échange
de domaines bien défini) ou d'un échange d’intervalles, est encore largement ouverte. On note
que ces représentations sont basées sur la minimalité des systémes dynamiques symboliques en-
gendrés par une classe de substitutions; les substitutions primitives. On rappelera les propriétés
les plus importantes de ces systémes dans le chapitre 1.

Toute substitution sur un alphabet A peut s’étendre en un endomorphisme du groupe libre de
base A. Tandis que la théorie générale des endomorphismes de groupe libre est encore incertaine,
celle des automorphismes est beaucoup plus développée, et c’est dans ce cadre que nous nous
placerons. En général, la dynamique engendrée par un automorphisme est plus compliquée que
celle d’une substitution ; des annulations peuvent se produire. Dans [4], M. Bestvina et M. Handel
donnent des méthodes pour controler ces annulations, et définissent notamment les représentants
topologiques (applications f : G — G, ou G est un graphe topologique) train-track des automor-
phismes de groupe libre. Pour une métrique bien choisie sur GG, une application train-track étend
uniformément les arcs de G (en multipliant leurs longueurs par un facteur constant). Quelques
unes de ces notions sont énoncées dans le chapitre 2.

Se servant de ces résultats, D. Gaboriau, A. Jaeger, G. Levitt et M. Lustig associent dans
[10] un arbre réel T, a tout automorphisme « de groupe libre. Il est de plus montré que le groupe
libre agit (par isométries) sur ces arbres de maniére non-triviale, minimale, avec des stabilisa-
teurs d’arcs triviaux. Lorsque le facteur d’extension du train-track représentant « (s’il existe) est
> 1, Paction est a orbites denses. Rejoignant les travaux de G. Levitt et M. Lustig dans [14], on
peut alors construire une application équivariante surjective @ de OF dans T, U 0T,. D’autres
deéfinitions de cette application peuvent étre trouvées dans [7] et [8]. Dans [8], elle est utilisée
pour définir un compact (I’ensemble limite ou cceur) (C T) associé a tout arbre T défini avec
une action (par isométries) trés petite, minimale, et & orbites denses; ce compact joue un role
important dans I'approximation de T" par des systémes d’isométries.

Une substitution primitive inversible (qui s’é¢tend en un automorphisme de groupe libre) o
engendre un systéme dynamique symbolique minimal (£2,5), ot Q C AZ et S est I'application
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shift sur A%. Q contient souvent des paires de mots (u,v), avec u_; # v_1 (resp. ug # vo) et
u; = v; pour tout i > 0 (resp. ¢ < 0). Il est montré dans [10] (théoréme 1’) que ces paires sont
en nombre fini; le théoréme explicite méme une borne, et il ne se restreint pas aux substitu-
tions primitives inversibles. Dans le chapitre 3, nous nous basons sur ce résultat pour donner
une méthode de reconnaissance de ces paires de mots (dans le cas des substitutions primitives
inversibles). Nous nous servirons pour cela d’un outil propre aux substitutions : automate des
preéfixes-suffixes (cf. [5] et [23] (chapitre 2)).

Le chapitre 4 définit une nouvelle notion : les substitutions d’arbre. Dans un premier temps,
la définition donnée est purement combinatoire, et on peut voir ces constructions comme des
généralisations des substitutions (sur les mots) ; notamment, toute substitution induit naturelle-
ment une substitution d’arbre. On commence par étudier les problémes posés par ces définitions,
et on essaie de trouver des équivalents aux théorémes connus sur les mots. Principalement, si une
substitution ¢ est primitive, on peut construire un systéme dynamique minimal et uniquement
ergodique (27,5), ot QF est 'adhérence des shiftés d’un point fixe (ou périodique) quelconque
de o et S est 'application shift. La seule adaptation de ’application shift sur les arbres est un
probléme en soit, puisque, étant donné un sommet quelconque d’un arbre, il existera trés sou-
vent plus de deux maniéres de se déplacer. On se posera également la question de la recherche
de points fixes de substitutions d’arbre, et on essayera de retrouver un équivalent des systémes
minimaux dans le cas des substitutions d’arbre primitives.

Le role principal de ces substitutions d’arbre est de donner un moyen simple de construire
des arbres réels supportant des dynamiques engendrées par certaines substitutions (chapitres 5
et 6). On montre dans le chapitre 5 que les arbres obtenus sont des compacts auto-similaires
invariants par constructions graphe-dirigées (au sens de [17]). On associera un arbre réel a tout
arbre simplicial. La substitution d’arbre produira ainsi une suite convergente d’arbres réels et on
s'intéressera a ’arbre limite.

Etant donnée une substitution, 'objectif est de construire une substitution d’arbre, et d’obtenir
grace a elle un arbre réel auto-similaire et une partition de celui-ci ; cette partition nous permettra
de définir un échange de domaines conjugué au systéme dynamique engendré par la substitution
initiale. L’objet principal du chapitre 6 est de proposer une telle construction pour deux familles
particulieres d’exemples. On définira des ensembles de substitutions oy primitives inversibles.
Considérant celles-ci comme des automorphismes de groupe libre, on définira Parbre Ty de [10]
associé a ’automorphisme 051, inverse de o4. On obtiendra, par substitution d’arbre, un com-
pact borné de Ty, le complété métrique de T;. Ce compact supportera la dynamique symbolique
engendrée par o4 ; il est également a rapprocher de ’ensemble limite décrit dans [8].

Dynamique symbolique

On étudiera les shifts de type fini dans un premier temps, et les systémes substitutifs par la
suite. Notre utilisation des résultats sur les shifts de type fini sera inhabituelle; on s’en servira
pour donner des résultats sur les constructions graphe-dirigées définies dans [17]. On discutera
plus amplement de ces constructions par la suite; I'idée principale est de construire des ensem-
bles compacts autosimilaires par un jeu de similitudes dans un espace métrique complet. Une
construction graphe-dirigée produit un vecteur de compacts; c’est 'invariant de construction. On
mettra ’accent sur la comparaison des shifts de type fini. Deux shifts sont conjugués si on peut
passer de I'un a l’autre par un recodage inversible (ce sont les applications & fenétre glissante) ; on
voudra pouvoir reconnaitre et créer des shifts conjugués. En adaptant un peu les techniques util-
isées dans le cadre des shifts de type fini, on pourra grandement simplifier certaines constructions
graphe-dirigées, tout en conservant la totalité de 'information. Plus précisément, on obtiendra
des constructions dont I'invariant ne contient aucune paire de compacts homothétiques.
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La seconde partie du chapitre 1 rappelle quelques résultats sur les systémes dynamiques sub-
stitutifs. On étudiera notamment les systémes minimaux engendrés par les substitutions prim-
itives, et on s’attardera sur la définition de 'automate des préfixes-suffixes (en particulier dans
le cas primitif) définis dans [5] et [23] (chapitre 2) par V. Canterini et A. Siegel. Cet objet est
crucial pour les chapitres 3 et 6.

On terminera le chapitre en donnant une définition des fractals de Rauzy. Sous certaines
conditions (suffisantes) ils seront définis avec un échange de domaines (modulo des ensembles de
mesures de Lebesgue nulle) qui induit la dynamique symbolique associée & une substitution.

Shifts de type fini

A étant un alphabet fini, on note A* le monoide libre (ensemble des mots finis sur A) associé,
et AZ I’ensemble des mots bi-infinis # = (;);cz indicés sur Z. On note S 'application shift sur
A% : pour tout = = (z;)icz de A%, S(x) = (w;41)icz. S est inversible sur A% et on note S~! son
inverse. Un espace de shift, ou simplement shift, est un ensemble X C A% ou .Z C A* est un
ensemble de mots interdits et X # est I’ensemble des mots de A% qui ne contiennent aucun mot
de .Z. Tout espace de shift est invariant sous 'action du shift S.

On s’interesse & une classe particuliére d’espace de shift appelés shift de type fini. Un ensemble
X est un shift de type fini s’il existe un ensemble fini .# tel que X = X #. Dans [16], D. Lind et
B. Marcus donne des méthodes pour comparer les shifts de type finis. En effet, la définition des
shifts de type fini est fortement dépendante de 'alphabet considéré, et le probléme de base est
de savoir si deux shifts de type fini représente le méme espace.

Soit X un shift de type fini (sur un alphabet A). Pour tout entier k, on note 2 (X) C A*
I’ensemble des mots de longueurs contenus dans les mots de X. Si % est un alphabet, et m,n

deux entiers tels que —m < n, une application ® a fenétre fixe est une application de %, 4y,+1(X)
dans % .

Définition i Une application a fenétre glissante est une application ¢ : X — %% qui o
associe y = ¢(x) avec y; = P(Tij—pm, ... Titn) pour tout i € Z.

- Tiem—1Ti—mTi—m+1 - - - Titn—1Titn|Titntl - - -

¢
oo YiellYilYier -

F1a. 1: Application a fenétre glissante.

Définition ii Deuz espaces de shift X et Y sont dits conjugués s’il existe une application a
fenétre glissante inversible ¢ : X — Y.

La recherche de conjugaison entre espaces de shifts repose sur la représentation de ceux-ci
par des graphes. Un graphe G est défini par un couple (V, E), ou V est un ensemble de sommets,
et E est une partie de V' x V'; pour toute aréte e de E, on note i(e) son sommet initial et ¢(e) son
sommet terminal. Tout graphe (fini) G définit un shift de type fini X de la maniére suivante :

X ={¢ = (&)icz € E? - 1(&) = i(&iy1)Vi € Z}.

Réciproquement, tout shift de type fini peut étre décrit par ’ensemble des chemins bi-infinis sur
des graphes.

On définit les éclatements d’états élémentaires entrant. Il s’agit de choisir un sommet s d’un
graphe G et de le dédoubler en suivant les régles suivantes :
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— les arétes non adjacentes de s sont inchangées,

— les arétes sortantes (dont s est le sommet initial) sont inchanggées,

— on créé un nouveau sommet t; ses arétes sortantes sont des copies de celles de s,

— les arétes entrantes de s (du graphe initiale) sont distribuées arbitrairement entre s et ¢.
Les éclatements d’états entrant seront simplement une suite d’éclatements d’états élémentaires
entrant, et on peut définir de maniére similaire les éclatements d’états sortant. Par la suite,
on sera plus intéressé par l'application inverse de ’éclatement d’état : I’amalgamation d’état.
Procéder & une amalgamation élémentaire entrante consiste simplement & choisir 2 sommets s et
t dont les arétes sortantes correspondent, et & les fusionner en s; une seule copie de ’ensemble
des arétes sortantes est conservée, et ’ensemble des arétes entrantes de s dans le nouveau graphe
est I'union des arétes entrantes dans s et ¢ dans ’ancien graphe. Le théoréme de R. F. Williams
([24]) répond complétement au probléme de la comparaison des shifts de type fini.

Théoréme iii Toute conjugaison d’un shift & un autre peut étre obtenue par une suite d’éclate-
ment et d’amalgamation.

Les résultats énoncés jusqu’a présent peuvent étre retrouvés dans [16] et [2].

On introduit quelques nouvelles notions afin que ’adaptation de ces résultats aux construc-
tions graphe-dirigées se fasse facilement. L’un des problémes posés est celui de la simplification
maximale des graphes (par rapport au nombre de sommets). Si H est un graphe quelconque, on
appelle amalgamation idéale entrante de H, le graphe GG obtenu par une suite d’amalgamations
entrantes de H et tel qu’aucune autre amalgamation entrante ne peut étre effectuée. L’existence
d’une telle amalgamation ne fait aucun doute puisque toute amalgamation réduit strictement le
nombre de sommet. On montrera en plus que cette amalgamation idéale entrante est unique.

Un autre aspect important est la représentation matricielle des graphes. Pour ce qui con-
cerne les constructions graphe-dirigées, les dimensions de Hausdorff des compacts constituants
le vecteur invariant sont essentiellement données par la matrice d’incidence du graphe. On étend
la définition des amalgamations aux graphes pondérés (un réel est associé & chaque aréte du
graphe) et on montre le résultat suivant.

Proposition iv Soit H un graphe pondéré a n sommets, et G une amalgamation de H a m som-
mets. On note My et Mg leurs matrices d’incidence respectives. Le spectre de My est exactement
constitué de celui de Mg et de la valeur propre 0 d’ordre n — m.

Systémes dynamiques substitutifs

Soit A un alphabet, A* le monoide libre associé¢, AN 'ensemble des mots infinis & droite
indicés sur IN et AZ I’ensemble des mots bi-infinis indicés sur Z. On note S 'application shift
sur AN et A% ; 'image de u = (u;)iew (resp. u = (u;)iez) par S est définie par S(u) = (uiy1)ien
(resp. S(u) = (ui+1)iez). Pour tout mot u de AN ou A%, on note £ (u), et on I'appelle le langage
de u, ’ensemble des mots de A* contenus dans u.

Une substitution ¢ est un morphisme de monoide qui envoie A sur A* \ {e} (e représente le
mot vide). La définition de o s’é¢tend naturellement sur AN et A%Z. On s’intéressera au cas ot o
est primitive, c’est-a-dire que pour tout a,b € A il existe un entier k tel que b est une lettre de
o*(a).

Si w est mot de AN ou A% o-périodique (il existe un entier k tel que o*(w) = w), on note
Ot (resp. Q) Iensemble des mots u de AN (resp. A%) tels que Z(u) C Z(w). Si o est une
substitution primitive, QT (resp. Q) ne dépend pas de w. On dit alors que (21,5) et (2, S) sont
les systémes dynamiques symboliques engendrés par o ; ces systémes dynamiques sont minimaux
et uniquement ergodiques.
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Les résultats suivants sont énoncés dans [5] et [23] (chapitre 2). Pour toute substitution o sur
un alphabet A, on définit 'automate A, des préfixes-suffixes associé a o ;

— A est ensemble des états de A, ; tous les états sont initiaux,

— P est ’ensemble des étiquettes,

— il existe une fleche entre les états a et b étiquetée (p,a, s) si o(b) = pas.
On note D I’ensemble des suites infinies (indicées sur IN) d’étiquettes reconnues par 'automate.

Théoréme v Soit o une substitution primitive non S-périodique (le langage des points péri-
odiques de o est infini), (2, S) le systéme dynamique symbolique (sur les mots bi-infinis) engendré
par o et Qpe, l'ensemble des mots o-périodiques de ). Il existe une fonction I' vérifiant :

— I' est continue surjective de ) dans D,

- I est injective sur Q\ |J S™(Qper),

nez
~stu€eQ\ U S (Qper) et I'(w) = (pi, ai, si)icn, alors
nez
w=...0"(pn)...0%(p2)o(p1)poaosoc(si)o?(sa)...c"(sn) ...

— pour tout d € D, #(I'({d})) < #(Qper).

Cette application est construite explicitement en utilisant des résultats de [19] sur les désubstitu-
tions. Pour terminer sur 'automate des préfixes-suffixes, on explicitera des moyens simples pour
obtenir I'(o(u)) et I'(S(u)) connaissant I'(u).

Arbres réels, groupes libres, automorphismes

Le but du chapitre 2 est la construction de ’arbre invariant d’un automorphisme défini dans
[10] (on se restreint au cas iwip), et la définition de ’application @) définie dans [14].

On note F, le groupe libre de rang n > 2. Une base A étant fixé, on peut voir F,, = F(A)
comme 'ensemble des mots réduits finis a lettres dans AU A~!. Le bord de Gromov du groupe,
noté OF(A) peut étre vu comme l’ensemble des mots réduits infinis & droites de (4 U A~1)N,
On munit A U A~! de la topologie discréte et (A U A=1)N de la topologie produit; le bord
OF(A) C (AU A~H)N herite de la toplogie induite.

L’ensemble des automorphismes de F,, est noté Aut(F,). Pour tout élément w de F,,, on note
iy Pautomorphisme de F;, défini pour tout élément g de Fj, par i,(g) = wlgw; on dit que i, est
un automorphisme intérieur ou une conjugaison. On note Inn(F,) ’ensemble des conjugaisons
de F,, et on définit Out(F,) = Aut(F,)/Inn(F,); Out(F),) est 'ensemble des automorphismes
extérieurs.

Définition vi Un automorphisme ¢ de Aut(F),) est dit twip si pour tout facteur libre (sous-
groupe de F,, engendré par un sous-ensemble d’une base de F,) F de F,, et pour tout entier
k € IN*, ¢*(F) n’est pas un conjugué de F. Un automorphisme extérieur ® est dit iwip s’il existe
un automorphisme ¢ € ® wwip; dans ce cas, tous les éléments de ® sont 1wip.

La premiére étape de la construction de ’arbre invariant d’un automorphisme est la construction
d’un représentant topologique train-track. On suit ici le travail de M. Bestvina et M. Handel dans
[4] ; il est basé sur la représentation des automorphismes de groupe libre par des équivalences
d’homotopie sur des graphes topologiques.

A tout graphe simplicial (la donnée d’un ensemble de sommets et d’'un ensemble d’arétes),
on peut associer un graphe topologique en remplacant chaque aréte par un arc topologique (un
espace topologique homéomorphe a un intervalle de R) et en identifiant les extrémités des arcs
adjacents. Une équivalence d’homotopie f : G — G’ entre deux graphes topologiques est une
application continue qui induit un isomorphisme entre les groupes fondamentaux de G et G'.
On appelle R, le graphe topologique constitué d’un unique sommet * et de n arcs topologiques.
On identifie son groupe fondamental w1 (R, *) avec F,,. Pour tout graphe topologique connexe,
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il existe un unique entier n tel qu’il existe une équivalence d’homotopie 7 (appelé le marquage)
de R,, dans G. En considérant que 7 induit 'identité entre 71 (R, *) et m1 (G, 7(x)), on identifie
m1(G,7(%)) et F,. Si 7: R, — G est le marquage de G, et si f est une équivalence d’homotopie
de G dans G, alors f induit un automorphisme de w1 (G, 7(x)). Cet automorphisme est défini
a conjugaison pres puisque l'identification entre m1 (G, 7(x)) et m1 (G, f(7(x))) dépend du choix
d’un chemin entre 7(x) et f(7(x)).

Définition vii Soit ® € Out(F,,) un automorphisme extérieur. On appelle représentant topologique
de ®©, une application f: G — G, ot G est un graphe marqué, telle que :

— limage d’un sommel est un sommet,

— Uimage d’un arc est un chemin (réduit) de G,

— [ induit ® sur F,, ~ m1(G,7(x)) (en particulier, f est une équivalence d’homotopie).

Si f est un représentant topologique, I'image d’un arc est un chemin, mais 'image d’un
chemin n’est pas nécessairement un chemin (des annulations peuvent avoir lieu). On définit donc
les applications train-track.

Définition viii Une application train-track est un représentant topologique f : G — G d’un
automorphisme de groupe libre tel que :

- G n’a pas de sommet de valence 1 ou 2,

— pour tout arc e et tout n, f™(e) est un chemin de G.

Ainsi, itérer f sur un arc ne produira pas d’annulations. Le théoréme suivant est énoncé dans [4].

Théoréme ix Tout automorphisme twip posséde un représentant topologique train-track.

Dans [10], les auteurs se servent des représentants topologiques train-track pour associer un
arbre réel (muni d’une action du groupe libre par isométries) a tout automorphisme de groupe
libre. Le théoréme suivant y est énoncé.

Théoréme x Pour tout automorphisme o du groupe libre I, il existe un arbre réel T tel que
— laction de F sur T est non-triviale, minimale, les stabilisateurs d’arcs sont triviauz,
— il existe X et une homothétie H : T — T de facteur X telle que
a(w)H=Hw:T —T
pour tout w € F.

Si hg : G — G est un représentant train-track d’un automorphisme extérieur ® contenant o,
sa matrice d’incidence est positive et le théoréme de Perron-Frobenius s’applique; on note A la
valeur propre dominante. On munit GG de la métrique définie par un vecteur propre & gauche
associé & \. Cette métrique définit une distance dp sur un revétement universel G de G, et F agit
par isométries sur G. On choisit un relevé h : G — G de ho pour lequel a(w)h = hw, quel que
soit w € F. L’arbre invariant T est défini comme 1’espace métrique G muni de la distance da
vérifiant, pour tout z,y € G, doo(z,y) = ngrfw A"y (h"™(z), " (y)). L'application H : T — T

induite par h est une homothétie de rapport A et vérifie a(w)H = Hw : T — T pour tout w € F.

Si A > 1, on peut associer & T une fonction Q équivariante et surjective de OF dans T U 0T
(ot T est le complété métrique de T' et 9T son bord de Gromov). Cette application est introduite
dans [14] pour tout arbre muni d’une action par isométries du groupe libre qui est minimale, a
stabilisateurs d’arcs triviaux, et a orbites denses. La propriété principale de cette application est
énoncée ci-dessous.

Propriété xi Soit X € OF ; pour tout Z de T, si la suite (X,), de F tend vers X (lorsque
n — +oo) et si la suite (X,Z), converge (lorsque n — +o0) wvers un point R de T, alors

R=Q(X).
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Points fixes et automate des préfixes-suffixes

On se placera dans le groupe libre Fy muni d’une base quelconque. Pour tout automorphisme
a de Fy, on définit Fiz(a) = {g € Fg;a(g) = g}. Un mot X de OF,; est un mot fixe attractif de

« si pour tout X’ dans un certain voisinage de X, hIJ{l aP(X') = X. Deux mots fixes X7 et Xo
p—+o0

sont équivalents s'il existe un élément g de Fiz(a) tel que Xy = ¢gX; et on note a(a) le nombre
de classes d’équivalence de mots fixes attractifs. Enfin, on dit que deux automorphismes « et 3
représentant le méme automorphisme extérieur sont similaires s’il existe un mot du groupe libre
F tel que B =i, 0o (i,) " .

L’arbre invariant d’un automorphisme est en fait un outil utilisé pour compter le nombre de
points fixes d’un automorphisme. Plus précisément, le théoréme suivant est démontré dans [10]
(théoréme 1°) :

Théoréme xii Soient ao, ..., des automorphismes de Aut(Fy) représentant le méme auto-
morphisme extérieur et appartenant o des classes de similarité distinctes. Alors

k

Z(Tk(FiﬂU(Oéi)) + 1(JL(O@) ~1)<n-1.
2
=0

Le chapitre 3 présente une nouvelle maniére d’aborder le probléme des points fixes dans le
cas des substitutions primitives inversibles (qui s’étendent naturellement en automorphismes de
groupe libre). On rappelle qu’une substitution primitive o sur un alphabet A engendre un systéme
dynamique minimal (£2,5), ot Q C A% et S est I'application shift sur A%. Si u = (u;);ez est un
mot bi-infini, alors (u;);e_n+ est appelé passé de u, et (u;);en est appelé futur de u.

Définition xiii On appelera point fize (en opposition a mot fize) un n-uplet, avec n > 2,
(u(l),...,u(")) de mots fizes (par un automorphisme représentant le méme automorphisme ex-
térieur que o) de Q vérifiants soit

— pour tout 1 <1 < n et pour tout k € —IN*, ul(f) = ulgl),

— les ugi) (premiéres lettres des futurs des u(i)) sont deuz a deuz distincts,

— pour tout mot v e Q, v £ uD quel que soit 1 < i < n, il existe un entier k de —IN* tel que
1
UV 7£ u](g )7

501t
- pour tput 1 <i<n et pour tout k € IN, ug) = ulgl),
— les u’ ernieres lettres des passés des u\Y ) sont deux & deuz distincts,
les u'”) (dernicres lettres d is des u(® ) sont deuz o deus distinct
— pour tout mot v € Q, v # uD quel que soit 1 < i < n, il existe un entier k de IN tel que

(1)
Vg F Uy,
Dans le cas qui nous intéresse (substitutions primitives inversibles), le théoréme xii peut alors

étre reformulé. o désigne aussi bien une substitution primitive inversible que l'automorphisme
associé.

Proposition xiv Si (u(bV 0 w00 (02 w22 o (we) | u(wP)) sont des points
fizes de o, alors >, (n;—1) <2n —2.
1<i<p

Dans le chapitre 6, on voudra définir des échanges de domaines sur des arbres réels, et les
points fixes seront & la base de cette définition. Essentiellement, deux domaines de 1’arbre ont
au plus 1 point commun (par connexité), et 'emplacement de ce point est complétement défini
par un point fixe de 'automorphisme extérieur. L’arbre sera construit par substitution d’arbre
(chapitre 4 et 5), et les développements en préfixes-suffixes de ces points fixes seront primordiaux
a la définition de cette substitution d’arbre.
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On obtient rapidement un premier théoréme qui motive une étude plus approfondie du
phénomeéne. o est une substitution primitive inversible sur un alphabet A (l’automorphisme
induit sur Fy; = F(A) est également noté o), (£2,5) est le systéme dynamique (sur les mots
bi-infinis) engendré par o, et T' est la fonction qui associe une suite (infinie indicée sur IN) de
I'automate des préfixes-suffixes & tout mot de €.

Théoréme xv Soit u un mot de Q. Si u est un mot fire par un automorphisme i, o o* (avec
w € Fy et k € IN*), alors T'(u) est ultimement périodique de période < k. Réciproquement, si
[(u) est ultimement périodique, alors il existe w € Fy et k € IN* tels que u est fize par i, o ok,
On note que o est également une substitution primitive inversible qui engendre (£, S), et on
peut définir I'application T, qui associe une suite de automate des préfixes-suffixes de o¥ a
tout mot de €. Par définition, si I'(u) est ultimement périodique de période k, alors I'y(u) est
ultimement constante.

La remarque précédente permet de se ramener & des développements ultimement constants.
De plus, il est facile de se rendre compte que si u et v de € sont fixes par un automorphisme
commun 4,, o o, alors le couple (u,v) est un point fixe et réciproquement. Le chapitre se termine
en répondant & la question suivante : si ® est la classe extérieure de o, et si u et v sont deux mots
de Q dont les développements en préfixes-suffixes (dans 'automate associé a o) sont ultimement
constants a (p,a,s) et (q,b,r) respectivement, existe-t-il un automorphisme de ® qui fixe a la
fois u et v.

Définition xvi Soient v_ et v4 les applications de Fy dans Fy définies, pour tout mot v =
VoV1 - .. Up—1Vp, par

~ 7y-(v) = o(vp)vovy ... Vp_1,

— v+ (v) = v1 ... vp_10p0(v0).

On démontrera le théoréme suivant, qui répond & la question en donnant un moyen trés simple
de reconnaissance de points fixes.

Théoréme xvii On suppose que I'(u) = (p, a, s)* et I'(v) = (g, b, 7)*.
~ Sl eziste h,k > 0 tels que Y (p) = 7% (¢) = w, alors le couple (S~ (u), S~*(v)) forme un
point fize par iy, o o ; les deur mots ont un passé commun.
— Sl existe h,k > 0 tels que v (s) = % (r) = w™L, alors le couple (S"T1(u), S¥T1(v)) forme
un point fize par i, o o ; les deur mots ont un futur commun.
Réciproquement si le couple (u',v") forme un point fize par iy o o dont les mots ont un passé
(resp. futur) commun, alors leurs développements sont ultimement constants de termes (p,a,s)

et (¢,b,7) avec v (p) =¥ (q) = w (resp. ¥ (s) = vk (r) = w™1) pour un certain couple h, k.

Arbres simpliciaux

Un arbre simplicial (graphe connexe sans cycles) est la donnée d’un couple (V, E), ou V est
un ensemble de sommets et E est une partie de V' x V x A (ot A est un alphabet) ; les arétes
sont orientées, et tout arbre est muni d’une racine. .#(A) désigne ’ensemble des arbres finis (au
sens du nombre d’arétes) ainsi définis. On note .#5(A) 'ensemble des arbres de .#,(A) constitués
d’une unique aréte. Pour tout arbre X de .#)(A), Vx désignera I’ensemble des sommets de X et
FEx 'ensemble de ses arétes.

Si A={ap,...,ax}, onnote A = {ap,...,az} et on définit pour tout arbre X = (Vx, Ex) de
F(A), Papplication vy (aussi appelée fonction chemin de X) de Vx x Vx dans (AU A)* telle
que :

— si (x,2/,a) € Ex, alors yx(z,2') = a et vx (o', 2) =@,
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— si (¢, 21, 29,...,Tk_2,Tk_1,2") est le plus court chemin de = & 2’ dans X, alors yx (z,2') =
Yx (z,21)yx (@1, 22) - Yx (Tp—2, Tp—1) VX (Th—1, 7).

On donne ici une définition d’égalité qui ne prend pas en compte les sommets de I'arbre, mais
seulement sa combinatoire. Etant donné deux arbres de #p(A), on note X =y (4) Y §'il existe
une fonction f bijective de Vx dans Vi telle que pour tout couple (z,z’) de sommets de X,
vx (z,2") = vy (f(z), f(2")), et telle que 'image par f de la racine de X est la racine de Y.

Soit X un arbre de #)(A). Si = est un sommet de X, on note By ,(X) le sous-arbre de X
enraciné en x et constitué des sommets de X a distance < n (dans un arbre, il n’y a qu’un seul
chemin minimal d’un sommet & un autre, et la distance entre deux sommets est donnée par le
nombre d’arétes constituant ce chemin); B, ,(X) est également appelé boule de rayon n autour
de z. La boule de rayon n autour de la racine est simplement notée B,,(X). On note d la distance
sur .#p(A) définie pour tout X,Y € #(A), X #4,4) Y, par

d(X, Y) -9 min{kGIN*;Bk(X);éyo(A)Bk(Y)}-
On note finalement .#(A) le complété métrique de A (A).

Définition xviii Une substitution d’arbre est une application T de Sg(A) dans SH(A) véri-
fiant les propriétés suivantes.
- 81 X = ({z1,22}, {(z1,22,0a)}) est un élément de .PE(A) enraciné en x1, d’image 7(X),
alors x1,29 € Vo (x), €t 7(X) est enraciné en x.
— Pour tout a de A, si X = ({x1, 22}, {(x1,22,a)}) et Y = ({y1,92},{(y1,y2,a)}) sont deux
éléments de SE(A), alors il existe une bijection f de V. (x) dans Vi vérifiant
= f(z1) =1 et f(z2) =y,
— pour tout couple (,I,CE/) de V’T(X)7 Yr(X) (x,x') =T (Y) (f(x)’ f(x,))
— Soient X et Y deux éléments quelconques distincts de ./r(A), 7(X) et 7(Y) étant leurs
images respectives par Uapplication 7. Alors (V. (x)\Vx)N\Vo(y) =0 et (Vo) \W)NV(x) =
0.
— Pour toute liste (a1,...,ap_1,ar = a1) (k < #A + 1) d’éléments de A telle que pour
tout 1 < j < k—1, (z1,22,a;41) ou (exclusif) (z2,21,a;41) est une aréte de T(Xaj) (o
Xao; = ({z1, 22}, {(71,22,05)})), les degrés de xy1 et x3 dans 7(Xq;) sont égauz a 1.

7 s’étend naturellement en une application de .#(A) dans .#(A) en prenant 'union des images
des arétes. De plus, si z( est la racine d’'un arbre X, alors zg est également la racine de 7(X).
Un exemple est donné en figure 2.

On peut voir ces substitutions d’arbre comme une généralisations des substitutions (sur les
mots) ; notamment, toute substitution induit naturellement une substitution d’arbre. On essayera
donc d’adapter certains résultats classiques de combinatoire des mots.

On note = »(4) I'extension de = 5 (4) a I'ensemble .7’(A). Le premier travail consiste a étudier
les points fixes (de diametres infinis) d’une substitution d’arbre. Soit 7 une substitution et Xy
un arbre tel que Xo =g 4) B1(7(Xo)). Sous réserve que Xo vérifie une certaine condition de
croissance (qui assure que la suite des diametres de 7"(Xp) tend vers I'infini), l'arbre X =)

lirf 7"(Xp) est un point fixe de 7. Réciproquement si X est un point fixe de 7 et que B1(X)
n—-roo

vérifie la condition de croissance, alors X = () lirf T"(B1(X)).
n—-+0oo
Un des problémes liés aux arbres vient du fait qu’on peut définir une infinité de point fixe a
une substitution donnée. En effet, si X et Y sont deux points fixes (ou deux points périodiques)
possiblement égaux (au sens de .#(A)), 'arbre obtenu en faisant 'union disjointe de X et Y et
en identifiant leurs racines sera également fixe. On définit donc les points fixes pertinents.

Définition xix On dit que X est un point fixe pertinent de T s’il existe un entier p > 0, une
lettre a € A et un sommet ¢ de 7P(X,), avec X, = ({z,y}, {(z,y,a)}), c # x et c # y, tels que
Bi(X) =54y Be1(m7(Xa)).
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29
b
X a 7(X,) a b
a €T y a x Zl y
X b X ¢
bz y (X)) i Y
z9
a
b a a
(X, % - )
b

F1G. 2: Un exemple de substitution d’arbre.

On sait qu’'une substitution primitive (sur les mots) engendre un systéme dynamique sym-
bolique minimal. Il n’y a pas de fonction sur les arbres qui soit équivalente au shift (sur les
mots). Cependant, déplacer la racine d’un arbre sur tous les sommets possibles peut s’apparenter
a l'action d’un pseudo-groupe, et on montrera le théoréme suivant.

Théoréme xx Soit T une substitution primitive, X un point pertinent de 7. Pour tout arbre
Z, on note L(Z) = {B.n(Z);z € Vz,n € N} et on note Q@ = {Y; Z2(Y) C Z(X)}. Toutes
les orbites des points de Q sous 'action du déplacement de racine sont denses (pour la topologie
métrique) dans €.

Substitutions sur des arbres réels

Un arbre réel est un espace métrique géodésique et 0-hyperbolique. Le but de ce chapitre est
d’adapter la notion de substitution d’arbre aux arbres réels. On s’y prendra de deux maniéres.
La premiére se détache de son homologue sur les arbres simpliciaux. Bien que plus lourde, elle
permet notamment de mettre en évidence la relation entre ces constructions et les constructions
graphe-dirigées définies dans [17]; on a ainsi une maniére relativement simple de déterminer la
dimension de Hausdorff des arbres créés. La seconde méthode consiste a partir d’une substitution
d’arbre simplicial, et a "réaliser" les arbres simpliciaux propres a la substitution. On construira
ainsi des suites d’arbres réels, et on montrera comment elles peuvent converger vers un arbre réel
limite compact.

Les détails relatifs a la premiére méthode sont laissés de coté dans cette introduction. On
donne ici quelques éléments de la seconde ; ceux-ci vont nous permettre d’énoncer rapidement le
théoréme xxii, qui sera trés important par la suite.

R *R désignant le produit libre de deux copies de R, on note, pour k un entier naturel, Z* le
produit libre R *---*R de k copies de R. Z* est un groupe dans lequel tout élément ¢ (différent
de I'origine) a une unique écriture réduite (finie) zf0x ... xf]q, avec

—pour 0<i<¢q,0<x; <k-—1ett; est un réel non nul,

—pour 0 <i<q—1,z; # w1,

— lorigine est notée O.
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On définit la distance d invariante par multiplication a gauche sur Z* telle que tout point
aalt .. xff‘ (en écriture réduite) est a distance |to| + [t1] 4+ - -+ + [t4] de Porigine. On note Z2*
le complété métrique de 2% et 7F I'ensemble des arbres réels compacts de Z%. 7% est complet

pour la métrique de Hausdorff.

Définition xxi Un arbre T de T* est une réalisation d’un arbre simplicial X de .7 (A) s’il
existe une fonction injective v : Vx — Z* telle que
— si(x1,22,a) et (Y1, Y2, b) sont deuzx arétes distinctes de Ex, alors |v(z1),v(z2)[Nv(y1), v(y2)[=
Y
— T est l’enveloppe conveze de v(Vx).
v est la fonction de réalisation.

En fait, on peut naturellement associer un arbre réel compact a toute substitution d’arbre
simplicial si celle-ci vérifie une certaine condition combinatoire. Soit 7 une substitution d’arbre
simplicial de .(A). Pour tout a € A, on note X, = ({y, 2}, {(y,z,a)}), et on définit I’application

Kk : AUA — A
a — a sia€ A
a — a sia€e A

La substitution tronc de 7 est la substitution (morphisme de monoide) o, définie pour tout
a € A par

UT(G’) - K(’YT(XQ) (y7 Z))

oil V(x,) est la fonction chemin de 7(X,). 07 : A — A est dite sous-primitive s'il existe un
unique ensemble o C A tel que

— la restriction o : @ — o est primitive,

— pour tout élément a € A\ «, il existe un entier k tel que ak(a) est un mot de o*.
On montrera le théoréme suivant.

Théoréme xxii Si 7 est une substitution primitive de .7 (A) et si la substitution tronc associée
est sous-primitive, alors fizer une fonction de réalisation vy de X, = ({z,y},{(z,y,a)}) (quel
que soit a) définit de maniére unique (a isométrie prés) une suite de réalisations (vy,), vérifiant,
pour tout n € IN :

- vy, est une réalisation de (X,),

— pour tout sommet x de 7"(X,), Vnt1(z) = vp(x),

— pour toutb € A, si (v1,x2,b) et (y1,y2,b) sont deux arétes de 7(X,), alors d(v(z1),v(z2)) =

d(v(y1),v(y2)).

On obtient alors une suite de Cauchy (pour la métrique de Hausdorff) de T* convergente vers
T, € T*.
Constructions par substitutions d’arbre

Dans le chapitre 6, on construit des arbres réels auto-similaires qui supportent, par échanges
de domaines, les dynamiques de certaines substitutions primitives inversibles. On travaillera sur

deux classes d’exemples; la premiére est définie pour tout d > 3 sur lalphabet A = {1,...,d}
par :
o 1 — 12
E — (k+1) pour2<k<d-1
d — 1

La seconde est définie sur le méme alphabet ; c’est la substitution de Tribonacci si d = 3 et elle
est plus généralement définie pour d > 3 par :
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o2 1 = 12
E — 1(k+1) pour2<k<d-—1
d — 1.

La méthode générale que nous appliquons pour construire des arbres auto-similaires supportant
leurs dynamiques symboliques est relativement commune.

On choisit une substitution o quelconque de ces deux classes. o est une substitution primitive
inversible qui engendre un systéme dynamique (QF,S) ot QF € AN. On note F; = F(A) le
groupe libre de base A et on désigne encore par o ’automorphisme de groupe libre correspondant.
Etant donné un représentant train-track de son inverse o~! (ou plutot de sa classe extérieure),
on construit I'arbre invariant 7" de ¢~! (voir théoréme x).

Remarque xxiii L’étude des deux classes se justifie par le fait que le représentant train-track
de o1 peut étre sur la rose & d pétales dans le premier cas, et ne le peut pas dans le second.

Il existe une homothétie H de rapport 7 > 1 (o n est la valeur propre de la matrice d’incidence
de 071), et on définit (comme dans [14]) application Q : 9F; — T U T.

On construit une substitution d’arbre 7 associée a o, et on associe & 7 une suite d’arbres réels
compacts (Ly,), et un arbre réel compact limite L grace au théoréme xxii. On montre alors les
théorémes suivants.

Théoréme xxiv Il eziste une application fgo de Q1 dans L (définie par la combinatoire des
arbres décrits par T) telle que lapplication & définie pour tout v de QF par

& - L — QO
fo(v) = Q(v)

est une bijection isométrique.

On dit de Q(Q") que c’est 'ensemble limite de o.

Théoréme xxv Chaque arbre L, peut étre explicitement partitionné de maniére a engendrer
une partition de Q7F.

Perspectives

On voudra adapter les constructions faites sur les exemples du chapitre 6 & toute substitu-
tion primitive inversible dans un premier temps, et & tout automorphisme dans un second. La
premiére question & se poser est celle de I'existence ; étant donné un automorphisme o de groupe
libre (positif ou non), existe-t-il une substitution d’arbre dont ’arbre limite est isométrique a
I’ensemble limite de o. Dans le cas général, I’ensemble limite d’'un automorphisme peut étre un
arbre réel ou un Cantor (voir [8]). On devra donc donner des conditions sur I"automorphisme
initial pour savoir dans quel cas on se trouve. Afin d’inclure les cas ot ’ensemble limite est un
Cantor, il faudra généraliser la définition de substitution d’arbre; on obtiendra des substitutions
de graphe sans cycles.

Donner les automorphismes dont 1’ensemble limite peut étre construit par substitution de
graphe sans cycles n’est pas une fin en soit; ¢ étant un automorphisme de groupe libre, nous
voulons expliciter une méthode systématique permettant d’associer & o une bonne substitution de
graphe sans cycles (c’est-a-dire une substitution dont le graphe limite est isométrique a ’ensemble
limite de o). Dans la section 6.3, on énumeére les propriétés des automorphismes qui peuvent
influer sur I’existence ou sur le choix d’'une bonne substitution ; on énoncera également quelques
conjectures.



Chapitre 1

Combinatoire des mots

1.1 Shift

Les deux sections qui suivent sont en partie inspirées de [2] et [16].

1.1.1 Full shift

On considére un ensemble de symboles A. A est appelé alphabet, et ses éléments sont des
lettres. On note A% I’ensemble des séquences bi-infinies a lettres dans A. Une séquence z € A%
sera notée x = (x;);ez OU encore T = ...T_9T_1ToT1T2 ..., ol chaque x; € A.

Définition 1.1.1 A étant un alphabet fini, AZ est appelé full shift sur A ou full A-shift. Le
full r-shift est le full shift sur ’alphabet {0,1,...,r —1}.

On notera A* le monoide libre associé a A, c’est-a-dire ’ensemble des séquences finis, appelées
mots, ou blocs, dont les lettres sont celles de A. On dira d’un élément u de A* que c’est un
mot (ou un bloc) sur A. Le mot vide (ou bloc vide) est noté e. La longueur d’un mot est
le nombre de symboles qu’il contient ; si u = uy ... u € A*, la longueur de u est notée |u| et on
a |ul = k.

Si z est un élément de A%, on notera T(j4] = Ti-.-Tj; T[; ;) est un sous-mot ou facteur de x.

Définition 1.1.2 Le shift S est une fonction de AZ dans A% qui a x associe y = S(z) tel que,
pour tout i € Z, Y; = Tiy1.

L’application inverse & S est notée S~! et vérifie, pour tout  de A%, S~1(z) = y ol pour tout i

de Z, y; = w;1.

Définition 1.1.3 Un point = de AZ est périodique pour S (ou shift-périodique) s’il existe un
entier k tel que S*(x) = . La période de x et le plus petit entier naturel k non nul vérifiant cette
égalité. Si k =1, x est un point fize de S.

1.1.2 Espace de shift

Pour .Z un ensemble de mots de A*, on note X # I’ensemble des mots de A% qui ne contiennent
aucun mot de % ; on peut voir % comme l’ensemble des mots ou blocs interdits.

Définition 1.1.4 Un espace de shift (ou simplement shift) est un sous-ensemble X d’un full
shift AZ tel que X = Xz pour un certain ensemble . de blocs interdits sur Ualphabet A.
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Lorsqu’un shift X est inclu dans un shift Y, on dit que X est un sous-shift de Y.

Le full shift est évidemment un shift : il suffit de prendre .# = (). L’ensemble des mots sur
l’alphabet {0,1} ne contenant jamais deux 1 consécutifs, autrement dit .# = {11} est appelé le
golden mean shift. Il y a un nombre indénombrable de shifts différents pour un alphabet de
cardinal supérieur ou égal & 2 donné, mais en tant que sous-shift de full shift, ils possédent tous
la propriété de shift invariance ; A étant un alphabet, et S étant la fonction shift sur A%, on a

VegZ.CA*,S(Xy):Xy

1.1.3 Langage

On a défini les espaces de shift en fonction de leurs mots interdits. On donne ici des définitions
permettant de les décrire par un ensemble de mots autorisés.

Définition 1.1.5 Soit X un sous-ensemble d’un full shift, et soit £,(X) l’ensemble des sous-
[e o]

mots de longueur n de points de X. Le langage de X est l'ensemble £(X) = |J £,(X).
n=0

On donne ici une caractérisation des espaces de shift par leurs langages.

Propriété 1.1.6
- (1) X est un espace de shift, et £ est son langage. Si w € £, alors
— tout sous-mot de w est dans £,
— 1l existe des mots u et v de £ tels que uwv € £.
- Si £ est un ensemble de mots sur un alphabet A, alors £ est le langage d’un espace de shift
si et seulement si £ vérifient les propriétés énoncées en (1).
— Deuz espaces de shift sont égauz si et seulement si leurs langages le sont.

1.1.4 Code a fenétre glissante

Soit « = ...x_1x0x1 ... une séquence de symboles d'un espace de shift X sur un alphabet
A. On transforme x en y = ...y _1yoy1 - .. sur un second alphabet % de la maniére suivante :
Soit m et n deux entiers, —m < n, alors la i-iéme coordonnée de y ne dépend que de la "fenétre"
des coordonnées de = entre ¢ —m et i + n. On définit donc @ : £, 4p1(X) — Z : @ est
Papplication & (m + n + 1)-fenétre fixe vérifiant :

Vi = ®(Tim .. Tign) = (I)(x[i—m,i-l—n})

Définition 1.1.7 X est un espace de shift sur A, et ® : L, 1n11(X) — % une application
a fenétre five. On définit alors la fonction ¢ : X — Y% qui, & x de X associe y = ¢(z)
ol y; = @(x[i_m7i+n]). ¢ est Uapplication a fenétre glissante de mémoire m et d’anticipation n
induite par ®.

- Ti—m—1|Ti—mTi—m+1 -+ LTitn—1Ti+nLit+n+1 - - -

¢
oo YiYilYier -

F1a. 1.1: Application & fenétre glissante.
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Remarque 1.1.8 Si X est un espace de shift sur un alphabet A. Soit @ : £9(X) — £1(X) telle
que, pour tout apay de £o9(X), ®(apar) = ay. ¢ est Uapplication a 2-fenétre glissante de mémoire
0 et d’anticipation 1 induite par ®. ¢ est exactement [’application shift sur X.

Les applications a fenétre glissante sont parfois appelées applications locales (voir [2] et
[11]). Si m est la mémoire, et n est ’anticipation, d’une telle application, elle sera dite k-locale,
avec k = n+m+ 1. Le résultat suivant est attribué & M. L. Curtis, G. Hedlund, et R. C. Lyndon
dans [11].

Proposition 1.1.9 Soient X et Y deux espaces de shift, Sx et Sy leurs applications shift re-
spectives. Si ¢ est une application & fenétre glissante de X dans Y, alors ¢ o Sx = Sy o ¢.

Cette propriété de commutation par shift n’est en fait pas suffisante a caractériser les applications
a fenétre glissante. Une description précise est donnée par la proposition suivante.

Proposition 1.1.10 Soient X et Y deux espaces de shift. Une application ¢ est a fenétre glis-
sante si et seulement si po Sx = Sy o ¢ et il existe N > 0 tel que ¢p(x)g est fonction de T[_N,N]-

Parfois, une application a fenétre glissante ¢ peut avoir un inverse. Dans ce cas, cet inverse
est unique ; on le note alors ¢! et on dit de ¢ qu’elle est inversible.

Définition 1.1.11 Une application a fenétre glissante ¢ : X — Y est une conjugaison si elle
est inversible. On dira alors de X et Y qu’ils sont conjugués et on notera X =Y.

On peut penser a deux shifts conjugués comme & deux maniéres de représenter le méme objet.

1.1.5 Shift de type fini

Définition 1.1.12 Un shift de type fini est un espace de shift de la forme X & o %, l'ensemble
des mots prohibés, est de cardinal fini.

Une méthode efficace pour construire des shifts de type fini consiste & donner un graphe
orienté, et & considérer ’ensemble des marches bi-infinis sur ce graphe. En fait, quel que soit le
shift de type fini, il peut étre recodé de maniére & obtenir un shift descriptible par les marches
bi-infinis d’un certain graphe; on pourra se reporter a la figure 1.3 pour un exemple.

On ne parlera ici que de graphes finis et orientés. On va d’abord donner quelques propriétés
simples de ces graphes.

Définition 1.1.13 Un graphe G est la donnée d’un couple (V, E) ot V est un ensemble fini de
sommets ou €tats et E est un ensemble fini d’arétes. Le sommet initial de chaque aréte e
de E est noté i(e) et le sommet terminal est noté t(e).

On autorisera ici les graphes contenant un couple de sommets reliés par plusieurs arcs, ou con-
tenant des arétes e telles que i(e) = t(e).

Pour un état s, on note Og I'ensemble des arétes de sommet initial s (les arétes sortantes de s)
et I ’ensemble des arétes dont s est le sommet terminal (les arétes entrantes de s). Le cardinal
|Os| de Oy est appelé degré sortant de s, et |I4| est son degré entrant.

Définition 1.1.14 On appelle chemin d’un graphe G une suite (x1,22,...,x,) de sommets de
G tels que pour tout 1 < i <n —1, il existe une aréte e; de x; a w41 ; i(e;) = x;, t(e;) = Tiy1.
On appelera circuit un chemin (x1,za,...,2,) tel que x1 = .

On considérera que l'ensemble des états d'un graphe est ’ensemble {1,2,...,r} ou deux

états ne peuvent avoir le méme nom. Cela donne notamment un ordre naturel sur les sommets
et facilite la définition suivante.
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Définition 1.1.15 Soit G un graphe et V ’ensemble de ces états. Pour s et t deur sommets,
on note Ag le nombre d’arétes de sommet initial s et de sommet final t. On définit alors Ag =
[Agt]stca s Ag est la matrice d’incidence de G.

Le graphe de la figure 1.1.5 a pour matrice d’incidence :
0 2 1
1 00
0 0 2
On définit maintenant des shifts de type fini & partir de graphes.

Définition 1.1.16 Soit G un graphe, E [’'ensemble de ses arétes et Ag sa matrice d’incidence.
On note X ou Xa,, le shift des arétes défini par :

Xe = Xa, ={& = (&)iez € E4t(&) = i(&41)Vi € Z}.

En d’autres termes, 'alphabet A de X est donné par I’ensemble des arétes, et les points du
shift sont les marches bi-infinis sur le graphe.

Il est facile de montrer qu’'un shift obtenu de cette maniére est un shift de type fini. Il suffit pour
cela de choisir # = {ef;e, f € A,t(e) # i(f)}. Les nombres d’arétes et de sommets étant finis,
Z Dest également, et Xg = X &.

F1c. 1.2: Graphe du full r-shift.

Si.# ={eqg, [, 9,99}, Xz est le shift de type fini sur A = {e, f, g} associé au graphe de la
figure 1.3. On remarque que ce shift est conjugué au shift Xz défini sur Palphabet {0,1} avec
F1 = {11} il suffit pour s’en convaincre de considérer I'application & fenétre glissante inversible
¢ définie par

- ¢(00) =,

- p(01) = f,

- ¢(10) = g.
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9

Fia. 1.3: Exemple de graphe dont est issu un espace de shift.

1.2 Eclatement et amalgamation d’états

Les éclatements et fusions d’états sont des opérations sur les graphes; nous étudions ici leurs
influences sur les shifts associés. La notion d’éclatement d’état a été introduite par R. F. Williams
dans [24]. Des définitions plus précises peuvent étre trouvées dans [16] et [2].

Nous allons décrire I’éclatement d’état entrant. Soit G = (V, E') un graphe et s un sommet
de G. On va supposer dans un premier temps qu’il n’existe aucune aréte b de E telle que i(b) =
t(b) = s. On note I (resp. Og) I'ensemble des arétes e de E telles que t(e) = s (resp. i(e) = s).
Soit I, = I! + I? une partition de I, ; Popération d’éclatement d’état entrant relativement
a (I, I?) transforme le graphe G en un graphe H = (Vy, Ey) ot Vg = V U {51}, s1 étant un
nouvel état, et ou Fp est défini par :

Eg=E-I'+0!+U

avec O = {(s1,t);(s,t) € Os} et U = {(t,s1);(t,s) € I}}. En d’autres termes, on obtient le
graphe H en :

— laissant inchangées les arétes non adjacentes a s et les arétes de Og.

— donnant a s1 des copies des arétes sortantes de s (ensemble O}).

— distribuant les arétes entrantes de s entre s et sy suivant la partition de I en I2 et I7.

L’exemple de la figure 1.4 illustre un éclatement de I'état 1; I est constitué de aréte entre 2 et
1, I? de I’aréte entre 3 et 1, Of de laréte entre 17 et 2, et U de I’aréte entre 2 et 15.

O3

F1G. 1.4: Un éclatement (entrant) de 'état 1.

On étend maintenant cette définition afin de pouvoir :
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— partitionner ’ensemble des arétes entrantes en autant d’ensembles que I'on veut (pas seule-
ment 2).

— effectuer cette opération sur plusieurs sommets simultanément.

— éclater un état qui boucle sur lui-méme (c’est-a-dire tel qu’il existe une aréte dont il est a
la fois état initial et état final).

Définition 1.2.1 Soit G = (V, E) un graphe. Pour chaque état s de V', on note I I’ensemble

de ses arétes entrantes et Oy l'ensemble de ses arétes sortantes. On partitionne Iy en ensembles
deur & deur disjoints I}, 12, ... ,I;n(s) ot m(s) > 1; P est la partition obtenue de E et P, est
la partition restreinte & I,. Le graphe éclaté (entrant) G” formé a partir de G selon &
a pour étals s1,82,...,8y(s), 0U s parcours V., et pour aréles ej, o e € E et 1 < j < m(i(e)).
Si e € E est tel que i(e) = s et t(e) = t, alors e € Ig pour un certain j, et on définit e;, aréte
de G17 pari(e;) = s; et t(e;) = t;. Un éclatement d’état élémentaire de G a U'état s se
produit lorsque m(s) =2 et m(t) =1 pour tout t # s.

La figure 1.5 illustre cette définition. Dans cet exemple, on a choisi I{ = {b,c}, I} = {a},
I ={d,e}, It = {f} et I3 = {g}.

Fic. 1.5: Exemple d’éclatement entrant.

Si un graphe H est obtenu a partir d’'un graphe G par cette procédure, on dira de H que
c’est un éclatement entrant de GG, et on dira de G que c¢’est une amalgamation entrante de
H.

Remarque 1.2.2 On peut définir de la méme maniere l’éclatement sortant H d’un graphe
G ; G sera alors une amalgamation sortante de H.

Théoréme 1.2.3 Si H est un éclatement de G, alors les shifts des arétes X et Xg sont con-
JUGUES.



1.2 - Eclatement et amalgamation d’états 27

Preuve On démontre le théoréme dans le cas d’un éclatement entrant, l'autre cas étant simi-
laire.

On suppose que H = GI7), et on définit Uapplication a 1-fenétre five ¥ : £(Xpy) — £1(Xa) par
U(ej) = e pour tout e; € £1(Xp). On note p Uapplication a 1-fenétre glissante de mémoire O et
d’anticipation 0 induite par W. On déduit de l'observation : e;f; € £2(Xp) = ef € £2(Xq), que
V(Xn) € Xe.

Soit alors ® : £9(X¢) — £1(Xnu) Uapplication & 2-fenétre fize définie par ®(ef) = f; ou j est
tel que e € r pour un certain état s. ¢ étant application a 2-fenétre glissante de mémoire 1 et
d’anticipation 0 induite par ®, on a ¢(X¢g) C Xg.

Siz=...07'2%! .. € Xg, alors ¢(z) est de la forme . .. 5'3;,11 ?03:]1.1 .., eton aura(op(x)) = x.
Siy = ...y]illygoy}l <o € Xy, alors ¥(y) = ...y~ 0y, = Puisque yély;:trll € £9(Xp), alors
Yyt e Z](lytlﬂ) On déduit donc que pour tout i, ®(y'y'+!) = y;.;:ll, ce qui donne ¢p(Y(y)) = y.

1l existe donc une application a fenétre glissante inversible de Xyp dans Xg; Xg et Xy sont
conjugués. [

Cette preuve fait apparaitre la fonction ¢ inverse de v ou 1 symbolise I’éclatement d’états.
La fonction ¢ est la fonction d’amalgamation d’états (entrante). Soit G = (V, E) un graphe et
M sa matrice d’incidence. Si deux arétes e et f sont telles que t(e) = ¢(f), on dira que e et f
correspondent. Soient s; et sy deux sommets de G tels que Vt € V,|Os, N 1| = |Os, N 1| = en
d’autres termes leurs arétes sortantes correspondent. On suppose de plus qu’il n’y a aucune aréte
de s1 & s1, de s1 & s9, de s9 & 51, ou de s9 & s9. 51 et so peuvent étre amalgamés en fusionnant s;
et so en un état s dont les arétes sortantes correspondent aux arétes sortantes de s;. On obtient
I’ensemble des arétes entrantes de s en faisant l'union (disjointe) des arétes entrantes de s; et
des arétes entrantes de ss.

On étend maintenant cette définition afin de pouvoir :

— fusionner autant de sommets ensembles que l'on veut (pas seulement 2).

— effectuer cette opération sur plusieurs ensembles de sommets simultanément.

— fusionner des états qui bouclent sur eux-méme ou qui sont reliés entre eux.

Définition 1.2.4 Soit H = (Vg,Eg) un graphe et My sa matrice d’incidence. Soit &P =
{P1, Ps,...,P,} une partition de Vi telle que :

-VYPe P, P+#0,

- VP e y,V(Sl,SQ) € PQ,\V/t c Vy, |Os1 N It| = |052 ﬂ]t|.
Une partition vérifiant cette propriété sera par la suite appelée acceptable.
Le graphe amalgamé (entrant) H|z formé a partir de H selon & a p sommets. Si x et
y sont deux sommets de H, on note ngy le nombre d’arétes de Ep de sommet initial x et de
sommet terminal y. On note nj; = > ngy ot x est un élément quelconque de P; et y parcourt

yeP;
Pj. Alors le nombre d’arétes entre deux sommets i et j de H{g) est ezactement n;.
Puisque cette opération est 'opération inverse de I’éclatement d’états (entrant), on pourra se
reporter & la figure 1.5 pour un exemple d’application.

Le théoréme suivant est di & R. F. Williams (|24]).

Théoréme 1.2.5 Toute conjugaison d’un shift a un autre peut étre obtenue par une suite d’é-
clatements et d’amalgamations.
1.2.1 Matrices d’incidence

On étudie dans ce paragraphe l'influence des opérations d’éclatement et d’amalgamation sur
la matrice d’incidence.
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On reprend l'exemple de la figure 1.5. On note V = {1,2,3} et Vg = {11,12,21,31,32} les
ensembles des sommets des graphes G et H = GI?), Mg et My sont leurs matrices d’incidence.
La matrice D représente la maniére d’obtenir les éléments de Vg a partir de ceux de V.

1 2 3

1 1 0 0

19 1 0 0

D = 2 0 1 0
31 0 0 1

32 0 0 1

On désignera les entrées de D par D(f;,e) ou f; € Vet e € V.
Le nombre d’arétes de chaque partition sortant d’un sommet donné de V' est spécifié par la

matrice :
11 1o 29 31 39

1
EF =2 |1 0 0 0 0
3

E(e, f;) est le nombre d’arétes de I} dont e est le sommet initial.

Calculer I'entrée (a,b) de la matrice produit ED consiste & sommer, sur chaque I},1 < i <
m(b), le nombre d’arétes de I} dont a est I'état initial, ce qui revient a compter le nombre d’arétes
dont a est I’état initial et b est ’état terminal.

1 2 3
1 1 1 2
ED = Mg = 2 1 0 0
3 1 1 0

Lors d'un éclatement entrant élémentaire, si a est éclaté en a et b, les arétes sortantes de b sont
des copies de celles de a. Le produit DE explicite cette duplication. On en déduit que DE = My.

1, 1o 29 31 39

1 0 1 1 1 1
19 0o 1 1 1 1
DE = Mg = 24 1 0 0 0 O
31 1 0 1 0 0
32 1 0 1 0 O

On explique maintenant pourquoi ces résultats sont vrais en général.

Définition 1.2.6 Soit G un graphe et H = GI¥ Uéclatement entrant de G suivant 2. V est
l'ensemble des états de G et Vg est celui de H. La matrice de division entrante D est une
matrice |Vi| x |V| définie par

1 st s=t,
0 sinon.

D(Si,t) = {
La matrice des arétes entrante E est la matrice |V| x |V

E(s,t;) = |Ii N O,
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Théoréme 1.2.7 Soit G un graphe et H = G Uéclatement entrant de G suivant 2. Si D est
la matrice de division entrante et E la matrice des arétes entrante, alors

ED= Mg et DE= Mgy

Preuve On utilise les notations données précédemment.

m(t) m(t)
ED(Sat): E(‘S?tz)D(t’ut): E(Satl)
i=1 i=1
m(t) m(t)
= ; [ N O] =\(L7J1 I;) N O]
= [T N O = Mqg(s,t).
On en conclut que ED = Mg.
DE(si tj) = D(si,s)E(s,t;) = E(s,t;)

= |} N O] = [I;; nO%|

- MH(Si,tj).
Ce qui donne DE = Mpy. [J

On va g’intéresser d'un peu plus prés a 'amalgamation d’état. Nous avons jusqu’a présent
défini les matrices de division et d’arétes a partir d’un graphe G que nous voulions éclater suivant
une partition & de ’ensemble des arétes de G. On donne ici leurs définitions & partir d’un graphe
H que nous voulons amalgamer selon une partition & de I’ensemble des sommets de H.

Soit H un graphe, Vi, de cardinal h, '’ensemble de ses sommets et &2 = {P;, P5,...,P,}
une partition acceptable de Vg. On pourra supposer, quitte & renommer les sommets, que
P1 = {11, 12, ey 1p1},P2 = {21, 22, ce ,2p2}, ce ,Pp = {pl,pQ, ce ,ppp}. G = (Vg,Eg) est a-
malgamation de H suivant &, et on note Vg = {1,2,...,p} ol j est 'amalgamation des sommets
de la partition P;. On définit alors la matrice de division D de taille h x p définie par

1 st k=7,
0 swnon.

et la matrice des arétes E de taille p x h définie par
E(k,t) = |0, N I

ou x est un élément quelconque de Pg. On pourra vérifier de la méme maniére qu’en 1.2.7 que
DE = My et ED = Mg ol G:H[L@}

Matrice d’incidence et forte connexité

On commence par définir les graphes fortement connexes afin d’étudier I'influence d’une
amalgamation sur un graphe possédant cette propriété.

Définition 1.2.8 On dit d’un graphe H orienté qu’il est fortement connexe s’il existe un chemin
entre toute paire de sommels de H.

Propriété 1.2.9 Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.
— H est fortement conneze.
— Il existe un circuit passant par tous les sommets de H.



30 Chapitre 1 - Combinatoire des mots

Soit H un graphe et M = [m, ;] sa matrice d’incidence. M est la matrice des chemins de
longueur 1; m;; est le nombre de chemins de longueur 1 allant de ¢ a j. Une rapide récurrence
montrera que M* = [m; ;(k)] est la matrice des chemins de longueur k dans H. On en déduit
donc la propriété suivante.

Propriété 1.2.10 La matrice d’incidence d’un graphe fortement conneze est primitive.

On s’intéresse aux effets des amalgamations et éclatements sur la forte connexité. Par la suite,
on voudra obtenir des graphes fortement connexes par amalgamations. La proposition suivante
donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un graphe soit amalgamé en un graphe
fortement connexe.

Proposition 1.2.11 Soit H un graphe et &2 = { Py, P», ..., P,} une partition acceptable de V.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.
— II existe un sous-graphe F' de H fortement conneze avec Vi = { f1, fa,..., fr} tel que pour
tout 1 <@ <p, il existe 1 < j < f tel que f; € P;.
- G = H|y) est fortement conneze.

Preuve L’ensemble des sommets de G est Vg = {1,2,...,p}. Parla définition d’amalgamation,
le nombre d’arétes de i a j dans G est égal & Y |Ox N 1y| ot x € P;. On en déduit notamment
yepP;
que si v € P; et y € P; sont deuzr sommets de I—JI reliés par une aréte, alors il existe au moins

une aréte de i a j dans G et inversement.

Si F est un sous-graphe de H fortement connexe, alors il existe un circuit de F' qui passe par
tous les sommets de F. Ce circuit passera au moins une fois dans chaque élément de &2 ; on
en déduit ['existence d’un circuit de G qui passe par tous les sommets de G, et donc que G est
fortement conneze.

De méme, si G est fortement connexe, on pourra trouver un circuit (yi,y2,...,Yyn) de H tel
pour tout 1 < i < p, il existe 1 < j < n tel que y; € P;. Le sous-graphe de H de sommets
{y1,Y2,...,yn} sera alors fortement conneze. O]

Corollaire 1.2.12 Soit H un graphe fortement connexe et & une partition acceptable de Vir.
Alors G = H|) est fortement conneze.

1.2.2 Amalgamation idéale

L’opération d’amalgamation permet une simplification de la représentation des shifts. Cepen-
dant, 2 états ne peuvent étre amalgamés (de maniére entrante) que si leurs arétes sortantes corre-
spondent. Pour H un graphe quelconque, on peut s’interroger sur l'existence d’une amalgamation
donnant un graphe G ne possédant aucune paire de sommet pouvant étre amalgamés.

Définition 1.2.13 On appelle partition maximale Py; de l'ensemble des sommets V' d’un
graphe H ['unique partition vérifiant :

-VQ € Pu,Vq,r € Q,04 = O,

- VP,Q € Pu; P #Q,V(p,q) € P xQ,0, # Oy.
On dit du graphe H|z,,) que c’est 'amalgamation mazimale de H.

On amalgame le graphe de gauche sur la figure 1.6 suivant sa partition maximale {{1, 2}, {3}, {4}}.
Le résultat est a droite sur la méme figure. On remarque que les trois sommets de ce nouveau
graphe peuvent & nouveau étre amalgamés.

On cherche un moyen d’amalgamer "au maximum", c¢’est-a-dire d’obtenir un graphe ne pos-
sédant pas de paire de sommets pouvant étre amalgamés.
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Proposition 1.2.14 Si deux suites d’amalgamations (entrantes) d’un graphe H produisent deuz
graphes F' et G ne possédant aucune paire de sommets pouvant étre amalgamés, alors F' et G sont

égauz (a renommage des sommets prés). On dit que G est ’amalgamation idéale entrante de
H.

Fi1G. 1.6: Amalgamation selon la partition maximale.

Preuve On note (F;)o<i<n €t (Gi)o<i<m les deux suites d’amalgamations de H qui produisent
FetG; Fop=Gy=H et ' =F, et G = G, ne possédent aucune paire de sommets pouvant
étre amalgamés. On suppose que pour tout 0 < i < n —1 (resp. 0 < i < m — 1) le passage de
F; a Fiyq (resp. Gi 6 Giy1) se fait par une amalgamation élémentaire. On note Vi ’ensemble
des sommets de H. Pour tout 0 < i <n—1 (resp. 0 <i <m—1), f; (resp. g;) associe a un
sommet de H son image dans F; (resp. G;), et on note &; (resp. 2;) la partition de Vi égale a
{7 ({x});  sommet de F;} (resp. {g; ' ({x});x sommet de G;}).

On wva montrer que &, et 2., sont égaux. Si P et 2 sont deux partitions d’un méme
ensemble, on note &2 C 2 si pour tout P € 22, il existe Q € 2 telle que P C Q.

2y C &, de maniére évidente et on suppose que 21 C P,. On identifie un élémént Q
de 2 avec le sommet de Gy, correspondant (I’'image par g des points de Q). On suppose que
9, ¢ P, et que Q1 et Qo sont les éléments de 21 amalgamés lors du passage de Gr_1 a Gy.
On note Py et Py les éléments de &2, tels que Q1 C Py et Qo C Py. On remarque que Py # Py ;
2. serait inclu dans &2, dans le cas contraire.

Etant donné deur sommets a et b d’un graphe quelconque, on note N(a,b) le nombre d’arétes

entre a et b. Pour tout P, € Py, il existe Qjy, Qiy, - -, Qiy, de Zy_y tels que P, = |J Qy, et
1<j<h
on a

N(P,P,) = > N(Q1,Qi) et N(P, Pp) = >, N(Q2,Qi;).
1<j<h 1<j<h
On déduit du fait que Q1 et Qo peuvent étre amalgamés que N(Py, Py,) = N(Py, Py) indépendam-
ment de h; Py et Py peuvent alors étre amalgamés, ce qui est contraire auz hypothéses.

Finalement, 2,, C &2, et un raisonnement similaire donnera &, C Z,, ; on en conclut que
D = Pp. Si P et Q sont deux éléments de Py, la quantité N(P,Q) est la méme dans F et

G ; sip € P est un sommet de H, alors on a N(P,Q) = N(p,q) (chaque élément q de Q est
q€Q
également un sommet de H). On obtient ainsi F' = G. O

Remarque 1.2.15 On rappelle le théoréeme 1.2.5; toute conjugaison d’un shift 4 un autre peut
étre obtenue par une suite d’éclatements et d’amalgamations (entrants ou sortants). Le passage
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d’un graphe H a son amalgamation idéale se fait par amalgamations entrantes uniquement. Le
résultat de la proposition précédente ne permet donc pas toujours de comparer deuzx shifts de type

fina.

Par la suite, on s’intéressera a des graphes tels que celui de la figure 1.7 qui peuvent étre
grandement réduit par amalgamation. Sur ce graphe H, les sommets 1,2,3,4 ont des arétes
sortantes correspondantes, et il en est de méme pour les sommets 5,6, 7. La partition maximale

N

(7))

]

Fia. 1.7: H.

est & = {P, Py} on P = {1,2,3,4} et P» = {5,6,7}. L’amalgamation de H selon & est le
graphe de la figure 1.8. Ce nouveau graphe est 'amalgamation idéale entrante de H. Au niveau

)
0

F1G. 1.8: Amalgamation maximale de H.

——
[N

des matrices d’incidence, on est passé d’une matrice 7 X 7 & une matrice 2 x 2. On est ainsi passé
d’un shift dont la représentation pouvait paraitre compliquée, & un shift conjugué beaucoup plus
simple a décrire.

1.2.3 Graphes pondérés

Définition 1.2.16 Un graphe pondéré G est la donnée d’un triplet (V,E,p) ot V est un
ensemble fini de sommets ou états, E est un ensemble fini d’arétes, et p est une application
de E dans X (X est un ensemble quelconque que l’on choisira suivant les cas) appelée fonction
de pondération. Le sommet initial de chaque aréte e de E est noté i(e), le sommet terminal
est noté t(e), et le poids de l'aréte e est noté p(e).



1.2 - Eclatement et amalgamation d’états 33

Notre but est simplement d’adapter 'opération d’amalgamation vu en 1.2 aux graphes pondérés.
On va donc donner une définition plus générale des amalgamations; on pourra voir les amalga-
mations sur des graphes non pondérés comme des amalgamations sur des graphes pondérés pour
lesquels la fonction de pondération est & valeur dans R et dont toutes les arétes sont de poids
1. On sort un petit peu du cadre des shifts méme si on peut facilement associer un graphe non
pondéré & tout graphe pondéré; ces définitions nous seront cependant utile par la suite.

Définition 1.2.17 Soit G = (V, E,p) un graphe pondéré et & une partition de V. & sera dite
acceptable si elle vérifie :
-VYPe P, P+#0,
- VP e 9,V31,32 e PVteV
- |081 mIt| = |OS2 N It|7
- Ve e X,|[{e € Oy, N1I;;p(e) = z}| = |[{e € Os, N I1;p(e) = x}].

Définition 1.2.18 Soit H = (Vy, Ex,pu) un graphe pondéré. Soit & = {P,,P,,...,P,} une
partition acceptable de Viy. Le graphe amalgamé (entrant) Hi» = G = (Vg, Eg,pc) formé
a partir de H selon & a p sommets; Vg = {1,2,...,p}. Si x et y sont deur sommets de
H, on note oy, l'ensemble des arétes Ep de sommet initial x et de sommet terminal y. On

note a;j = |J agy = {e1,e2,...,e,} ot x est un élément quelconque de P; et y parcourt P;.
yer
L’ensemble 3;; = { f1, fa,..., fm} des arétes de sommet initial i et de sommet final j dans G est
défini par
= 1Bi5] = laijl,

- V1 <k <|Bil, pa(fr) = pr(er)-

Pondération réelle

]R,* .
+

Remarque 1.2.19 L’égalité > pa(e) = Y. pu(e) découle directement de la définition d’a-
eeﬁij ecqy;
malgamation.

Définition 1.2.20 Soit G = (Vig, Eg, pc) un graphe pondéré, et Vg = {1,2,...,p}. On appelle
matrice d’incidence de G la matrice Mg définie pour tout 1 < i,5 < p par Mg(i,j) =

>, pale).

eGOiﬂIj

Soit H = (Vu, Er,pu) un graphe pondéré, Vi est de cardinal h et &2 = {P;, P»,...,P,}
est une partition acceptable de Vi. On pourra supposer, quitte & renommer les sommets, que
P1 = {11, 12, ey 1p1},P2 = {21,22, cee 72p2}7 oo ,Pp = {pl,pg, ce 7ppp}' G = (Vg,Eg,pg) est
lamalgamation de H suivant &2, et on note Vg = {1,2,...,p} ou j est amalgamation des
sommets de la partition P;. La matrice de division D de taille h x p est définie par

. 1 st k=7,
DG k) = { 0 sinon.

et la matrice des arétes E de taille p x h définie par

E(k,t)= Y pale)

EEOmet

ou z est un élément quelconque de P.
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Proposition 1.2.21 Soit G un graphe pondéré obtenu par amalgamation de H par une partition
P. Soient D et E les matrices de division et d’arétes associées o P2. Alors DE = My et
ED = Mg.

Preuve On utilise les notations données précédemment.

ED(s',s))= S E(s'1)

teEP;
=>(> pule)) avec X = O N I; o x est un élément quelconque de P,
ter ecX
= > pule) avec Y = O, N (J 1) ot x est un élément quelconque de P;
ecY ) ) teP;
= Mg(s',s?) d’aprés la remarque 1.2.19.

On en conclut que ED = M.

DE(sg,sfc): E(s7,sh)
= > pu(e) avec, pour u = sfk et x quelconque dans Pj, X = O, NI,
ecX )
= > pule) avec, pour t = s etu:sfc, Y=0,nNn1I,
ecY
:MH(Sg,Sgg).

Cela donne DE = My . [

En conclusion de ce paragraphe, on rappelle une propriété particuliérement pertinente sur le
produit de matrices.

Proposition 1.2.22 Soit A une matrice m x n et B une matrice n X m avec n > m. On note
Pap(X) le polynéome caractéristique de AB et Ppa(X) le polynome caractéristique de BA ; alors

Ppa(X) = (=X)" "™ Pap(X)

Preuve Pour cette preuve, si A est une matrice m X n, S un sous-ensemble de {1,...,m}, T
un sous-ensemble de {1,...,n}, on notera
- Ag la sous-matrice obtenue en ne gardant que les lignes de A dont lindice est dans S,
— AT la sous-matrice obtenue en ne gardant que les colonnes de A dont Uindice est dans T,
- AE la sous-matrice obtenue en ne gardant que les éléments de A dont l'indice de ligne est
dans S et l'indice de colonne est dans T ‘
De plus, pour i et j deuz entiers naturels, on note S 'ensemble des sous-ensembles a i éléments
de {1,2,...,5}.
La démonstration se fait a ['aide de la formule de Binet-Cauchy :

det(AB) = Y det(A®) x det(Bg)
sesn

ot det est lapplication determinant.
On remarque que dans le cas ot m > n, il n’y a aucun ensemble S convenable et le determinant
est O.
On peut adapter la formule o n’importe quel mineur principal de AB ou de BA. On suppose que
n > m. La remarque précédente assure que tous les mineurs d’ordre strictement supérieur a m
de BA (s’il y en a) seront tous nuls. Pour 1 < k < m, la somme des mineurs principaux d’ordre
k de AB est

S det(AsBS) = Y (% det(AL) x det(BS))
Sesm Sesm TeST

La somme des mineurs principauz d’ordre k de BA est
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S det(BrAT) = 5 (S det(Bf) x det(AF))

TeSy TESy Sesy

Inverser les signes sommes permet d’obtenir [’égalité. Le coefficient de X9 dans le polynome
caractéristique d’une matrice d’ordre p est obtenu en multipliant la somme des mineurs principaus
d’ordre p—q (siq#p) oul (si ¢ =p) par (=1)?; on obtient donc [’égalité proposée. O

Si G est un graphe pondéré obtenu par amalgamation ou éclatement dun graphe H, cette
propriété donne des informations trés précises sur les spectres de leurs matrices d’incidence.

1.2.4 Equivalence de shift

Ce paragraphe caractérise I’équivalence des shifts en termes de matrices. Les définitions et
résultats qui vont suivre sont dis a R. F. Willams ([24]).

Définition 1.2.23 Deux matrices carrés M, N a entrées dans IN sont dites shift-équivalentes
élémentaires s’il existe 2 matrices U et V a entrées dans N telle que M = UV et N =VU. M
et N peuvent étre de dimensions différentes.

M et N seront fortement shift-équivalentes s’il y a une chaine d’équivalences élémentaires
entre M et N.

Théoréme 1.2.24 Deux shifts de types de finis sont conjugués si et seulement si leurs matrices
sont fortement shift-équivalentes.

La démonstration de ce théoreme découle directement du théoréme 1.2.5 et des définitions de
matrice de division et de matrice d’arétes associées a chaque éclatement ou amalgamation.

1.3 Systéme dynamique

Les 3 sections suivantes sont librement inspirées de [5] et [23] (chapitres 1,2) alternativement.

Définition 1.3.1 Un systéme dynamique topologique est la donnée d’une application con-
tinue T : X — X ou X est un espace métrique compact.

Le systéme dynamique est dit minimal si X ne posséde pas de fermé invariant par T non trivial.
1l est uniquement ergodique s’il existe une unique mesure de probabilité borélienne sur X qui
est invariante par T.

Systéme dynamique symbolique

Soit A un alphabet fini, A* I’ensemble des mots finis sur A. On appelle mot infini bilatéral
tout élément w de A%. On écrit un tel mot en le pointant entre w_; et wg, par exemple w =
e W_gw_1.wow1 .. .. On note A~N" 'ensemble des mots infinis unilatéraux indicés par les entiers
strictement négatifs, et AN I’ensemble des mots infinis unilateraux indicés par les entiers positifs
ou nul. Les ensembles AM, pour IM = Z, IN, —IN* sont munis du produit des topologies discrétes
sur A, et forment des ensembles de Cantor. Ces topologies sont métrisables pour la distance
deéfinie pour tout (w;)ien 7# (v;)iem par

d((wi)iem; (vi)iem) = exp(—man{lil;i € M;w; # vi}).

On appelle B = {w.v;w € A* U ANy € A* U AN} I’ensemble de tous les mots pointés
pouvant étre construits a partir de A. Cet ensemble contient A% et s’injecte canoniquement dans
(AU {s})Z, ol s est un symbole supplémentaire, en complétant tout élément de B qui n’est pas
indicé par Z par le symbole s.
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On dit qu'une suite w,, d’éléments de B converge vers w € B si les images des w, par
I'injection canonique convergent dans (A U {s})? vers I'image de w. On remarque qu'une telle
définition est compatible avec la convergence dans AM | pour M = Z, IN, —IN*. En particulier une
suite (wy,), de mots finis dont la longueur tend vers U'infini et tels que w, est toujours un préfixe
(respectivement suffixe) de wy,1, converge vers un mot infini de AN (respectivement A=N").

On appelle cylindres les ensembles :

[WV] - {(wi)iEZ € AZ; W - W_1Wo - - - Wy |—1 = WV}

(lorsque W est vide, le cylindre est simplement noté [V]). Ils sont ouverts et fermés et forment
une base de la topologie de AZ.

On note S le décalage (shift) sur A%, qui & tout mot w = (w;);ez associe le mot S(w) =
(w;i11)iez- On appelle point S-périodique tout mot w de A% tel qu’il existe h > 1 avec S™(w) = w.
Le langage £(w) d’un mot infini w est ’ensemble de tous les mots finis qui apparaissent dans w.
Un élément de £(w) est appelé facteur de w.

Définition 1.3.2 On dit qu’un facteur u de £(w) est spécial a gauche (resp. a droite) s’il
eriste deuzx éléments distincts a et b de A tels que les mots au et bu (resp. ua et ub) sont encore
dans £(w). Un facteur est bispécial s’il est a la fois spécial 4 gauche et a droite.

Le systéme dynamique symbolique engendré par un mot infini bilatéral u est le couple
(Q(u), ), ou Qu) = {z € A%, £(x) C £(u)}. Notons que 'ensemble Q(u) est 'adhérence dans
A% de Vorbite de u sous I'action de S'; il est compact pour la topologie induite par celle de A%
et la restriction de S a Q(u), encore notée S, est un homéomorphisme. On remarque que (u)
est fini si et seulement si u est un point S-périodique.

On définit de méme un systéme dynamique unilatéral en se placant dans AN. Le décalage
S n’est alors plus injectif.

1.4 Substitutions

Définition 1.4.1 Une substitution est un morphisme o pour la concaténation du monoide
libre A*, qui envoie A sur A*\ {e}, et tel qu’il existe une lettre a de A verifiant 11141_1 lo™(a)| =
n—-+0oo

+00. La substitution se prolonge de maniére naturelle a ’ensemble des mots infinis de AZ par
concaténation :

o(...w_ow_1wowy ...)=...0(w_g)o(w-_1).0(wy)o(wy)...

Un mot u de A% est un point périodique de o s’il existe un entier k& > 1 tel que o*(u) = u
et s'il existe une lettre ¢ telle que tout facteur de u est facteur d’un itéré de o sur c.

La substitution est dite S-périodique s’il existe un point périodique de o qui soit également
S-périodique.

Une substitution est dite primitive s'il existe un entier naturel k tel que o*(a) contient
une occurrence de b pour tout couple (a,b) € A% . Si o est primitive, 'ensemble de ses points
périodiques est fini et non vide.

1.4.1 Abélianisé

Si o est une substitution primitive sur d lettres, on note M, la matrice d’incidence de o,
dont le coefficient (i, 7) est le nombre d’occurrences de la lettre i dans o(j).

Une matrice est dite primitive s’il existe une puissance de cette matrice dont les coefficients
sont tous strictement positifs. Une substitution est primitive si et seulement si sa matrice d’inci-
dence est primitive. Le théoréme de Perron-Frobenius implique que M, admet alors une valeur
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propre dominante simple, qui est réelle positive et un vecteur propre associé a cette valeur propre
a coefficients strictement positifs.
La substitution est dite unimodulaire si M, est de module 1.

1.4.2 Substitution de type Pisot

On dit qu’une substitution est de type Pisot si les valeurs propres de sa matrice d’incidence
sont non nulles, différentes de 1 et si seule la valeur propre dominante est de module strictement
supérieur a 1.

Propriétés 1.4.2 Soit o une substitution de type Pisot, M, sa matrice d’incidence de polynome
caractéristique X, ;

— o est primitive,

- XM, estirréductible sur @Q,

— aucun point five de o n’est S-périodique.

1.4.3 Systéme dynamique substitutif

Soit u un point périodique d’une substitution primitive, alors (u) ne dépend pas de u : on
le note Q, et (£2,.5) est appelé le systéme dynamique symbolique engendré par o. De méme
£(u) ne dépend pas de u, on le note alors £(£2). Si la substitution est primitive, le systéme (£2,.5)
est minimal : il ne posséde pas de fermé invariant par S non trivial. De plus, ce systéme est
uniquement ergodique (voir [22] chapitre V) ; w étant un mot quelconque de 2, 'unique mesure
de probabilité invariante p est définie sur tout cylindre [V] = {u € Q;uq ... ujy|—y =V} par

. 1
w(V]) = ngrfm o #{-—n <k <njwpwpy1- - Wppv-1 =V}

ol # désigne le cardinal.

Le systéme dynamique symbolique unilatéral (21, S) posséde des propriétés similaires,
si ce n'est que le décalage S n’est pas une bijection sur Q7. L'unique mesure de probabilité
invariante u est définie sur tout cylindre [V] = {u € QF;ug ... ujy -1 = V} par

. 1
u([V]) = lim - #{0 <k < njwpwpg1 - wpgv—1 =V}

n—-400

oll w est un mot quelconque de 2. On note que la projection canonique du systéme bilatéral sur
le systéme unilatéral est injective sauf sur un ensemble dénombrable ou elle est fini-a-un ([22],
théoréme V.21).

1.5 Automate et développement en préfixes-suffixes

1.5.1 Deésubstitution et développement en préfixes-suffixes

Soit ¢ une substitution primitive non S-périodique sur un alphabet de cardinal fini A et soit
(€2,5) le systéme symbolique engendré par o. La proposition suivante est assurée par un résultat
de [19].

Vw € Q,3v € Q,3dk € IN, v et k£ uniques;
w= S*(o(v)) et 0 <k < |o(vo)l.

Définitions 1.5.1 On appelle désubstitution ['application 0 : Q — Q) définie par

O(w) = v siw = S*(o(v)) avec 0 < k < |o(vg)].
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On note P ={(p,a,s) € A* x Ax A*;3Jb € A;0(b) = pas} et vy :Q — P lapplication définie
par

(W) = (p, w0, 5) si o((6(w))o) = proos et w = SPlo(B(w)).

Ces applications existent et sont continues pour les systémes bilatéres; il est montré dans [19]
que ce n’est pas toujours le cas pour les systémes unilatéres.

Définition 1.5.2 Soit T': Q — PN Uapplication continue définie par

L(w) = (v(0"(w)))iz0 = (pi, i, 8i)iz0-
La suite T'(w) est appelée développement en préfives-suffives de w.

Afin de comprendre un peu mieux ce développement, on fait les remarques suivantes.
Si I'w) = (pi, a;, i )i>o0 est le développement d’un élément w de €2, alors

ap = Wo et Vi > O, O’(G,H_l) = P;;S;.

Si les p; et s; ne sont pas tous vides & partir d'un certain rang, alors w est la limite de la suite
des mots finis suivants :

al(p;) ... o(p1)po-wosoo(sy) . ..ot (s;).

Si les préfixes ou les suffixes sont vides a partir d’un certains rang, la suite ne converge pas vers
un mot bi-infini. Le cas de ces suites sera réglé quelques lignes plus bas.

1.5.2 Automate des préfixes-suffixes

On définit 'automate A, associé & la substitution o par :

— A est 'ensemble des états; tous les états sont initiaux,

~ P est ’ensemble des étiquettes (ou couleurs),

— il existe une fleche entre les états a et b étiquetée par e = (p, a, s) si o(b) = pas.
Cet automate est fortement connexe si ¢ est primitive.

Remarque 1.5.3 On utilisera indifféremment les termes étiquettes et couleurs.

Définition 1.5.4 Un élément (e;)i>0 € PN est dit admissible s’il s’agit d’un mot infini reconnu
par lautomate des préfizes-suffizes. On note D Uensemble des éléments admissibles de PN.

Il est & noter que que D est un sous-shift de type de fini de PN, pour lequel les mots interdits
sont toutes les paires d’étiquettes qui ne se suivent pas dans ’automate.

Propriété 1.5.5 Pour tout (p;,a;, s;)o<i<k—1, suite de couleurs d’un chemin fini de l’automate

dont ay, est le dernier sommet, o¥(ay) = o* 1 (pr_1) ... o(p1)poaosoo(s1) ... " 1 (sx_1). Notam-

ment, soo(s1)...0" 1(sp_1) est un suffive de o¥(ay) et "1 (pr_1)...o(p1)po est un préfive de
k

o"(ay).
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(6,1,2)

(€1,112) /\\
(1,1,12) @ @i) (1,2,¢)
(11,1,2) \/

(111,2,¢)

Fic. 1.9: Automate des préfixes-suffixes pour o : 1 — 1112, 2 — 12.

1.5.3 Propriétés remarquables de I

On note )., I'ensemble des mots bi-infinis o-périodiques et Dyin, Dimae €t De les sous-
ensembles de D définis par :

~ Diin = {(pi, i, 8i)i>0 € D;Vi € N,p; = €}

— Doz = {(pi, a;, Si)iZO S D,V’L S IN, S; = 6}

— l)E = {(pi,ai,si)izo c D; (Hio € IN;Vi > io,pi = 6) ou (Hio S IN;Vi > io,si = 6)}

Théoréme 1.5.6 Les égalités suivantes sont vérifiées.
- F(Qper) = Dpin et F_l(Dmm) = Qper
- F(Sil(Qper)) = Diaz et Pil(Dmam) - Sil(Qper)

- I LEJZ S"(Qper)) = De et T7H(D,) = LEJZ S™(Qper)-

Théoréme 1.5.7 Si o est primitive et non S-périodique, 'application I" est continue surjective

de Q sur D. Elle est injective sur Q\ |J S™(Qper) et est donc injective en mesure. De plus, pour
nez

tout d de D, #(T~1({d})) < #(Qper) (# désigne le cardinal).

Soit o une substitution primitive et non S-périodique et u un mot de 2. On remarque que
tout sommet de 'automate posséde une unique aréte entrante dont le triplet associé a un préfixe
vide.

Propriété 1.5.8 Si (p;,a;,s;); est le développement de u en préfizes-suffizes, alors le développe-
ment de o(u) est (€,bo,10) (i, ai, Si)i 0u (€,bg,10) est l'unique triplet de préfize vide dont l'aréte
entre dans le sommet ag.

1.5.4 Développements et shiftés

Soit (p;, a;, si)ien le développement d’un mot u en préfixes-suffixes. Si (p;, a;, $;)ienw n’appar-
tient pas & Dyqz, on peut obtenir le développement en préfixes-suffixes de S(u) de la maniére
suivante :

— On note g le plus petit entier tel que s;, # €.

— Siip =0, le développement de S(u) est (py, agy, s()(pi, @i, Si)i>1 avec

~ Ppapsy = poaoso = o(a1),
bl = Ipol + 1.
— Siip > 0, le développement de S(u) est (¢, aj, 8;)i<io (P}, > @5, 85,) (Pis @iy 8i)i>io aVeC
- pgoa;OS;O = PigQigSip = U(aioJrl)a
- ‘péo‘ - ‘pio‘ +1,
- V0 <] <o, djs; = o))
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De méme, si (p;, a;, S;)icn est le développement d’un mot u en préfixes-suffixes et (p;, a;, 8;)ieN
n’appartient pas & Dy, on peut obtenir le développement en préfixes-suffixes de S~!(u) de la
maniére suivante :
— On note 7y le plus petit entier tel que p;, # e.
— Si g = 0, le développement de S~ (u) est (pf, af, sb) (pi, @i, $i)i>1 avec
~ Ppapsy = poaoso = o(a1),
= [pbl = lpo| — 1.
— Si dg > 0, le développement de S~1(u) est (p}, al, €)i<s, (D} iy 5, ) (D3 @iy 8i)i>iq AVEC
= D5, @5y Siy = PigGigSio = 0 (Aig+1),
= [Py = Ipig| = 1,
-V 0<j <o, pial = o(al,q).

1.6 Fractal de Rauzy

A tout mot u (fini) sur 'alphabet {1,2,...,d}, on associe un vecteur I(u) de R? appelé
abélianisé; la k-iéme coordonnée de ce vecteur est le nombre d’occurrences de la lettre k£ dans
U.

Définition 1.6.1 On dit qu’une substitution o sur un alphabet A satisfait la condition de forte
coincidence si pour tout paire (b1,by) € A2, il eviste un entier n > 0 et une lettre a € A tels

que a"(b1) = prasy, 0" (b2) = paasz, et l(p1) = l(p2).

Soit ¢ une substitution sur 'alphabet A = {1,2,...,d}. On suppose o unimodulaire, Pisot,
vérifiant la condition de forte coincidence et on appelle w € AN un point fixe (ou périodique) de
o. Pour tout n € IN, on note w™ le préfixe de w de longueur n. On note D la direction dilatante
et H ’hyperplan contractant ; pour toute lettre i de A, .%; est défini comme 'adhérence dans H
de I'ensemble des projections sur H parallelement & D des points —l(w(”)), ol n est un entier
> 0 tel que la premiére lettre de S™(w) est i. Le fractal de Rauzy .7 est défini par

7= %
€A
On note pg la restriction a .% de la mesure de Lebesgue sur H. On note que quels que soit

1<4,j <d, pz(F N Fj) =0.

Remarque 1.6.2 Si w se projette sur Uorigine de RY, la projection de S™(w) est effectivement
donnée par le projeté du point —I(w™).

Pour tout lettre 7, on note §(7) la projection de [(i) sur H parallelement & D. Le théoréme suivant
est démontré dans [6] et [23] (chapitre 3); on utilise les notations données précédemment.

Théoréme 1.6.3 Soit o une substitution (sur lalphabet A = {1,2,...,d}) unimodulaire, Pisot,
et vérifiant la condition de forte coincidence. Le systéme dynamique (2, S) engendré par o est
conjugué en mesure & ['échange de domaines défini (presque partout relativement & g ) par

T F - F
x€F — x—400).
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F1c. 1.10: Echange de domaines sur le fractal de Rauzy associé a o : a — ba, b — babac, ¢ — b.

Fia. 1.11: Echange de domaines sur le fractal de Rauzy associé a o : a — ¢, b +— bc, ¢ — cabbc.
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Chapitre 2

Arbres réels, groupes libres,
automorphismes

2.1 Définitions

2.1.1 Arbres réels

Définitions 2.1.1 Un arbre réel T' est un espace métrique ot deux points quelconques sont joints
par un unique arc, et cet arc est isométrique a un segment de R. On notera [s,t] 'arc joignant
sat.

L’ensemble R? muni de la distance d((s1,t1), (s2,t2)) = |s1 — s2| + [t1]| + |t2| est un arbre
réel. On peut le visualiser comme la droite (y = 0) sur laquelle est attachée en chaque point une
droite verticale. L’arc de (s1,%1) & (s2,t2) est la concaténation de l'arc vertical [(s1,%1), (s1,0)],
de ’arc horizontal [(s1,0), (s2,0)] et de [(s2,0), (s2,t2)].

Propriétés 2.1.2 Un arbre réel T est O-hyperbolique ; il vérifie les deux conditions équivalentes
sutvantes :

- pour tout x,y,z de T, [x,y] C [z,2] U [z,y],

— pour tout w,x,y,z de T, d(z, z) + d(y, w) < max{d(z,y) + d(z,w),d(z,w) + d(z,y)}.
Dans un arbre réel, un connexe est convexe. Toute partie connexe d’un arbre réel est connexe par
arc et simplement conneze.

Définitions 2.1.3 On appelle germe en un point t d’un arbre réel T une classe d’équivalence de
chemins isométriques p de [0,1(p)] dans T (I(p) étant la longueur de p), avec I(p) > 0 et p(0) =t
ot deuz chemin p et p' sont équivalents s’il existe un réel € strictement positif tel que, pour tout
x <e, p(x) =p' ().

Un point de branchement d’un arbre réel T est un point t tel qu’il y a au moins 8 germes
distincts issus de t.

On appelle point terminal un point dont est issu un unique germe.

Le degré d’un point est le nombre de germes issus de celui-ci.

2.1.2 Le groupe libre et son bord

Le paragraphe suivant est tiré de [12]; cet article présente également quelques définitions et
résultats sur les arbres réels munis d’une action du groupe libre par isométries.

On note F, le groupe libre de rang n > 2. Une base A étant fixé, on peut voir F,, = F(A)
comme I’ensemble des mots (finis) w = wy ... wg, (w; € AU A™L) réduits (w; # w;&l) ; ’élément
neutre est noté €. La loi du groupe est la concaténation-réduction.
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Le bord (de Gromov) OF, de F, peut étre vu comme ’ensemble 0F(A) des mots X =
xg...T... infinis & droite, réduits sur alphabet A U A~'. On munit A U A~! de la topolo-
gie discréte et (AU A~Y)N de la topologie produit. Le bord 9F, C (AU A~)N heérite de la
topologie induite : c’est un ensemble de Cantor. Le groupe libre agit (contintiment) sur son
bord par translations & gauche : si w = wg...wy € F(A),Y = yo...y;... € IF(A), alors
wY = wo. .. Wk—iYiy1---Yr... € OF(A) on yg...y; = w,;l...w,;_liﬂ est le plus long préfixe
commun & w ! et Y.

Remarque 2.1.4 Le groupe libre F,, et son bord OF, peuvent étre définis sans faire mention
d’une base A. Par exemple : F,, est le groupe fondamental d’un graphe de caractéristique d’Euler
n—1; le bord OF, est le bord du revétement universel (qui est un arbre) de ce graphe.

2.1.3 Action de groupe

On considére un arbre réel T muni d’une action & gauche par isométries du groupe libre Fj,.
Le stabilisateur Stab(z) d’un point = de T est le sous-groupe de F), dont les éléments fixent x. De
méme, le stabilisateur d'un arc [z,y] est le sous-groupe dont les éléments fixent tous les points
de [z,y].

L’action de F;, sur T est dite

— triviale & Jz € T; Stab(z) = F,,

— minimale < il n’y a pas de sous-arbre propre invariant par Fj,,

— libre < le stabilisateur de chaque point est trivial,

— a stabilisateurs d’arcs triviaux < le stabilisateur de chaque arc [z, y] est trivial,

— petite < aucun stabilisateur d’arc ne contient un groupe libre de rang 2,

— trés petite < petite, aucun élément non trivial de F), ne fixe de tripode (enveloppe convexe
de trois points) non dégénéré (posseéde un point dont le complémentaire a 3 composantes
connexes), aucun élément non trivial de F}, ne renverse un arc non dégénéré de T

— a orbites denses < il existe un point de T' dont 'orbite sous 'action de F;, est dense dans
T ; dans ce cas toutes les orbites sont denses.

Propriété 2.1.5 Sil’action est a orbites denses, les trois conditions suivantes sont équivalentes :
— laction est o stabilisateurs d’arcs triviaus,
— [’action est petite,
— laction est tres petite.

2.2 Automorphismes de groupes libres

Cette section est librement inspirée de [1].
On note Aut(F,) le groupe des automorphismes du groupe libre F,,. Si w est un élément de
F,, on note i, 'automorphisme défini pour tout élément g de F}, par i,(g) = wlgw : iy est
un automorphisme intérieur ou conjugaison. On note Inn(F,,) ’ensemble des conjugaisons
de Aut(F,) et Out(F,) = Aut(F,)/Inn(F,). Inn(F,) est 'ensemble des automorphismes
intérieurs, et Out(F,) est 'ensemble des automorphismes extérieurs.

Certains automorphismes nous intéresserons particuliérement : ’ensemble des automorphismes
positifs.

Définition 2.2.1 On dit qu’un élément ¢ de Aut(F,) est positif s’il existe une base A de F,
telle que le mot réduit ¢(a), quel que soit a de A, ne contient aucune lettre avec un erposant
négatif.

Un automorphisme positif sur F/(A) (le groupe libre de base A) est I’extension d’une substitution
sur A*.
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Définition 2.2.2 Une substitulion est inversible si elle s’étend en un automorphisme de groupe
libre.

Nous définissons également les automorphismes iwip (irreducible with irreducible power).

Définition 2.2.3 Un automorphisme ¢ de Aut(F),) est dit iwip si pour tout facteur libre (sous-
groupe de F,, engendré par un sous-ensemble d’une base de F,) F de F,, et pour tout entier
k € IN*, qﬁk(F) n’est pas un conjugué de F'. Un automorphisme extérieur ® est dit twip s’il existe
un automorphisme ¢ € ® iwip; dans ce cas, tous les éléments de ® sont iwip.

Une relation intéressante entre substitutions et automorphismes iwip est donnée ci-dessous.

Proposition 2.2.4 Soit o une substitution inversible.
— Si le polynome caractéristique de la matrice d’incidence de o est irréductible sur Z., alors
o s’étend en un automorphisme 1wip.
- Si o s’étend en un automorphisme iwip, alors o est primitive.

On note que la primitivité n’implique pas la propriété iwip.

2.2.1 Représentant train-track d’un automorphisme iwip
Graphes topologiques

Un graphe combinatoire G est la donnée d’un couple (V, E), ot V est un ensemble fini de
sommets, et E est un ensemble fini d’arétes ou arcs. Le sommet initial d'une aréte e est noté i(e)
et le sommet terminal est noté ¢(e). L’ensemble des sommets est supposé symétrique ; pour tout
aréte e, il existe une aréte inverse notée e~! telle que i(e) = t(e™!) et t(e) = i(e7!).

Le graphe topologique associé & un graphe combinatoire G est défini comme suit :

— pour toute paire {e,e”'} d’arétes inverses, on choisit un représentant canonique (une ori-

entation de l'aréte),

— pour tout représentant canonique e;, on définit le segment (espace topologique homéomor-

phe & un segment de R) I; = [a;, bj],

— on définit une relation d’équivalence sur V J[([]; I;) en prenant la fermeture transitive de

a; ~ vj si v; est le point initial de e; et b; ~ v; si v; est le point terminal de e;,

— le graphe topologique associé¢ a G est le quotient de V' H(]_[] I;) par la relation d’équiv-

alence, muni de la topologie quotient.

Dans un graphe topologique, un chemin est une immersion (une application localement
injective) d'un segment [a,b] (pour un chemin fini), de [0,4o00[ (pour un rayon), de R (pour
une ligne), ou d’un point (pour un chemin trivial). Cette définition implique qu’'un chemin est
automatiquement réduit.

Graphes marqués et représentants topologiques

La rose a n pétales, notée R, est le graphe constitué d’un unique sommet * et de n arétes
(de % a *). On identifie son groupe fondamental 71 (R,,, *) au groupe libre F,.

Une équivalence d’homotopie f : G — G’ entre deux graphes topologiques est une applica-
tion continue qui induit un isomorphisme entre les groupes fondamentaux de G et G', ¢’est-a-dire
une application continue telle qu’il existe g : G’ — G pour laquelle fog et go f sont homotopique-
ment équivalent a l'identité. Pour tout graphe topologique connexe, il existe un unique entier
n (le nombre cyclomatique de G, égal & 1 — x(G) ou x(G) est la caractéristique d’Euler de
G) tel qu’il existe une équivalence d’homotopie 7 : R, — G. Un graphe marqué est la donnée
d’un graphe G et de cette équivalence d’homotopie, appelée le marquage. En considérant que
7 induit l'identité entre 71 (R, *) et m1 (G, 7(x)), on identifie F,, avec 71 (G, T(x)).



46 Chapitre 2 - Arbres réels, groupes libres, automorphismes

Si G est un graphe de marquage 7 : R, — G, avec une équivalence d’homotopie f: G — G,
alors f induit un automorphisme de (G, 7(x)). Cet automorphisme est défini & composition
par conjugaison prés, puisque l'identification entre 71 (G, 7(x)) et 71 (G, f(7(*))) dépend du choix
d’un chemin de 7(x) & f(7(x)). f induit donc un automorphisme extérieur.

Définitions 2.2.5 Soit ® € Out(F),) un automorphisme extérieur. On appelle représentant
topologique de ©, une application f: G — G, ot G est un graphe marqué, telle que :

— limage d’un sommel est un sommet,

~ Uimage d’un arc est un chemin (réduit) de G,

— [ induit ® sur F,, ~ m1(G,7(x)) (en particulier, f est une équivalence d’homotopie).

Train-track

Si f est un représentant topologique, I'image d’un arc est un chemin, mais I'image d’un
chemin n’est pas nécessairement un chemin (des annulations peuvent avoir lieu). On définit donc
les applications train-track.

Définition 2.2.6 Une application train-track est un représentant topologique f: G — G d’un
automorphisme de groupe libre tel que :

- G n’a pas de sommet de valence 1 ou 2,

— pour tout arc e et tout n, f™(e) est un chemin de G.

Alinsi, itérer f sur un arc ne produira pas d’annulations.
Une définition alternative peut étre trouvée dans [3].

Définition 2.2.7 f : G — G est une application train-track s’il existe un ensemble L de paires
de germes distincts de segments initiauz d’arcs de G tels que

— les germes d’une paire partent du méme sommet de G,

— L est fermé sous [’action de f,

— pour tout arc e de G, les paires de germes croisées par f(e) sont dans L.

Définitions 2.2.8 Les éléments de L sont appelés tournants légauz, et les paires de germes
n’appartenant pas a L sont les tournants illégaux.

Un chemin « est dit légal s’il ne croise que des tournants légauz, ou, alternativement, si pour
tout n € IN, f™(«) est un chemin. Il est dit illégal sinon.

On note que tout automorphisme positif peut étre représenté par un train-track sur la rose
R,,. Dans [4], M. Bestvina et M. Handel montre le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.9 Tout automorphisme extérieur iwip ® € Out(F),) admet une application train-
track f: G — G comme représentant topologique.

Une méthode de construction est également donnée dans [4].

Matrices d’incidence, coefficient de dilatation

Soit f : G — G un représentant topologique d’un automorphisme extérieur ®, et soient
e, el_l, ... €p, e;l les arcs de G. La matrice d’incidence My associée a f est la matrice p x p dont
le coefficient (,j) est donné par le nombre de fois que f(e;) croise e; ou e; 1 Un représentant
topologique est primitif si et seulement si sa matrice d’incidence est primitive; dans ce cas, le
théoreme de Perron-Frobenius donne une valeur propre réelle dominante Ay > 1.
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Propriété 2.2.10 Si f : G — G est un représentant train-track, on peut associer des longueurs
aur arcs de G, de maniére & ce que f étende uniformément la longueur de chaque chemin légal
par un facteur constant \y. Ay est la valeur propre de Perron-Frobenius de la matrice d’incidence
associée a f, et les longueurs des arcs de G sont données par son vecteur propre (4 gauche) positif
(unique a coefficient multiplicateur pres).

Le théoréme suivant pourra étre trouvé dans [4].

Théoréme 2.2.11 Si & € Out(F,) est iwip, alors il existe un représentant topologique primitif
f de ® dont la valeur propre de Perron-Frobenius est minimale (inférieure ou égale a celle des
autres représentants topologiques). f est alors train-track.

Cette valeur propre minimale sera notée A\¢ et est appelée coefficient de dilatation de .

La proposition suivante donne une condition suffisante pour vérifier qu'un automorphisme ¢
de F,, est iwip. On note MJ (resp. M(;) la matrice n x n dont le coefficient (i, j) est donné par le
nombre d’occurrences de a; (resp. a;l) dans ¢(a;), et Ag = MJ — M, . La proposition suivante
est démontrée dans [1] (proposition 2.11).

Proposition 2.2.12 Sile polyndéme caractéristique de Ay est irréductible sur 7, alors ¢ est 1wip.

Chemin de Nielsen

Soit f : G — G un représentant topologique train-track d’un automorphisme ¢ € Out(F},).
Un chemin p de G est un chemin de Nielsen si f*(p) # p et [f*(p)] = p pour un certain k € N.
[f%(p)] est 1a réduction relativement aux points terminaux de f*(p). Tout chemin de Nielsen est la
concaténation de chemins de Nielsen indivisibles ou iNp. Un iNp posséde exactement un tournant
illégal. Un représentant train-track n’a qu’un nombre fini d’iNp, et peut étre ré-arranger pour en
avoir au maximum 1.

2.3 Arbre invariant d’un automorphisme
Le théoréme suivant est énoncé dans [10] et [15].

Théoréme 2.3.1 Pour tout automorphisme a du groupe libre F', il existe un arbre réel T' tel que
— laction de F sur T est non-triviale, minimale, les stabilisateurs d’arcs sont triviaur,
— il existe \ et une homothétie H : T — T de facteur X telle que
a(w)H=Hw:T —T
pour tout w € F,
- s1 A > 1, laction est a orbites denses,
- siind(a) > 0, alors H a au moins un point fize dans T .

ind(«) désigne 'indice de "automorphisme; il est défini par
ind(e) = Rk(Fiz(a)) + 3a(a) — 1,

ou Fiz(a) ={g € F;a(g) = g} et a(a) est le nombre de classes d’équivalence de points fixes (de
OF) attractifs (au sens topologique) de v et X7 et X9 sont dits équivalents §'il existe g € Fiz(«)
tel que Xy = gX;.

On donne une construction dans le cas ot a est un automorphisme iwip dont le coefficient
de dilatation est > 1. On note ® la classe extérieure de o. ® admet un représentant topologique
train-track hg sur un graphe G. On note e, efl, ... €ep, e;l les arcs de G. La matrice d’incidence
M}, a une valeur propre dominante \p, (supposée > 1) et il existe un unique (& homothétie
prés) vecteur propre (a gauche) v strictement positif associé & Ap,. On donne a chaque arc e; la
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longueur v(i). On fait du revétement universel G de G un arbre réel en relevant la métrique de
G et on note dy la distance induite sur G ; F agit par isométries sur G. On reléve Iapplication
hg en une application h : G — G qui vérifie

a(w)h = hw

quel que soit w € F'; on a do(h(z), h(y)) < Anydo(z,y). Pour tout n € IN, on définit la pseudo-
distance d,, sur G par
do(h" (), h" (y))
Ao '
La pseudo-distance doo = lim d,, vérifie doo(x,y) < do(z,y) et doo(h(x), h(y)) = Apydoc(, y).

n—oo

dn(z,y) =

Remarque 2.3.2 On se permeltra de dire qu’un chemin de G est légal s’il est le relevé d’un
chemin légal de G.

La propriété suivante nous sera tres utile et se déduit facilement de la propriété 2.2.10.

Propriété 2.3.3 Si o = [x,y] est un chemin légal de G, alors la suite (dy(x,y))r est constante ;
doo(x’ y) = dO('Ia y)

On définit finalement 'espace métrique (7,d), ot T = G / ~ avec x ~ y si et seulement si
doo(z,y) = 0. G est un arbre arbre réel, et il est en particulier 0-hyperbolique ; par définition
de do, T est encore 0-hyperbolique. De plus, puisque do, < dp, alors la surjection naturelle de
G dans T est continue et T est connexe par arcs. Enfin, I'application H induite par h est une
homothétie de rapport Ay,. T et H vérifient les propriétés du théoreme 2.3.1 et on dit que 7" est
un arbre invariant de a.

2.3.1 Application @)

Soit T un arbre réel ; F' agit par isométries sur 1" et 'action est minimale, & orbites denses, et
a des stabilisateurs d’arcs triviaux. Dans [14], G. Levitt et M. Lustig définissent une application
Q équivariante et surjective de OF dans T U 9T (ou T est la complétion métrique de T et OT
son bord de Gromov).

Définition 2.3.4 Pour tout X € OF, pour toute suite (X,), de points de F' qui converge vers
X, et pour tout point P de T, on a dans T U OT :

P,QX) = NP xP.

nelNi>n

Cette application vérifie notamment la propriété suivante.

Propriété 2.3.5 Soit X € OF ; pour tout Z de T, si la suite (X,), de F tend vers X (lorsque
n — +o0o) et si la suite (X,Z), converge (lorsque n — -+oc) vers un point R de T, alors

R=Q(X).

En revanche, la suite (X,,Z), ne converge pas pour toute suite (X,), — X.



Chapitre 3

Points fixes et automates des
préfixes-suffixes

On munit le groupe libre Fy d’une base quelconque. Aut(Fy) est le groupe des automorphismes
du groupe libre Fy. Si w est un élément de F};, on note i,, 'automorphisme défini pour tout élément
g de Fy par i,(g) = wlgw : i, est un automorphisme intérieur ou conjugaison. On note
Inn(Fy) ensemble des conjugaisons de Aut(Fy) et Out(Fy) = Aut(Fy)/Inn(Fy). Inn(Fy) est
I’ensemble des automorphismes intérieurs, et Out(Fy) est ’ensemble des automorphismes
extérieurs.

Définitions 3.0.6 On dit que deuz automorphismes « et 3 représentent le méme automorphisme
extérieur s’il existe w € Fy tel que B = iy 0 a. « et B sont dits stmilaires s’il existe un mot v
de Fy tel que B =i, 0a o (i), ou de maniére équivalente si w = a(v=)v.

Pour tout o € Aut(Fy), on note Fiz(a) = {g € Fyg;a(g) = g}. On s’intéresse aux mots X de 0F}
fixe par «, et plus particuliérement aux mots fixes attractifs ( lirf aP(X") = X, pour tout X'
p—-+oo

dans un certain voisinage de X). On dit que deux mots fixes X1, Xo de OF,; sont équivalents s’il
existe un élément g de Fiz(a) tel que X2 = ¢X;. On note a(a) le nombre de classes d’équivalence
de mots fixes attractifs. Le théoréme suivant est énoncé dans [10] (théoreme 17).

Théoréme 3.0.7 Soient ay, ..., des automorphismes de Aut(Fy) représentant le méme au-
tomorphisme extérieur et appartenant a des classes de similarité distinctes. Alors

k

S (rk(Fiz(as)) + %a(ag D <n-1.
=0

On choisit une substitution ¢ primitive inversible sur un alphabet A, et on note encore o
l'automorphisme de groupe libre F'(A) = F; muni de la base A. (2,.5) est le systéme dynamique
(sur les mots bi-infinis) engendré par o. Pour tout mot v = (uy)nez de © on note u = u~.u™,
ol u~ est un mot infini & gauche tel que pour tout n € —IN*, u,, = u,, et u™ est un mot infini &
droite tel que pour tout n € N, u,” = u,.

Définition 3.0.8 Siu=u".u", on dit que u~ est le passé de u et que u™ est son futur.

Enfin, si 4~ = ...u_, ... u_yu_,, on note (u™)"t = vvy...vg... ol pour tout n € IN*, v, =

(uz,) "

Définition 3.0.9 On dit d’'un mot w = wow; ... w, de Fyg = F(A) qu’il est pur positif si toute
lettre w;, 0 < i <mn de w est un élément de A. Il est pur négatif si toute lettre est un élément
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de A=1. De méme, un mot w de OF; = OF(A) est pur positif si pour tout i € N, w; € A et il
est pur négatif si pour tout i € N, w; € A~1.

Le mot (u~)~! est un élément pur négatif de IF}.

Soit oy un automorphisme représentant le méme automorphisme extérieur que o. Si u € €
est fixe (attractif) par og, alors u™ et (u~)~! sont fixes (attractifs) par og. Le théoréme précédent
justifie ’étude des mots de 2 qui sont fixe par gg. On remarque cependant que si u est le seul
mot de 2 fixe par og, alors il n’apparait pas dans le décompte des points fixes.

Définition 3.0.10 On appelera point fixe (en opposition a mot five) un n-uplet, avec n >
2, (u(l),...,u(")) de mots fizes (par un automorphisme représentant le méme automorphisme
extérieur que o) de Q vérifiants soit

— pour tout 1 <1 <mn et pour tout k € —IN*, ul(j) = u,(gl),

— les ugi) (premiéres lettres des futurs des u(i)) sont deuz a deuz distincts,

— tout mot v € Q, v # u® quel que soit 1 < i < n, tel que v, = ul(j) pour tout k < 0 vérifie
(4)

nécessairement vo = ug’ pour un certain 1 <i < n.

soit
— pour tout 1 <1 <mn et pour tout k € IN, u,(f) = u,il),
— les u(_l)l (dernieres lettres des passés des uV)) sont deuz & deus distincts,
— tout mot v € Q, v # u quel que soit 1 < i < n, tel que v, = ul(j) pour tout k > 0 vérifie
nécessairement v_1 = u@l pour un certain 1 <i < n.
Remarque 3.0.11 Soient (u(), ... u™) un point fize par iy, o o et (v, ... 0™ un point
fize par iy o o, Sl existe i et j tels que uD et v sont sur la méme orbite, alors iy o o® et

iy © 0" sont dans la méme classe de similarité et réciproquement.

Dans le cas qui nous intéresse (substitutions primitives inversibles), le théoréme 3.0.7 peut
étre reformulé ; 'avantage de cette reformulation est qu’on ne se souciera ni du groupe fixe, ni
des classes d’équivalence de mots fixes, ni des classes de similarités des automorphismes.

Proposition 3.0.12 Si (uXY, ... uD) (w02 w22 (w2 ueP)) sont des points

fizes distincts, alors > (n;—1) <2n —2.
1<i<p

3.1 Le cas des automorphismes positifs

On va se servir de 'automate des préfixes-suffixes comme moyen de caractérisation de ces
points fixes. Avant d’expliquer son role, on donne quelques propriétés nous permettant de passer
facilement du monde des substitutions a celui des automorphismes de groupes libres et inverse-
ment. On se permettra de passer du vocabulaire des substitutions a celui des automorphismes
suivant ce dont nous avons besoin. On choisit une substitution primitive inversible o sur un
alphabet A (de cardinal d) et on note (2, 5) le systéme dynamique (sur les mots bi-infinis) en-
gendré. F; = F(A) est le groupe libre de base A. On note de plus Q% la projection de © sur AN
et O la projection de Q sur A™N"; I'inverse de tout mot de 2~ est un mot pur négatif de OFy.

1

Remarque 3.1.1 Siu = u".ut est un élément de Q fize par i, o 0¥, alors u™ et (u™)~' sont

des mots de OFy fizes par iy, o o® et réciproquement.

Proposition 3.1.2 Siu = u".ut est un élément de Q fize par i, o o®, pour un certain w € Fy,
w # ¢, et k € N*, alors w est pur.
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Preuve Siu est fize pari,oo®, alors ut = w™loF(ut) et wut = oF(uT). ut étant un élément
de QF, o¥(u™) et la réduction de wu™ le sont également. En considérant w réduit, il y a trois
possibilités :

— w est pur positif,

— w est pur négatif (dans ce cas w! est un préfive de ut),

- W = wpwy, avec w, pur positif et wy, pur négatif.
De méme, u~ = o*(u")w et la réduction u~w™" est un élément de Q~. On a G nouveau trois
possibilités :

— w™! est pur positif,

— w™ ! est pur négatif (dans ce cas w est un suffive de u™),

—w Tl = wq_lwfnl avec wq_1 pur négatif et w b pur positif.
La derniere possibilité donne w = wn,w, avec wy, pur négatif et w, pur positif, ce qui est en
contradiction avec l’égalité w = wpwy,, ot wy est pur positif et wy, est pur négatif. O]

On insiste sur une propriété apparue pendant la preuve. Si w est pur positif, alors la réduction
v~ de u”w™! est un mot de Q7 ; si w est pur négatif, alors la réduction v+ de wut est un mot
de QF. On se place toujours dans le cas ott u = u~.u" est un mot de € fixe par i, o o, avec
w e Fyet w#e.

Proposition 3.1.3 Soit u = u~.u™ un mot de Q fize par i, o o

, avec w € Fy et w # €.

- (1) Siw est pur positif, alors u est fize par Slwlo ok - siw est pur négatif, alors u est fize
par S~Ivl o gk,

~ (2) Réciproquement, si o € IN*, et u est fivze par S® o o, alors u est five par iy, o o¥, avec
w pur positif et |w| = o ; si o € —IN*, et u est fize par S® o o, alors u est five par i, oo",
avec w pur négatif et jw| = —a.

~ (3) De plus, siu est fize par Sl oc®, alors w est un suffize de u™ et un préfize de o*(ut) ;
si u est fize par S71l o ok alors w™ est un préfive de ut et un suffize de oF(u™).

Preuve (1) Siu est fize par iy, 0 0%, avec w € Fy, w # ¢ et w pur positif, alors o*(u™.ut) =
uw"wawut ; si v est la réduction de v w™!, le mot v .wuT est un élément de Q. On a ainsi
1

Slvlo gk (u=ut) = v waut avee v-w =u"ww=u".

k 1

Siu est fize par iy,oo®, avec w € Fy, w # € et w pur négatif, alors o* (v~ u") = v~ w Lwut ;
si vt est la réduction de wu't, le mot u"w vt est un élément de Q. On a ainsi S~V o
oF(u=ut) = u"w vt avee wlvt = wlwut = ut.

(2) Si S® oo (u) = u et a € IN*, on note w le préfive de o*(ut) de longueur o, et on a
w ek (ut) = ut et o (u")w =u".

Si 8o c¥(u) = u et a € —IN*, on note w™! le suffize de o*(u™) de longueur |a|, et on a
oF(u)w =u" et w ok (ut) = ut.

La propriété (3) est évidente. [

La propriété suivante se vérifie facilement et est la base de I’étude qui va suivre.

Propriété 3.1.4 Soient u et v deuz mots de Q fizes par un automorphisme commun iy, o o*. Si
w est pur positif, alors u et v ont un passé commun qui peut s’écrire
o™ (w) . o (w)o (w)w.

St w est pur négatif, alors u et v ont un futur commun qui peut s’écrire

w e (w™) . o™ (w) L
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3.2 Propriétés de 'automate des préfixes-suffixes

L’automate des préfixes-suffixes va étre notre principal outil de recherche de points fixes. On
commence par montrer que toute substitution primitive inversible est non S-péridodique; on
pourra ainsi appliquer le théoréme 1.5.7 (page 39) et la propriété 1.5.8.

Proposition 3.2.1 Si o est une substitution primitive inversible, alors o est non S-périodique.

Preuve Par l'absurde. o est une substitution primitive inversible S-périodique sur un alphabet
A, et on suppose que u™ est un mot de Q" fize par o (on pourra choisir une puissance de o s’il n'y
en a pas). uT est périodique de période p, avec |p| > 0 ; par primitivité, p contient toutes les lettres
de A. ut est five par o inversible et vt = pu™ ; on en déduit que o~ (put) = o (p)uT = ut.
Il existe donc un entier z de Z tel que o~ (p) = p*, ou encore p = o (p?).

Si z <0, p* est pur négatif et o(p®) aussi (par définition des substitutions), tandis que p est
pur positif.

Siz=0, o(p*) =o(€) =¢, ce qui contredit |p| > 0.

Siz >0, |p?| > |p|. Par définition des substitutions, il existe a € A tel que |o(a)| > 1. Puisque
p contient toutes les lettres de A, on en déduit que |o(p?)| > |p|. O

Corollaire 3.2.2 Soit 0 une substitution primitive inversible et ut un mot de QF. Si u™ est
fize par les automorphismes o1 = iy, © okt et oy = Ty © O'k2, alors o1 et o9 sont des puissances
d’un automorphisme g = iy, © ko qui fize ut. Notamment, si ki = ks, alors wi = ws.

Preuve Si ut est five par oy et o9, alors il eviste w) et wh tels que (w)) toFk2(ut) =
(wh)“Lo*k2(uT) = wT. La proposition précédente mous permet de conclure que w) = wh. On
suppose que ko est lentier le plus petit tel que og = iy, o 0* fize ut. Si ky = mky + h avec
0 < h<ky,m>0, alors on a

(w1) Lol (o™ (ut)) = w;lah(zﬁ') =u'.

L’automorphisme iy, o o fire ut est ko nest plus un minimum. On en déduit que ki est un
multiple de kg, et le méme raisonnement peut se faire sur oo. [

On dispose donc d’une substitution primitive inversible et de son automate des préfixes-
suffixes. On se reportera & la section 1.5 (page 37) pour les notations concernant l'automate
et pour la définition de ’application I'. On a vu que l'application S peut s’appliquer sur un
développement en préfixes-suffixes si la suite des suffixes n’est pas constante égale & €; de méme
on peut appliquer S~! si la suite des préfixes n’est pas constante égale a e. Ce probléme nous
oblige & prendre certaines précautions. Comme précédemment, on note €2, I’ensemble des mots
o-périodiques de Q.

Proposition 3.2.3 Soit v € Q fize par i, o o, Pour w # €, les implications

—w pur positif == u ¢ |J S™"(Qper),
nelN
—w pur négatif =u ¢ U S"(Qper)
ne—IN*
sont vérifiées.

Preuve On montre la deuzieme implication par contraposition ; le méme raisonnement pourra
étre fait pour lautre. Soit v un mot de Qper et vt sa projection sur QF ; on suppose que vt =
o (v?t) et que ut = pvT avec p pur positif et |p| > 0. On a alors o™ (ut) = o (p)vt. o
étant une substitution primitive, Uinégalité |o*"(p)| > |p| (on pourra éventuellement prendre un
multiple de h) est vérifice. ut est fize par iy, o okt et on déduit de ce qui précede que wo est pur
positif. Finalement, w est pur positif. O
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Théoréme 3.2.4 Siu est un mot de Q fize par un automorphisme i,oo®, alors le développement
['(u) est ultimement périodique de période < k.

Preuve On suppose que I'(u) = (pi, a;, si)i>0 et on en déduit que
F(Uk(u)) = (& aé, Sg)z’gkq(psz, Qs Simk )izk-
On suppose w pur positif; u est fize par S oo et u ¢ J S™(Qper). On peut donc appliquer
nelN

S=1wl g w s seuls les g (ou ig est un entier que [’on pourra supposer > k) premiers termes du
développement de u vont étre modifiés par application de S~!, et on a

DS w)) = (g, bi, ri)icio—1 (i @iy 50)izig
= T(o*(u))
= (67 GQ, Sé)igkq(psz, i, Szek)izk-
Siw est pur négatif, alors u est five par S~look etu ¢ |J  S™(Uer), et le méme raisonnement

ne—IN*
nous permet de conclure. [

On g’interroge maintenant sur la validité de la réciproque. I' est 'application associée a la
substitution o qui engendre le systéme dynamique (Q,S). Pour tout & € IN*, ¢* engendre le
méme systéme dynamique, et on peut définir une application Ty (k > 1), qui & tout mot de
associe une suite de couleurs de Pautomate des préfixes-suffixes associé a o”.

Propriété 3.2.5 SiI'(u) = (pi, s, 8i)i>0, alors T'y(u) = (g;,b5,75);>0 avec, pour tout j > 0,
_ q_] — Uk_l(pjk-i—(k—l)) e O-(p]k‘-l-l)p]k‘}
_ b] = a/kj;
~ 1 = 5ik0(Sjkg1) - O (S s (hm1))-

Remarque 3.2.6 Si I'(u) est un développement ultimement périodique de période < k, alors
Tk (u) est un développement ultimement constant.

Par la suite, et notamment dans le théoréme qui suit, on considérera plutot des développements
ultimement constants. On utilisera le symbole * & la fin d’'un développement en préfixes-suffixes
pour signifier que le dernier terme est répété a l'infini. Une éventuelle récurrence permettra de
vérifier la propriété suivante, qui nous sera bien utile.

Propriété 3.2.7 Si'(u) = (pi, ai, si)i>0, alors
— pour tout n tel que s, # €, le mot v = apspo(sy)...o Sp_1) est un préfire de u™ et
vériﬁe F(SM (u)) - (67 bia ri)0§i<n(Qna bna rn)(ph aq, 3i)i>n avec 4n = Pnln,
~ pour tout n tel que p, # €, le mot v = 0" (pp_1)...0(p1)po est un suffize de u™ et vérifie
F(Si(‘v‘Jrl) (u)) = (Qi7 bia 6)0§i<n(Qna bna rn)(ph aq, 3i)i>n avec ann = Pn-

n—l(

On peut finalement énoncer le théoréme réciproque au théoréme 3.2.4.

Théoréme 3.2.8 o est une substitution primitive inversible qui engendre (2,S), T' est la fonc-
tion préfizes-suffizes associée, et u est un élément de Q vérifiant I'(u) = (pi, a;, $i)o<i<n (D, @, 8)*
avec n >0 et (pp—1,an-1,8n-1) # (p,a,s).

Sip=pp_1an_12, avec z pur positif ou z = €, alors u est five par ['automorphisme i, o o pour

nfl( nfl(

w = o(ag)o(sg)o?(s1)...0

$n—2)0"(2)0"" (pn-1) ... a(p1)po.

Sin =1, on a simplement z = o(ag)o(z)po.
St pn_1 = paz, avec z pur positif ou z = €, alors u est fize par ['automorphisme i,, o o pour

w = [a0500(51)02(52) . 0”71(Sn,l)an(z)anfl(pn,Q) ... 02(p1)0’(p0)]71.
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Sin =1, on a simplement w = [agsoo(z)o(po)] L.
Enfin, si I'(u) = (p, a, s)*, alors u est fize par i, o o.

Remarque 3.2.9 On rappelle que pour tout développement (p;, a;, $;)i>0, et pour tout i > 0, on
a l'égalité o(a;+1) = pia;s;. Dans le cas du développement de u, o(a) = pas = pp—1Gp—15p—1-
De plus, par primitivité, pas # a. On en déduit que seuls les cas considérés dans [’énoncé du
théoréeme sont possibles.

Preuve uw € Q, u=u"u" et I'(c(u)) = (& bo,70)(pi, @i, $i)o<i<n(p,a, s)* avec byrg = o (ay).

Sip = pp_1an_1%, avec z pur positif ou z = €, on cherche un préfive w de (o(u))* (cf.
proposition 3.1.8 (3)) tel que T'(S"log(u)) = I'(u) (application de S ne posera pas de probleme
d’apres 3.2.3). On va décomposer w en trois. Le mot w®) = o(ag)o(s0)o?(s1)...0"  (sn_2) est
préfize de (o(u))™ d’apres le développement de o(u). De plus,

F(S|w(0)‘ o U(u)) - (67 b;7 T2)0§i<n(Qn7 bn, Tn)(p7 a, S)* AUEC gn = Pn—10n—1-
wh) = 6™(2) est préfive de (Sl o o(u))* et

P(S\w(o)w(l)‘ oo(u)) = (&b, 7 o<icn(p, a, s)*.

A

nfl( S\w(o)w(l)\ o

Il ne reste plus qu’a définir w? = ¢ Pn—1)-..0(p1)po, qui est bien préfize de (
o(u))t (d’aprés la remarque 3.2.9). Le mot w = wODwMw®) vérifie
(Sl o o(u)) = T(u).

Si pn—1 = paz, avec z pur positif ou z = €, on va chercher un mot w, tel que w est un
préfize de ut (cf. proposition 3.1.3 (3)) et T(o(u)) = T'(S1®I(u)) (possible par 3.2.8). On va encore
décomposer w en trois pour voir plus clairement ce qu’il se passe au niveau des développements en
préfizes-suffives. Le développement de u donne immédiatement w(®) = agsoo(s1)...0" Ysp_1)
comme préfive de u™. De plus,

F(Slw(0)|(u)) = (6, b;,r;)0§i<n(Qn, bn,""n)(p, a, 5)* avee gn = pa.
wl) = o"(z) est préfize de (S|w(0)‘(u))+ et
DS (w)) = (e, )o<icn (Pr-1, an-1, $n-1)(D, a, 5)*.

Il ne reste plus qu’a définir w® = 6" (p,_s)...0%(p1)o(po), qui est bien préfize de (S‘q““(o)w(l)‘(u))+
(d’apres la remarque 3.2.9). Le mot w™' = wOwWw® vérifie

L(8"I(u)) = T(o(w)).

Enfin, si T(u) = (p,a,s)x, alors T'(c(u)) = (e,b,7)(p, a, s)x avec o(a) = pas = br et I'(SIPl o
o(u)) = (p,a,s)x. O

[’expression de w donnée par ce théoréme pourra étre pratique lorsqu’on étudie des exemples.

3.3 Reconnaissance de points fixes

o est toujours une substitution primitive inversible qui engendre (€2, S). On choisira o (quitte
a prendre une puissance) de maniére a ce que u et v soient deux mots de € dont le développement
en préfixes-suffixes est ultimement constant et tel que w est fixe par i,,, oo et v est fixe par iy, 00o.
Les mots u et v forment alors un point fixe (c’est-a-dire qu'ils correspondent sur leurs passés ou
sur leurs futurs) si et seulement si w; = ws. Les expressions données par le théoréme 3.2.8
sont utiles dans certains cas, mais comparer deux expressions différentes devient rapidement
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compliqué. Dans cette section, on donne des expressions bien plus exploitables de wy et wo, et
on en déduit une méthode de recherche de points fixes.

La proposition qui suit a un double intérét. Le premier est de caractériser deux mots de €2 qui
sont sur la méme orbite ; le second est d’introduire les développements constants (pas seulement
ultimement constant) qui seront essentiels par la suite.

Proposition 3.3.1 Si I'(u) = (pi, a;, Si)o<i<n(p, a, 8)* (n > 0), alors il existe un unique j € Z
tel que T(S?(u)) = (p,a, s)*.

(n) (n)

Preuve On note I'(u) = (p; ', q; s

,8; )o<i<n(p,a,s)x et j, = 0. Par récurrence descendente,

pour tout 1 < k <n, si ['(S7(u)) = (pz(k),ag’“), sgk))ogkk(p, a, s)*, la propriété 3.2.7 nous permet
d’obtenir un entier j._1 vérifiant T'(S7+1(u)) = (pz(k*l), az(k*l), sgkfl))ogKk,l(p,a, s)x (sik>1)
et un entier jo = j tel que I'(S7(u)) = (p,a,s)x (si k = 1). L'unicité est immédiate d’aprés la

non S-périodicité de o, et donc de w. [

Corollaire 3.3.2 Si I'(u) = (ps, ai, $i)o<i<n(p, a, $)* et T'(v) = (¢, bi, i) o<i<m (P, a, $)*, alors il
existe un unique j entier tel que I'(S7(u)) = I'(v).

De plus, si I'(u) = (pi, ai, $i)o<i<n(p, a, s)x et I'(v) = (¢, bi,i)o<icm(q, b, 7)*, avec (p,a,s) #
(q,b,7), alors u et v ne peuvent étre sur la méme orbite que si (et ce n'est pas suffisant) p =r =€
ous=q=ce.

Pour tout élément u de € dont le développement en préfixes-suffixes est ultimement constant,
on va maintenant donner une nouvelle caractérisation du mot w pour lequel i,, o o(u) = w.

Définition 3.3.3 Soient v_ et v les applications de Fy dans Fy définies, pour tout mot (réduit)
U= VU] ... Vp_1Vp, PAT

— y-(v) = o(vp)vovr ... Up_1,

— v+ (v) =v1...vp_10p0(vg).

Théoréme 3.3.4 On suppose que I'(u) = (pi, ai, $i)o<i<n (P, @, $)*.
- 1D = Pp—1an_12, pour un certain z pur positif ou égal a4 €, alors w =" (p) ot j es
1 S t . t , l N l ] < . t
lunique entier décrit dans la proposition 3.3.1. A
- I Pn—1 = paz, pour un certain z pur positif ou égal 4 €, alors w™" =, (s) ot j es
2) Si tai tif ou égal a e, al L=t t
lunique entier décrit dans la proposition 3.3.1.

Preuve (1) Puisque p = pp_1an_12, alors w est pur positif d’aprés 3.2.8 et on a forcément
p # €. On suppose que I'(S7(u)) = (p,a,s)*. Le passé de S7(u) peut s’écrire

et on en déduit [’existence d’un entier k et de deux mots q,r (purs positifs ou €) tels que ak(p) =qr
et [ra*=1(p)...o(p)p| = j. Le mot ra*=Y(p) ... a(p)p est un préfize de ut. On déduit du fait S7 (u)
est fize par Sl o o que Uentier j = |o(r)o®(p)...o(p)p| vérifie Uégalité S7(u) = S7'(o(u)), et
que le mot o(r)a®(p)...o(p)p est un préfive de (o(u))T. On en conclut que sii, oo fize u, alors
w = o(r)q.
Pour tout 0 < i < k — 1, l’égalité ’y‘_al(p)l(ai(p)) = o"tL(p) est vérifice et on en déduit que
k—1
7‘_0 (p)"'g(p)m(p) = o*(p) = qr. Finalement,

rok—1 s 1
A7 OO () — 7 (p) = o(r)g = w.
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(2) Puisque p,—1 = paz, alors w est pur négatif d’aprés 3.2.8 et on a forcément s # €. On
suppose maintenant que I'(S77(u)) = (p,a, s)*, avec j € N*. Le futur de S~/ (u) peut s’écrire

aso(s)o?(s)...o™(s)....

On choisit q et r tels que o%(s) = qr et j = |asa(s)...c""1(s)q|; le mot aso(s)...c" 1 (s)q est
un suffize de u=. S7(u) est five par SIP! o o et on en déduit que le mot (ou plutét sa réduction)
plo(a)o(s)o?(s)...c"(s)o(q) est un suffize de (o(u))™. Or, o(a) = pas; on en déduit que
Ventier j' = |aso(s)o2(s) ... 0% (s)o(q)| vérifie S™(u) = S~ (a(u)), et on a en plus w=' = ro(q).
Finalement,

s0(s)...0F"1(s j— —
AT Ns) = 47N s) = ro(g) = w

O

On peut maintenant énoncer le théoréme principal, qui donne un moyen simple de reconnaitre
un point fixe & partir de développements en préfixes-suffixes constants. Ce théoréme découle
directement du théoréme précédent et de la propriété 3.1.4.

Théoréme 3.3.5 Soit o une substitution primitive inversible et (2,5) le systéme dynamique
symbolique engendré. On suppose que w et v sont deuz éléments de ) dont les développements
en préfizes-suffizes sont respectivement I'(u) = (p,a, s)x et I'(v) = (q,b,r)*. La définition 3.3.3
explicite les applications v_ et .
~ S'il existe h,k > 0 tels que Y (p) = 7% (¢) = w, alors le couple (S~ (u), S™#(v)) forme un
point fixe par iy o o ; les deux mots ont un passé commun.
~ Sl existe h,k > 0 tels que v (s) =X (r) = w1, alors le couple (S (u), S¥T1(v)) forme
un point fize par iy, o o ; les deur mots ont un futur commun.
Réciproquement si le couple (u',v") forme un point fize par iy, o o dont les mots ont un passé
(resp. futur) commun, alors leurs développements sont ultimement constants de termes (p,a, s)
et (¢,b,7) avec v (p) =~*(q) = w (resp. ¥ (s) = +X (r) = w™1) pour un certain couple h, k.

Discussion sur un algorithme de recherche de points fixes

Le théoréme 3.3.5 nous permet de présenter un algorithme qui trouve les points fixes d’une
substitution primitive inversible o ; il suffit d’évaluer les boucles dans les automates des préfixes-
suffixes associés aux puissances de o, puis d’appliquer v_ (resp. 74 ) aux préfixes (resp. suffixes)
de ces boucles. On obtiendra ainsi des points fixes par des automorphismes de la forme i,, o o*
(représentant le méme automorphisme extérieur que o), ot w est un mot pur de Fy et k € IN*.
S’assurer que l’algorithme résoud le probléme en un temps fini revient a borner k et |w|. Des
résultats de [13]| (par exemple) vont nous permettre de borner k en fonction de la taille de
l’alphabet et on se contentera de conjecturer Iexistence d'une borne pour |w|.

Conjecture 3.3.6 Soit A = {1,2,...,d} un alphabet et V un vecteur a d coordonnées stricte-
ment positives. Il existe un entier Ny tel que si o une substitution primitive inversible sur [’al-
phabet A vérifiant, pour tout 1 < i < d, |o(i)| = V (i), et si (uV),..., uP) est un point fize par
un certain automorphisme i, o o (w étant un mot pur de Fy = F(A)), alors lw| < Ny.

3.4 Un exemple

On consideére la substitution primitive inversible sur A = {1, 2,3} définie par
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Fia. 3.1: Automate des préfixes-suffixes associé a o.

L’automate des préfixes-suffixes associé a o est donné sur la figure 3.1. La fonction I' associe a

tout mot de 2 un développement en préfixes-suffixes par rapport a o, et pour tout k entier > 1

on notera I'j, celle qui donne le développement par rapport a o*.

On note w; = lim o"(1.1), wy = lim 02"(2.1) et w3 = lim o2"(3.1). Le triplet
n—+o00 n—+0oo n—

+oo
(w1, ws,ws) forme un point fixe pour 'automorphisme o2 et on a

F( ) (w ) ( 3) (E 1,21)* et Fg(w ) = F2(w2) = Fg(wg) == (6, 1,213121)*
L(S™Hw1)) = (12,1,€) et To(SH(wy)) = (121312, 1, €)*
L(S™Hw2)) =[(1,2,€)(e,3,€)]% et Ta(S Hwa)) = (1,2,¢)x
L(S~YHw3)) =[(,3,€)(1,2,6)]% et Ta(S Hws)) = (121,3, €)%

Ily a 4 chemins de longueur 2 dans 'automate (en imposant que les couleurs des 2 arétes con-
stituant le chemin soient distinctes), ce qui donne 4 développements constants dans ’automate
associé a 2. La suite des préfixes n’est ultimement constante & e pour aucun de ces 4 développe-
ments ; on en déduit qu’ils ont un unique antécédent dans €2 et on note wi2,wo2,ws 2, ws 2 les
mots de () vérifiants

- FQ((A)LQ) = (1213, 1,21)*

- Fg(wzg) == (12, 1,3121)*

Fg(w372) = (1, 2, 6)*
- Fg(w472) == (121,3, E)*.
On définit 'application 7@ (
On remarque alors que
- P23 =),
- P(a2) =121,
et on en déduit que les couples (S™1(w12), (S7!(ws2)) et (S™1(waz2), (ws2)) forment des points
fixes pour les automorphismes 41213121 © 02 et i121 0 02 respectivement. On note que la borne des
points fixes est atteinte. Un fait amusant est que les trois automorphismes 41213121 © 02, 121 0 02
et 0% sont similaires (voir définition 3.0.6 page 49 et remarque 3.0.11 page 50).

associée & 02) ; pour tout mot v = vg . . . vp, 79) (v) = o%(vp)v1 ... Vp_1.
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Chapitre 4

Arbres simpliciaux

4.1 Deéfinitions générales

Un graphe orienté I' se compose d’un ensemble V' de sommets et d’un ensemble E d’arétes,
E étant une partie de V' x V. Si (z,y) est un élément de E, z s’appelle 'origine et y s’appelle
le sommet terminal de 'aréte (z,y).

— Une chaine de I' est une liste p = (21, 29,...,2x) de sommets de V telle que V1 < ¢ <
kE—1,((xi,zit1) € E ou (xiy1,7) € E).
— On appelle cycle une chaine p = (x1,x9,...,xx) telle que z1 = zy.

— On dit qu’un graphe orienté est connexe si et seulement si il existe une chaine entre chaque
paire de sommets.
Un arbre (orienté) est un graphe (orienté) connexe sans cycles.

Définitions 4.1.1 Une aréte (z,y) est dite aréte sortante de v et aréte entrante de y. On
appelle degré entrant (resp. sortant) d’un sommet x dans un graphe orienté G, le nombre
d’arétes entrantes (resp. sortantes) de x. Le degré deg(x) est la somme des degrés entrant et
sortant. Pour tout arbre X, on note degx la fonction qui a tout sommet de X associe son degré.

Distance dans un arbre

Dans un arbre X, il existe une unique chaine de longueur minimale reliant deux sommets
quelconques z et z’; si p = (x = xg,21,..., 2, = 2') est cette chaine, alors les x; sont deux a
deux distincts. La distance entre x et 2/, notée |z, 2’| x est alors égale & k.

4.1.1 Notations

Sauf mention contraire, lorsqu’on parlera d’un alphabet quelconque A, celui-ci sera de cardinal
fini; A* est le monoide libre associé. Si A = {aq,...aq}, on note A = {ag,...aq}.
Etant donné un ensemble ¥ infini dénombrable quelconque, un graphe étiqueté (coloré) par
A a sommets dans 7 est un couple (V, E) tel que V est une partie de ¥, et E est une partie
de VxV x A
On appelle .#(A) I'ensemble des arbres finis (au sens du nombre d’arétes), orientés, enracinés,
étiquetés par A et & sommets dans 7. .#g(A) représentera 'ensemble des arbres de .#,(A) ne
possédant qu’une seule aréte. La racine d’un arbre joue le méme role que le pointage sur les mots
bi-infinis (cf. section 1.3) mais n’a aucune influence sur orientation des arétes de l'arbre.

Dans la suite, pour tout élément X de #(A), 'ensemble des sommets de X sera noté Vy
et 'ensemble des arétes étiquetées de X sera noté Ex. La racine ne sera précisée que si cela est
nécessaire.
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Chaines dans les éléments de .7,(A)

A tout élément X de .#H(A), on associe une fonction
vx Vx x Vx — (AUZ)*

oit (AU A)* est le monoide libre engendré par AU A. Si (z,2,a) est une aréte de X, alors
vx(z,2') = a et yx(2',2) = @. Si (z,2') est une paire de sommets quelconques de X et
(x,21,%2,...,Tk_9,Tk_1,2, = x') est la liste des sommets formant la chaine la plus courte
de z & 2/, alors on définit vx (z,2") = yx(z,21)vx (21, 22) . .. Yx (Xp_2, Tp—1)yx (Tf_1,2").

On peut définir la distance sur un élément X de .#5(A) comme la longueur du mot donné
par la fonction vyx. Ainsi, si 2 et 2’ sont des éléments de X, on note |z,2'|x la distance qui les
sépare et on a : |z, 2'|x = |yx(x,2)]|.

Inclusion sur .%(A)

Soient X et Y deux éléments de #p(A). On dit que X C g (4) Y si et seulement si il existe
une application f injective de Vx dans Vi telle que pour tout couple (z,2’) de sommets de X,
vx(x,2") = vy (f(x), f(2")). Une telle fonction sera appelé fonction d’inclusion. Dans certains
cas, la fonction d’inclusion pourra associer la racine de Y a la racine de X. Si une telle fonction
d’inclusion existe, on notera X C g 4) Y.

Remarque 4.1.2 Une fonction d’inclusion conserve les distances.

Deux éléments X et YV de #5(A) sont égaux, et on note alors X =g 4) Y lorsque X C g 4) Y
et Y C o 4) X, ou encore s'il existe une fonction f bijective de Vx dans Vy telle que f est une
fonction d’inclusion de Vx dans Vi, f~! est une fonction d’inclusion de V3 dans Vx et f associe
la racine de Y a la racine de X. f sera alors appelée fonction d’égalité. C’est cette définition
d’égalité que nous utiliserons.

4.1.2 Propriétés de .7,(A)
Distance sur .%(A)

Définition 4.1.3 On appelle boule de centre ¢ et de taille n sur un arbre X de S(A), et on
note Be,(X), le sous-arbre de X enraciné en c, et dont tous les sommets sont a une distance
inférieure ou égale an de c. Si X est un arbre de #y(A) enraciné en x, on notera plus simplement
B, (X) la boule incluse dans X de taille n et de racine x.

Définition 4.1.4 On note d Uapplication de Sy(A) x S(A) dans R telle que pour tout X €
J0(A), d(X, X) =0 et pour tout X,Y € S(A), X £5) Y,

d(X,Y)=2" min{k€IN*; By (X)# .5, (4) Bk (Y)}
Proposition 4.1.5 d définit une distance sur .#,(A).

Preuve Les propriétés de symétrie et de séparation sont évidentes. On s’intéresse donc a l’iné-
galité triangulaire. Soient X et Z deuz éléments de S(A) et d(X,Z) = 27%. Soit Y un élément
quelconque de Sy(A) tel que d(X,Y) = 27 et d(Y,Z) = 277. On suppose que k < i et k < j.
Par d(X,Y) =27, on a By(X) =) Br(Y) et par d(Y,Z) =279, on a Bi(Y) =g,a) Be(Z) ;
on obtient ainsi d(X,Z) < 2=+ " ce qui contredit Ihypothése. On en déduit donc que k > i ou
k> 7, ce qui implique :

2k (21 4 27) > 20 = 277 4277 > 27k,
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On en conclut que linégalité triangulaire est vérifiée, et que d est une distance sur Sp(A). O
Définition 4.1.6 On note S (A) le complété métrique de SH(A).

Remarque 4.1.7 Toutes les définitions données sur .#y(A) s’adaptent naturellement sur . (A).
On reprendra les mémes notations en enlevant l'indice O pour travailler dans #(A); on notera
notamment = g (4.

4.1.3 Reécurrence

Définition 4.1.8 On dit qu’un arbre X de S (A) est récurrent si pour tout sommet x de X et
tout n € IN*, il existe une infinité de fonctions d’inclusion (deux o deuz distinctes) de VB, (X)
dans V.

On dit qu’il est uniformément récurrent si pour toute boule By ,(X) (x € Vx,n € IN*) de X,
il existe un entier m tel que pour tout sommet y de X, il existe une fonction d’inclusion f telle

que f(VB, .(x)) C VB, n(x)-

4.2 Substitutions

Définition 4.2.1 Une substitution d’arbre est une application 7 de Sg(A) dans Sy(A) véri-
fiant les propriétés suivantes.
-8 X = ({z1,22}, {(z1,22,0a)}) est un élément de SE(A) enraciné en x1, d’image 7(X),
alors w1,73 € Vo (x, et T(X) est enraciné en x1.
— Pour tout a de A, si X = ({z1,22}, {(z1,22,a)}) et Y = ({y1,y2}, {(y1,92,a)}) sont deux
éléments de SE(A), alors il existe une bijection f de V,(x) dans V. vérifiant
= f(z1) = y1 et f(z2) =y,
— pour tout couple (xVxI) de VT(X)7 Yr(X) (.%',.%'/) =T (Y) (f( ) (.%' ))
— Soient X et Y deux éléments quelconques distincts de Sg(A), 7(X) et 7(Y) étant leurs
images respectives par Uapplication 7. Alors (V. (x)\Vx)NVr(y) =0 et (Voiv)\W)NV(x) =
0.
— Pour toute liste (ay,...,ax_1,ar = a1) (k < #A+ 1) d’éléments de A telle que pour
tout 1 < j <k —1, (21,22,a511) ou (erclusif) (v2,71,a511) est une aréte de 7(X,;) (ot
Xo; = ({w1, w2}, {(w1,22,a5)})), les degrés de x1 et vy dans 7(X,,) sont égauz a 1.

On étend maintenant la définition de substitution : la nouvelle application, également notée T,
est une application de .#(A) dans .7 (A). Soit X un élément de .#(A) enraciné en x. On note
t 'application qui & tout élément (x1,x9,a) de Ex associe 'élément ({z1,z2},{(z1,22,a)}) de
g (A) (de racine x1). L'image de X par 7 est alors :

TX)=(U Vrewy: U Erapy),

pEEX pEEX

et 7(X) est enraciné en z. Un exemple est donné figure 4.1.
Proposition 4.2.2 Toute substitution d’arbre T est uniformément continue sur ./ (A).

Preuve Soitn € IN, et X et Y deur éléments de S (A) tels que Bp 1(X) =54y Bna(Y).
Alors d(X,Y) < 27", Par ailleurs :

B, _1(X) =(4) B,_1(Y)
= T(Bp-1(X)) =9(A) T(Bp-1(Y))
= B (1(Bp-1(X))) =gy Bn1(m(Bn-1(Y)))
= By1(7(X)) =9(A) B,—1(7(Y))
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)
b
X ¢ 7(X,) a b
a y a T 2 y
a
b b b
Xb T y T(Xb) T y
b
22
b
b | a
b
a
b a b + b

F1G. 4.1: Un exemple de substitution d’arbre.

Ainsi, pour tout X,Y de /(A), d(X,Y) < 27" = d(7(X),7(Y)) < 27". Par suite, pour
tout € > 0, si a = f;ninrvl{ﬁ; 278 < €} alors pour tout X,Y de Z(A) tels que d(X,Y) < 27,
€

d(7(X),7(Y)) <27 < e. 7 est donc uniformément continue sur ./ (A). O

4.2.1 Point fixe de substitution

Définitions 4.2.3 On dit qu'un arbre X est point fire d’une substitution 7 si 7(X) =5 (a)
X. Un arbre X est un point périodique pour la substitution T s’il existe un entier k tel que

Remarque 4.2.4 Si X est un point fize de substitution de racine x, il vient que x doit étre de
degré constant. On en déduit que pour tout a € A tel qu’il existe y € Vx pour lequel (z,y,a) (resp.

(y,x,a)) est dans Ex, x est de degré 1 dans 7({z,y},{(z,y,a)}) (resp. T({y,x},{(y,z,a)})).

Nous voulons construire facilement des points fixes pour une substitution 7 donnée. Nous
nous intéressons plus particuliérement aux points fixes de diameétre infini, ce qui motive le lemme
suivant.

Lemme 4.2.5 Soit Xo un élément de /(A) de racine xg, tel que Xo = B1(Xo) et Xo =)
B1(7(Xy)). L’ensemble des sommets de Xg est Vx, = {zo,%1,...,2n}, T1,..., %y élant des points
a distance 1 de xqg. Limplication suivante est vérifiée :

(Fm € IN;V 1 <i <, |20, T4 rm(xy) > 1)

= (W € (U Vo) y # 2o, 1 [20,ylen(x0) = +00)
ne

Preuve On note a:gm), e ,x%m)

(m)

i

les points de 7(Xo) a distance 1 de xo. On choisit ces points

de maniére que x soit un des points du chemin entre xo et x;. La distance de ces points a la
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racine sera alors strictement plus grande que 1 dans Uarbre 72™(Xo). On conclut en itérant ce
raisonnement que les distances de xo a x; dans les arbres 7™ (X)) croissent strictement avec t,

V1<i< nnkrfm |20, @i rn(x,) = +00

Le méme raisonnement peut étre effectué pour tout point a distance 1 de la racine dans 7™ (Xy),
k quelconque. Sty est un point de Tk(XQ), on connait un point du chemin entre xg et y dont la
distance a xo tend vers linfini avec les itérations de 7. Il en est donc de méme pour y. [

Définitions 4.2.6 Si un arbre Xy et une substitution T vérifient les hypothéses du lemme 4.2.5,
on dira que le couple (X, 7) vérifie la condition de croissance.
Si pour tout élément Xy de Sr(A), la condition

vy € U Ven(xo)): Y 7 $0,nligloo |0, Ylrn(xg) = +00
nelN

est vérifiée, on dira que T vérifie la condition de croissance.

Nous avons des conditions simplement vérifiables sur la substitution 7 permettant d’obtenir
des arbres infinis (au sens du diametre). Sous ces conditions, la proposition suivante nous permet
de conclure sur la construction d’arbres infinis, points fixes de 7.

Proposition 4.2.7 Soit (X, 7) un couple qui vérifie la condition de croissance, avec Xy € ./ (A)
un arbre de racine xg. Alors X = lir}rl 7"(X0) est un point five pour la substitution T.
n—-roo

Preuve On va montrer par récurrence sur p, que pour tout p € IN, il existe un rang k, tel que,
pour tout k > k,, By(7%(Xp)) =7(A) By (% (Xy)).

La propriété est vraie pour p = 1 par hypothése (le couple (Xo,T) vérifie la condition de
croissance). On la suppose vraie au rang p.
Pour tout ¢ € N, on note I, le sous-graphe minimal (pour linclusion) tel que Tkp+q(X0) =
% (Xo) U I,. Les sommets de I, sont a distance au moins p de la racine (dans T%79(Xy)) par
Uhypothése de récurrence. Par la condition de croissance, il existe un entier m tel que les sommets
de I, sont a une distance > p+1 de la racine dans [’arbre TRt mEa(X0). On en déduit que pour
tout q € IN, ’égalité

Bpi1 (T (X)) =4y Bpia (TF(X))

est vérifiée, et on pose kpy1 = k, +m.

Finalement, la suite (7" (Xo))nen est une suite de Cauchy et converge vers un arbre X de
S (A). T est une application continue sur 7 (A),

n—oo

lim (7"1(X0)) =) lim (7(r"(X0))) =5(a) 7( lim (7"(X0)))
ce qui donne 7(X) =54y X. O

On posséde maintenant une méthode de construction de points fixes pour une substitution
donnée. La question naturelle que 'on peut se poser, est de savoir si tous les points fixes d’une
substitution peuvent étre obtenus par cette méthode.

Proposition 4.2.8 Soit X € S (A) un arbre de diamétre infini, point five d’une substitution T,
et tel que (B1(X), ) vérifie la condition de croissance. Alors X =y (a) liril T"(B1(X)).
n—-+0oo
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Preuve On note Xog = B1(X); zo est la racine de X et Xo. (Xo,7) vérifie la condition de
croissance, ce qui assure l'ezistence d’un arbre Xy =4 (4 liIJIrl 7(X0).
n—-r+oo

Par la condition de croissance (et puisque X est fize), pour tout p € IN, il existe un entier h,

tel que Bp(7"(X)) =g(a) Bp(t"7(X1)) =9 (a) Bp(7"7(X0)). X et Xy correpondent (au sens de

S (A)) donc sur toute boule de rayon p centrée en xo, et on en déduit que X =4y Xt =5 (a)
lim (Xo). O

n—-4oo

Substitutions bornées et simplement bornées

L’image d’un élément de .#x(A) par une substitution d’arbre 7 a un nombre fini de sommets.
La propriété :

Vp € IN, 3k, € IN;Vk > ky, B, (77(X0)) =7(4) Bp(7"(X0))

énoncée dans la preuve précédente assure donc en particulier que les sommets du point fixe X
a distance finie de la racine seront de degré fini. Il est cependant trés facile de construire un

exemple pour lequel 'ensemble des degrés des sommets du point fixe est non borné (voir figure
4.2 et 4.3).

a a b
X, % " 7(X,) % y
}b
b a
Xb T Y T(Xb) T y
F1G. 4.2: Substitution sur . ({a, b}).
a a b
Xa T y T > y
b b b /a
. a b a a b a a b
& . Yy x > Y

F1a. 4.3: Le début de la suite des 7(X,). Le degré de z croit strictement avec n.

Proposition 4.2.9 Soit X € .#(A) un point fize d’une substitution 7 tel que (B1(X),T) vérifie
la condition de croissance, et A ’ensemble des couleurs utilisées par X. Si a € A, on note
Xo = {z,y},{(z,y,a)}). Alors l’ensemble des degrés des sommets de X est borné si et seulement
si les suites (degrn(x,)())n et (degrn(x,)(y))n sont ultimement constantes pour tout a € A.

Preuve On supposera dans cette preuve que X = liril T(Xo). Les suites (degmn(x,)(%))n et
n—-+0oo

(degrn(x,)(y))n ne pewvent pas étre décroissantes, elles sont donc soit ultimement constantes,
soit divergentes.
Si(degrn(x,)())n (resp. (degm(x,)(y))n) diverge pour un certain a de A, la suite (deg,n(x,)(2))n,
ot z est n’importe quel sommet de TP(Xy) (p entier quelconque) ayant une aréte sortante (resp.
entrante) colorée a, va diverger.

Si les suites (degm(x,)(7))n et (degm(x,)(y))n sont ultimement constantes égales a dyq et
dya respectivement, on note dp, = max{d.q;a € A,z € {x,y}}. Sic, est le degré mazimum des



4.2 - Substitutions 65

sommets de T7(X,), on note ¢,, = max{cq;a € A}. L’ensemble des degrés des sommets de X
sera alors borné par max{c,d,,degx (xo)}. Le degré de xq est forcément fini puisque X € ./ (A)
et a peu dimportance; on pourra se reporter au paragraphe sur la décomposabilité pour plus de
détails. O

En fait, méme si la substitution 7 ne posséde pas de point fixe, ou si 'arbre Xy de départ
ne permet pas d’arriver & un point fixe, on peut trés bien énoncer une proposition similaire sur
les degrés des sommets des éléments de la suite (7"(X())nen. La preuve restera sensiblement la
méme.

Corollaire 4.2.10 Soit Xy € . (A) ou A,, est l’ensemble des couleurs utilisées par 7" (Xy) et

A= |J A,. Poura € A, onnote X, = ({z,y},{(z,y,a)}). Il existe un entier k supérieur au de-
nelN
gré de n’importe quel sommet de 7""(Xo) quel que soit n, si et seulement les suites (degrn(x,)(T))n

et (degmn(x,)(y))n sont ultimement constantes pour tout a € A.

On peut facilement donner une condition suffisante qui permettra de borner les degrés des
sommets des images d’une substitution 7. Celle-ci a 'avantage d’étre simple & vérifier, et permet
de couvrir une bonne partie des cas intéressants.

Proposition 4.2.11 Soit Xy € .Y (A) ou A,, est l’ensemble des couleurs utilisées par 7" (Xy) et

A= | A,. Pour a € A, on note X, = ({z,y},{(z,y,a)}). Il existe un entier k supérieur au
nelN
degré de n’importe quel sommet de 7"(Xy) quel que soit n, si :

Va € A,degr(x,)(r) = deg-(x,)(y) =1

Définitions 4.2.12 Une substitution T vérifiant les propriétés du corollaire 4.2.10 sera dite
bornée par k. Si elle vérifie les propriétés de la proposition 4.2.11, on dira de T qu’elle est
stmplement bornée par k.

Décomposabilité

On déduit du paragraphe précédent que si I'on trouve un point fixe pour une substitution,
on peut en construire une infinité simplement en prenant autant de copies de ’arbre initial X
que l'on veut et en les enracinant au méme sommet. De méme, si on a deux points fixes issus
de Xy et Xy, arbre Xy obtenu en faisant l'union (disjointe) de Xy et Xy, et en identifiant les
racines donnera un nouveau point fixe. D’autre part, si le degré de la racine xy d’un point fixe
est strictement supérieur a 1, on peut s’interroger sur les arbres enracinés en xy qui compose ce
point fixe. On définit donc la propriété de décomposabilité.

Définition 4.2.13 On dit qu’un point fixe X de racine xo d’une substitution T est décompos-

able s’il existe un ensemble {X1, Xo,..., X, } d’arbres tous enracinés en xg, tels que pour tout
couple 1,5 d’entiers, Vx, N Vx, = {xo} et vérifiants :
Vx = U Vx, Ex= U Ex
1<i<n 1<i<n

Un point fixe sera dit indécomposable minimal si toute décomposition propre contient au moins
un arbre qui n’est pas fize. La décomposition sera dite minimale si tout arbre de la décomposition
est fize et indécomposable minimal.

Un point fixe sera dit indécomposable maximal si sa racine est de degré 1.

La décomposition sera dite maximale si le degré de xo dans chacun des arbres X;,1 <1 <n est
égal a 1. Les décompositions minimales et mazimales sont uniques (si elles existent).
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Proposition 4.2.14 Tout arbre X; appartenant a une décomposition d’un point fire X d’une
substitution T est un point périodique.

Preuve On remarque d’abord que I’étude d’une décomposition maximale permetira de déduire le
résultat sur toutes les décompositions. On considére donc un arbre X de #(A), point fize d’une
substitution T, et dont la décomposition mazimale est constituée des arbres Xy, ..., X,. On déduit
directement du fait que X est un point fize que ['image d’un arbre X; de la décomposition est
égale (au sens de #(A)) a un arbre X; de cette méme décomposition. Appliquer T revient donc
a effectuer une permutation sur n éléments. On déduit alors de l’étude des groupes symétriques
qu’il existe un entier k tel que pour 1 < i < n, Tk(Xz‘) =g(4) Xi- Chacun des éléments de la
décomposition est donc périodique. [

En fait, ces derniers résultats peuvent également étre appliqués pour des boules de taille
arbitrairement grande, centrées a la racine et constantes (au sens de 1’égalité sur .#(A)) sous
'action de la substitution. Plus précisément, si X, élément de .7 (A), vérifie By (7(B,(X))) = (a)
B,(X), p étant un entier, alors on peut décomposer B,(X) en arbres Xj,..., X, tels que pour
1 <4 < n, il existe un entier k pour lequel B,(7%(X;)) =7(4) Xi.

4.2.2 Points fixes pertinents

On a vu qu’on peut créer tres facilement une infinité de points fixes pour une substitution
7 donnée. Pour la plupart des points fixes X de 7, il existe une unique fonction d’inclusion de
Bi1(X) dans X. On définit ici les points fixes pertinents, afin d’éviter cette situation.

Définition 4.2.15 On suppose que X est un point fivze d’une substitution 7 de #(A). Pour
tout a € A, on note X, = ({z,y},{(z,y,a)}). On dit que X est un point fize pertinent si
(B1(X), ) vérifie la condition de croissance, et s’il existe un entier p > 0, une lettre a € A et
un sommet ¢ de 7°(X,), ¢ # x et c £y, tels que B1(X) =54y Be1(7P(Xa)).

4.2.3 Abélianisation

Définition 4.2.16 7 étant une substitution d’arbre sur un alphabet A = {1,...,n} de cardinal
n, on appelle matrice d’incidence de 7, et on la note M, la matrice n x n dont lentrée (i, j)
est le nombre d’arétes étiquetées i dans larbre 7(Xj).

Primitivité

Définition 4.2.17 Une substitution 7 de .7 (A) est dite primitive, s’il existe un entier k tel
que, pour tout a et b de A, une aréte étiquetée a apparait dans l'arbre Tk(Xb). Cela revient a dire
que la matrice d’incidence est primitive.

La primitivité apporte des propriétés intéressantes lorsqu’on parle de substitutions sur les
mots. Elle assure notamment que les points fixes de ces substitutions sont uniformément récur-
rents. On va essayer de trouver une propriété similaire pour les arbres; on doit pour cela définir
les recouvrements d’arbres.

Si Y est un arbre inclu dans X, on note 2y 'ensemble des fonctions d’inclusion de V3 dans
Vx. D’autre part, X étant un élément de .’(A), si V est un sous-ensemble connexe (au sens des
chemins dans X) de Vx, on note g(V) le sous-arbre de X tel que Vi = V.
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Recouvrement. Soient n arbres Xi,..., X, deux & deux distincts inclus dans un arbre X et
n ensembles non vides wx, C Qx,,...,wx, C {lx, associés.

On dit que I'ensemble {(X1,wx,),- .., (Xn,wx, )} est un recouvrement d’un arbre X de .7 (A)
si pour tout élément e de Ex, il existe un entier ¢ € 1,...,n et une fonction f de wx, tels que
e € Ey(¢(x,))- On dit alors que la famille (X1,..., X,) est une famille couvrante.

Le recouvrement sera dit minimal si pour e élément de Ex, le couple (f,i) est unique. Une
famille (X1,...,X,) est couvrante minimale s’il existe un n-uplet (wx,,...,wx, ), avec wx, C
Qx,,...,wx, C Ny, tel que {(X1,wx,),...,(Xn,wx, )} est un recouvrement minimal.

On considére une substitution primitive 7. Les points périodiques de 7 possédent les propriétés
suivantes.

Propriétés 4.2.18 X désigne un point périodique quelconque de période k. A = {1,...,n} est
Ualphabet associé a la substitution. Pour 1 <i < n, X; est un arbre composé d’une unique aréte
étiquetée i. p étant un entier naturel :
~ La famille (7P*F(X),...,7°%k(X,,)) est couvrante minimale pour X.
- S {(X1,wx,),--.,(Xn,wx, )} est un recouvrement minimal de X, alors il existe un re-
couvrement minimal {(TpXk(Xl),prxk(Xl)), cee (TpXk(Xn),prxk(Xn))} de TP**(X) et n
fonctions ¢;,1 < i < n bijectives de wx, dans Wrpxk(X,) vérifiants : pour tout f : Vx, =

{zi,yi} = Vx, ¢i(f) : Verxr(x,) = Viosr(xy avee &i(f)(@i) = f(zi) et ¢i(f)(wi) = f(vi)-

Proposition 4.2.19 Si X est un point five pertinent d’une substitution T de /(A) primitive,
alors X est uniformément récurrent.

Preuve Soit a un élément de 'alphabet A = {1,...,n}, support d’une substitution T primitive,
et X, un élément de Sg(A) dont l'aréte est colorée par a. Il existe un entier p tel que, pour
n’importe quel élément b de A, X, Cya)y T°(Xp). De plus, la famille (7P(X1),...,7°(X,))
est couvrante minimale. On en déduit que pour tout ¢ de Vx, Xo Cy(a) B.x(X), ou k =

max {diam(7P(X;))}. Une proprié¢té similaire peut étre obtenue pour n’importe quel 7F(X,), k
<i<n

entier. Puisqu’on a pris le soin de prendre un point fize pertinent, toute boule (de rayon fini) de X
est incluse (au sens de ./ (A)) dans 7™(X,) pour un certain n (le choiz de a n’a pas d’importance
par primitivité). On en déduit que X est uniformément récurrent. O

4.2.4 Discernement

Définitions 4.2.20 Si pour tout couple (z1,z2) de sommets d'un arbre X de .#(B), le mot
vx (z1,22) de (B U B)* ne contient aucune paire bb, b € B, alors on dit de X que c¢’est un arbre
discerné.

Une substitution x de . (B) est dite discernée si pour tout b € B et pour tout n € IN, l'arbre

T Xp) (00 Xp = ({z,y}, {(x,y,b)})) est discerné.

Substitutions équivalentes

Définition 4.2.21 Soient 7 de .7 (A) et x de S (B) deux substitutions et #(B) > #(A). Pour
toute application 1 de B dans A, on note ¢, une application de .7 (B) dans 7 (A) telle que si X
est un arbre de ./ (B) :

B V¢n(x) =Vx

N \V/(,I,y,b) € Ex, (,I,y,’l’](b)) € E(bn(X)'

Alors, T et x seront deur substitutions équivalentes s’il existe une application n surjec-
tive telle que, quel que soit b € B, ¢,(x(Xp)) = 7(Xyp)) (ot pour tout a € AUB, X, =

({z, v} {(2,y,a)})).



68 Chapitre 4 - Arbres simpliciaux

Proposition 4.2.22 Soit 7 une substitution simplement bornée par k sur #(A) (A fini). Alors
il existe un alphabet B de cardinal 2k x #(A) et une substitution x discernée de .#(B) équivalente
aT.

Plutét que de donner une preuve générale de 'existence d’une telle substitution, nous don-
nons ici un moyen systématique de construction. Le résultat que nous obtiendrons sera loin

d’étre optimal, mais nous sommes plus intéressé par la simple existence. On suppose que A =
{0,1,...,(p — 1)} et on considére I’alphabet B;

B = {007"'702]?717107"'712k717"'7(p_ 1)07"'7(1)_1)2]671}'

n associe a & tout élément a; de B. Pour a; un élément de B, on note X,, = ({z,y},{(z,y,a:)});
larbre X, = ({z,y},{(z,y,a)}) est 'image dans (A) de X,, par ¢,. Nous voulons définir les
images par x des X,, ; on commence par définir celles de X,, pour tout 0 <a <p—1.

Si a € A, on suppose que (wo,yo,c(o)), e (wm,ym,c(m)), ot ¢ ... ¢(™ sont des éléments
de A, sont les arétes de 7(X,) qui constituent le chemin de = & y. Le chemin de x & y dans I’arbre

X(Xq,) est définie par les arétes (xo,yo,cg)()o)),...,(wm,ym,c((;?gl)), olt a(j) = 0 si |z, 2|7 (x,) <
‘%yj‘r(xa) et a(j) = k sinon.

Si v est un sommet de 7(X,) sur le chemin de z & y et (z1,t1,dM), ... (20, tn, d™) (avec
n < k — 2) sont les arétes adjacentes & v et n’appartenant pas au chemin entre x et y, alors
(zl,tl,dgl)), . (zd,td,d%n)) seront des arétes adjacentes a v dans x (X4, )-

Si v est un sommet de 7(X,), v n’est pas sur le chemin de z & y, et (2o, to, d?), ..., (zn, tn,d™)
(avec n < k—1), alors les arétes adjacentes & v dans x (X4, ) seront (2o, to, d(ﬁo()o)), ooy (zny th, d(ﬁ%))

ou les (i) sont deux a deux distincts et compris entre 0 et k& — 1.

X(Xg,) aura les méme sommets que x(Xg,), et si (zp, Yp, ¢n) est une aréte de x(X,,), alors
(Zp, Yp, Cn), avec n = m + i[2k], sera une aréte de x(X,,). Ainsi définie, la substitution x vérifie
la propriété au rang 1, c’est-a-dire que x(Xg,) est discerné quel que soit a; dans B.

Remarque 4.2.23 Pour tout n € IN, si (mo,yo,cg)()o)), ce (mm,ym,cg&)) définie le chemin de
v ay dans X" (Xq,;), alors a(j) =i si |z, 2| (x,) <|2,Yjlr(x,) et a(j) =i+ k[2k] sinon.

Cela découle directement de la définition de x(X,,) sur le chemin de z & y.

On suppose la propriété vraie au rang n et on choisit un sommet v de Vyn( Xag) € deux arétes
(%0, 90, ¢i) et (z1,y1,d;) adjacentes a v. Si les deux arétes sur le chemin de x a y, la remarque
4.2.23 assure que la propriété est vérifié au rang suivant. Sinon, on a i — j # 0[k], et cela sera
conservé au rang suivant par 4.2.23. Finalement, y est discernée.

Une propriété des substitutions discernées

Si X est un arbre discerné de racine zy dans . (B), et si u est un mot quelconque du monoide
(B U B)*, alors il existe au maximum un sommet y tel que vx(z,y) = u. Cela nous permet de
décrire complétement X par une partie de (B U B)*. L’inverse peut également étre vraie si la
partie de (B U B)* choisie vérifie une certaine propriété dont le but est d’assurer la connexité de
I’arbre.

Propriété 4.2.24 Soit P une partie de (BUB)* telle que sibgby ... by, est un élément de (BUB)*,
alors boby ...b, € P = boby...by,—1 € P et e € P. Il existe un arbre X de ¥ (B) de racine xg,
tel que pour tout y, sommet de X, le codage du chemin de xo a y est dans P ; réciproquement,
tout élément de P est le codage d’un (unique) chemin de X.

On peut décrire une substitution discernée uniquement a ’aide de mots. B étant un alphabet
on définit une application ¢ : B — Z((BUB)*) et une application n : B — (BU B)* telles que :
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— pour tout b de B, ¢(b) vérifie la propriété vue en 4.2.24,

— pour tout b de B, n(b) € ¢(b).
On commence par étendre les définitions de ¢ et 7 & B. On définit le morphisme A : (BU B)* —
(B U B)* définit pour tout b € B par A(b) = b et A\(b) = b. Pour tout élément u de (b),
on choisit le plus long mot p, tel que u = pys, et p, est un préfixe de n(b). On définit alors
o(B) = {A(pu)sui w € p(b)} et 7(b) = A(n(b)). -

Si bgby ... by est un élément de (BUB)*, et P une partie de (BUB)* on notera bgb; ... b,.P =

U {bob1 . ..b,p}. On étend I'ensemble de définition de ¢ & (B U B)*;
peEP

Vboby ... b, € (B U E)*, (p(bobl ca bn) = n(bo)n(bl) ca n(bn—l)@(bn)

La fonction ¢ peut alors étre vue comme une substitution d’arbre discernée.

Arbres discernés et graphe de Cayley

Si X est un arbre de .’(A4) de racine x¢, alors pour tout couple y,z de Vx, on a associé au
chemin de y & z un mot de (AU A)*, yx(y,z). On a pris soin de parler de monoide libre, afin
d’autoriser, par exemple, que vx(y,20) = 7x(y, 21) avec 29 # z1, ou encore pour autoriser des
chemins tels agag (ce qui revient au méme). Cependant, cela ne se produira jamais si un arbre
est discerné. Un arbre discerné peut donc étre plongé dans le graphe de Cayley du groupe libre
F(A) (groupe libre de base A) : ce graphe sera noté¢ G4y = (Va, Eg)-

On note pr 'application de AU A dans F(A) qui & un élément a de A associe pr(a) = a, et
4 un élément @ de A associe pr(@) = a~!. Soit u un élément de Vg et v une application de Vy
dans Vg définie par
- v(zg) = u,
—siy € Vx et yx(xo,y) = ag...ayp, alors v(y) = u pr(ag)...pr(ap) ot les pr(a;) sont les
vecteurs de translations de I'action & droite de F'(A) sur Gp(a).
Le plongement de I'arbre X dans Gp(4) est défini comme l'enveloppe convexe de v(Vy).

Remarque 4.2.25 Il est important de remarquer que si y et z sont deux sommets quelconques,
le mot vx(y,z) est donné par le chemin le plus court allant de y & z dans X, alors que le mot
prov(y, z) peut étre obtenu (aprés réduction) par n’importe quel chemin allant de y & z dans son
plongement.

Enfin, de la méme maniére que dans le paragraphe précédent, et en utilisant ’application pr
que nous venons de définir, une substitution d’arbre discernée peut étre définie par une application
p:A— P(F(A)) et une application n: A — F(A).

4.3 Dynamique
Soit A un alphabet fini. (u,), étant une suite d’entiers naturels on note E((Sl)n I’ensemble
des arbres de .’(4);

X e g9 < Vn €N, max degx () < uy,.
On note alors F,, ), I'espace quotient E((Sl
E(4,), sera simplement noté E(,).

On dit qu’un arbre est de rayon n si tous ses points sont & une distance < n de sa racine, et
s’il existe au moins un point & distance n.

)n/ =(4)- Si la suite (uy), est constante égale & p,
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Propriété 4.3.1 L’alphabet A étant de cardinal fini, pour tout entier k, il y a un nombre fini
d’arbres de rayon k dans E,,), .

Proposition 4.3.2 Si (up)n est une suite d’entiers naturels non nuls croissantes, alors E,,),
(muni de la distance d) est un compact non vide.

Preuve Larbre ({x},0) de .7 (A) est dans E,,),, assurant que celui-ci est non vide.

Soit (Xn)n une suite d’éléments de E,,), . Pour tout arbre Y de E,,,, on notera E¢,,) (Y)
Uensemble des arbres Z de E,,, tels que Y C g ay Z. Par la propriété 4.3.1, il existe Dy de
Ey,), de rayon 1 pour lequel il eziste une infinité d’élément de (X,,)n dans E,,), (D1). On note
(qu(n))n ces éléments ; ils sont & une distance < 272 de Dy. Par suite, il existe Dy, de rayon k
pour lequel il existe une infinité d’éléments de (Xq, | o..0ai(n))n dans E,,), (D). Ces éléments
sont a une distance < 2~ k1) de Dy, et Dy, est tel que pour tout i < k, B;(Dy) =2(4) D;.

Soit n > 0 et ¢ > 0; puisque By(Dntq) =9a) Dn, Dn est de rayon n, et Dyyq est de
rayon > n, alors d(Dy, Dy 1) = 2~ La suite (D,,),, est donc une suite de Cauchy de ./ (A)
(complet pour d) et converge donc vers un élément D de . (A). De plus, D est tel que pour tout
i € N, Bi(D) =54y Di, faisant de D un élément de E,,),. On a donc extrait de (Xp), une
suite convergente ; E,,.). est compact. [

Un raisonnement similaire nous permet de montrer le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.3 D,
est également compact.

est la partie de E(,,), ne contenant que les arbres discernés; Dy,

n

Déplacement de racine

X étant un arbre de Ej,, ), de racine xo, et  un élément de Vy, on notera X (z) I'arbre de
Ey,), de racine z tel que pour tout n € N, B, (X(x)) = By n(X).

Orbites sous ’action du déplacement de racine

Soit 7 une substitution primitive de .#(A) bornée par k et qui vérifie la condition de
croissance. Soit X € FE;) un point fixe pertinent de 7. Pour tout arbre Z de E;), on note
L(Z) ={B.n(Z);2 € Vz,n € N} et on note Q ={Y € E;); L(Y) C Z(X)}.

Théoréme 4.3.4 Toutes les orbites des points de  sous 'action du déplacement de racine sont
denses (pour la topologie métrique) dans €.

Preuve Soit Y un arbre de Q; X étant uniformément récurrent, pour toute boule By, (X),
il existe un entier m tel que By ,(X) Co(a) Barym quel que soit 2’ € Vx. On en déduit que
Z(Y)=2Z(X).

SiY et Z sont deux arbres de 2, pour tout n € IN, il existe un sommet y, de Y tel que
By, n(Y) =54y Bu(Z). La suite (Y (yn))n converge alors vers Z. []

Corollaire 4.3.5 Q) est compact en tant que fermé du compact E,.

On vient de montrer que tous les arbres de §2 ont méme langage; on le note donc 2 ().
Pour tout B € Z(Q2), on note Cp le sous-ensemble de € constitué des arbres Y tels qu’il existe
k € IN pour lequel By(Y) =g(4) B. 51 X est un point fixe pertinent de 7 de racine z, on note u
la mesure de probabilité définie sur tout ensemble C'p par

1
Cp)= lim ——#{zeB(X);FkeIN;B, 1(X) =94 B
p(Cp) = lim o ##{ (X) k(X) =(4) B}

ou # désigne le cardinal.
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Conjecture 4.3.6 Soit 7 une substitution primitive de #(A) bornée par k et qui vérifie la
condition de croissance, X € E,y un point five pertinent de 7, et Q) l'adhérence de l’ensemble

{X(z),z € Vx}. La mesure p définie précédemment est l'unique mesure de probabilité sur )
imwvariante sous l’action du déplacement de racine.
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Chapitre 5

Substitutions sur des arbres réels

Soit (X,d) un espace métrique. Si E C X, et si J est un réel strictement positif, on note :

[Els = {z € X; inf d(z,y) <}
yekE

Définition 5.0.7 On définit la métrique de Hausdorff sur l’ensemble des parties de X :
0(E,F)=1inf{0; E C [F]s et F' C [E]s}

On note % I’ensemble des compacts non vides de X.

Théoréme 5.0.8 Si (X,d) est complet, alors (¢,0) est complet.

5.1 Constructions graphe-dirigées

5.1.1 Dimension de Hausdorff

Soit (X, d) un espace métrique. Soit E une partie de X et (U,),, une famille (possiblement
infinie) de parties de X. On dira que (U,), est une d-couverture de E si E C |JU, et si pour

n
tout n, le diametre de U, noté |U,| est inférieur ou égal a §. Soit s un réel strictement positif; on
définit J7°(E) = inf{}_ |U,|*} ot I'infimum est pris sur toutes les d-couvertures (dénombrables)

n
de E. La mesure s-dimensionnelle de Hausdorff est alors donnée par :

H°(E) = lim J°(E) = sup /5 (E).
Pour tout E, 7°(F) est décroissante lorsque s croit de 0 & +o00. De plus, si s < t, 5 (E) >
55 LA (E), ce qui implique que si S (E) est positive, alors J#%(E) est infinie. Il existe donc
une unique valeur dim(E) appelée dimension de Hausdorff de FE, telle que :

HP(E)=00s810<s<dim(E)et #°F)=0sidim(E) <s < oco.
HU(E) heut prendre n'importe quelle valeur réelle positive et peut également étre infinie.

Propriétés 5.1.1 Soit E une partie d’un espace métrique X. La dimension de Hausdorff de E
est . Alors, pour tout ' C X de dimension 3, EC F = 3> «.
Sotent Ay, Ag, ..., A, p parties de X de dimensions respectives o, aa, ..., 0p, et A= |J A
1<i<p

de dimension . Alors o = max «;.
1<i<p
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5.1.2 Constructions graphe-dirigées

Les constructions graphe-dirigées ont été introduites par R. Daniel Mauldin et S. C. Williams
dans [17]. Cette section énonce les principaux théorémes de cet article, auquel on pourra se référer
afin de connaitre leurs démonstrations. Les résultats exposés concernent des constructions dans
RR™ mais peuvent étre généralisés a I’espace qui nous intéresse (voir section 5.2). On pose X = R"
et d la distance euclidienne sur X.

Une construction graphe-dirigée de X est la donnée de :

— une séquence finie de compacts sans chevauchements de X : Jy, ..., J,, J; étant d’intérieur
non vide quel que soit 1 <17 < n,
— un graphe orienté G de sommets 1,2,...,n, avec pour chaque aréte (i,j) une similitude

T; ; de ratios t; ; et ayant les propriétés :
— pour tout 1 < ¢ < n, il existe j tel que (i, ) est une aréte de G,
— pour tout 4, {7;;(J;); (i,j) € G} est une famille d’éléments sans chevauchements et
Jio> U Ti;(J),
(1,9)eG
— si (i1,...,19q,lg+1 = 41) est un circuit de G, alors

q
H tikﬂ'k-u < 1.
k=1

On note ¢ (J;) 'ensemble des sous-ensembles compacts de J;.

Théoréme 5.1.2 Pour chaque construction, il existe un unique vecteur d’ensembles compacts
n

(Ki,...,Ky) €[] #(J;) tel que pour tout i,
i=1

Ki= U Ti;(K;).
(1,5)€G

n
On construit alors K = |J K.
i=1
La matrice d’incidence pondérée ou matrice de construction A = Ag associée a une
construction graphe-dirigée est la matrice n x n définie par A = [t; ;]; j<n Ol on a, par convention,
ti; =0si (4,5) ¢ G. Pour tout 3 > 0, on note Ag = Ag 3 la matrice n x n telle que ag,; ; = tfj,
et ®(f) le rayon spectral de Ag. On note enfin « le réel positif ou nul tel que ®(a) = 1.

Théoréme 5.1.3 ®(0) > 1, ® est continue, strictement décroissante, et 6lim ®(B) = 0. En fait,
—00
il existe un réel ¢, 0 < ¢ < 1, tel que pour tout 3 >0, et € >0, ®(S+¢€) < P(F).

On rappelle qu’un graphe H est dit fortement connexe lorsque, il existe un chemin (orienté)
entre toute paire de sommets de H. Une composante fortement connexe d’'un graphe G est un
sous-graphe H de G tel que H est fortement connexe. De maniére évidente, les composantes
connexes de G sont deux a deux disjointes. Le théoréme suivant donne une condition suffisante
pour que JZ*(K) soit fini.

Théoréme 5.1.4 Pour chaque construction graphe-dirigée telle que G est fortement connexe, la
dimension de Hausdorff de K est le réel o tel que ®(«) = 1. De plus, 0 < H#*(K) < +o0.

On étudie maintenant ce qui arrive lorsque G n’est pas fortement connexe. On rappelle la
définition de mesure o-finie avant de poursuivre.

Définition 5.1.5 (E,.7,u) est un espace mesuré. La mesure p est dite o-finie s’il existe une

suite (Ap)nen d'éléments de T vérifiants E = |J A,, telle que, pour tout n, u(A,) < +o0o.
nelN
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Le dernier résultat va donner une condition nécessaire et suffisante pour que la mesure de
Hausdorff associée au réel « soit finie. On note SC(G) lensemble des composantes fortement
connexes de G. On peut vérifier que tout H de SC(G) définit une construction graphe-dirigée ;
on peut donc lui associer une matrice de construction Ay = [am jlij<n, €t une matrice Ay g =
[a?{m]mgn de rayon spectral ®z (). On note ay le réel 5 pour lequel ®5(F) = 1. Enfin,
on ordonne partiellement SC(G) en disant que H; < Hjy §'il existe un chemin fini (orienté)
{91,-..,9x} dans G tel que g1 € Hy et gx € Hs. Le théoréme principal peut alors étre énoncé.

Théoréme 5.1.6 Pour toute construction graphe-dirigée, la dimension de K est le réel a =
max{amg; H € SC(G)} et la mesure F% sur K est positive et o-finie. De plus 7#*(K) < +00
si et seulement si les éléments de {H € SC(G);ag = a} sont deuzr a deux incomparables.

5.1.3 Multi-graphes

Dans un multi-graphe, plusieurs arétes distinctes peuvent avoir méme sommet initial et méme
sommet terminal. Les constructions graphe-dirigées ne sont pas définis pour ces graphes. Pour-
tant elles pourraient avoir un intérét particulier lorsque certains des compacts (les sommets du
graphes) sont isométriques, ou plus généralement homothétiques. On peut donner I'exemple de
la poussiére de Cantor, pouvant étre obtenue par une construction graphe-dirigée dont le graphe
est celui donné figure 5.1, et définie par :

= Ji= 053], o= [5:1]

Tip: (053] — 105 3] Top: (053] — 5:1]
T — %x T — %x—i—%
Typ: 31 — 51 Tip: [5:1] — 05 5]
A S e O AR

F1a. 5.1: Construction graphe-dirigée de la poussiére de Cantor.

Une construction multi-graphe dirigée consiste en :

— une séquence finie de compacts sans chevauchement de X : Jy,...,J, ou chaque J; est
d’intérieur non vide quel que soit 1 <17 < n,
— un multi-graphe orienté G de sommets 1,...,n oi le nombre d’arétes de ¢ a j est noté p;;.

Si pij > 0, on définit p;; similitudes T{; j) , ot 1 < k < p;; de ratio {(; ;) ;. De plus,

— pour tout 7, 1 <14 < n, il existe j tel qu’il y a au moins une aréte de sommet initial i et
de sommet terminal j,

— pour tout i, {T(; ;) x(J;) ; pij > 0 et k varie de 1 & p;;} est une famille sans chevauchements
et

Ji > UU T ).k (7))
i) k

ot I'union est faite sur ’ensemble des couples (i, j) tels que p;; > 0 et k varie de 1 a p;;,
— i (i1,...,9g4+1 = 11) est un circuit de G ot ey, .. ., €4 sont les arétes du circuit, et ¢1,. .., 1,
sont les ratios des similitudes associées & ces arétes, alors
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q
H tr < 1.
k=1

Nous voulons évidemment retrouver les méme théorémes pour des constructions multi-graphe-
dirigées. La remarque suivante va permettre de se ramener & un graphe classique.

On considére une construction multi-graphe-dirigée; Ji,Jo,...,J, sont les compacts sans
chevauchements et d’intérieurs non vide, et G est le graphe de construction. On suppose que G
est un multi-graphe dans lequel il existe un unique couple (i,j) de sommets tels que p;; > 1
et p;j = 2. Pour simplifier, on prendra ¢ = 1, j = 2. On notera simplement 7{; ;) la similitude
associée a l'aréte entre i et j pour (i,7) # (1,2), et T3 )1 et T(19)2 celles associées aux arétes
allant de 1 a 2.

Soit f une isométrie de X telle que pour tout 1 < i < n Jo, = f(J2) et J; sont disjoints. On
définit alors la construction graphe-dirigée suivante.

Ji,Jo = Joy, Joy, J3, ..., Jy est un ensemble de compacts sans chevauchements et d’intérieurs
non vide. On note e et f les deux arétes de 1 & 2 dans G : T{y 9),1 et T{y 22 leurs sont respective-
ment associées. Pour tout 1 < i < n, I; désigne ’ensemble des arétes entrantes dans le sommet
ide G. On note I3 = IL\{f}, I3 = {f} et I} = I; si i # 2 : & est la partition de Eg résultante.
Le nouveau graphe de construction Gay = GI?1 est 1'éclatement de G selon 2.

G99 a pour sommets 1,21,29,3,...,n; la similitude associée a une aréte allant de ¢ a j, ou
i,j # 21 et i,j # 29, dans Gz est 1(; ;) (la méme que celle de G).

Il n’y a qu'une seule aréte de 1 a 21 et on lui associe la similitude Ty 5,) = {1 2),1- Les similitudes
associées aux arétes de i a 21, avec ¢ # 1 sont T{; 9,y = T{(; 2). Une aréte de 2y & j a T(y, ;) = T(o
pour similitude associée.

Le sommet 25 n’a qu’une seule aréte entrante et elle vient de 1; la similitude associée est
T2, =T,2)20° f~1. Une aréte de 25 2 j a T(2,,5y = [ o T(2,;) pour similitude associée.

J)

G99 n’est pas un multi-graphe. On peut donc appliquer les théorémes principaux & cette con-
struction. Notamment, il existe un unique vecteur de compacts (Ki, Ks,, Ko,, K3,..., K,) de

n
J1 X Joy x Jo, x [ #(J;) vérifiant, pour tout 4,
i=3

Ki= U T(Kp).
(4,)€Ga2

n
De plus, par construction, Ks, = Kj et Ko, = f(K2). On note Ko = K; U Ko, U Ko, U (|J K;).
i=3
On revient a la construction utilisant le multi-graphe G'. On peut maintenant affirmer que le
n
vecteur de compact (K1, Ko, ..., K,) de [[ 2 (J;) vérifie, pour tout 1,
i=1
Ki= U T;(K;).
(i,J)€G
L’unicité de ce vecteur est assuré par 'unicité du vecteur de la construction utilisant Goo. On
n
note K = | K.
i=1
En ce qui concerne la dimension, puisque Ko, = f(K3) avec f une isométrie, alors dim(Ks,) =
dim(K3). 1l nous suffit alors de se reporter a la propriété 5.1.1 pour conclure que dim(K) =
dim(Kp). On rejoint ainsi les résultats du paragraphe 1.2.3 (page 33).

Pour conclure sur la validité des constructions multi-graphe-dirigées, il nous reste a remarquer
que tout multi-graphe peut étre transformé, par une série d’éclatements élémentaires comme celui
que nous venons de décrire, en un graphe (i.e non multi-graphe).



5.2 - Un espace métrique adapté 7

Matrice d’incidence et multi-graphe

Le paragraphe précédent nous permet de calculer la dimension de 1’objet construit en passant
par une construction graphe-dirigée plus "compliquée" (au sens du nombre d’état du graphe);
cela signifie notamment qu’on étudiera le rayon spectral d’une matrice plus grande. Le but de ce
paragraphe est de définir correctement une matrice d’incidence pondérée pour un multi-graphe,
afin de pouvoir calculer son rayon spectral, et obtenir ainsi la dimension de I'invariant de con-
struction.

Si G est le multi-graphe d’une construction graphe-dirigée. A chaque aréte est associée une
similitude T; ;)5 de ratio ¢(; j) - On note Mg la matrice d’incidence de G et définie comme en
1.2.3 (page 33) :

MoGid) = X p(o)

ot O; est I’ensemble des arétes sortantes de 7, I; est ’ensemble des arétes entrantes dans j, et
p(e) est le ratio de la similitude associée a e.
La matrice d’incidence pondérée par o de G est notée Mg («), on

Mg(a)(i,j) = 32 (p(e))*

eGOlﬂIj

I1 faut noter que généralement, Mg (a)(i,j) # (Ma(i,7))“.

5.2 Un espace métrique adapté

5.2.1 Produit libre de copies de R

R * R désignant le produit libre de deux copies de R, on note, pour k un entier naturel, %*
le produit libre R * - - - x R de k copies de R.

Propriétés 5.2.1 %" est un groupe dans lequel tout élément t (différent de l'origine) a une
unique écriture réduite (finie) xé“xil .. xf]q, avec

—pour 0<i<gq,0<xz;, <k-—1 ett; est un réel non nul,

—pour 0<i<q-—1, z; # 11,

— lorigine est notée O.
Dans la suite, on se permettra souvent de confondre un point de Z* avec une de ces écritures

(pas forcément réduites).

On définit alors %> I'ensemble constitué des mots {0 x5 . .y (¢ > 0) vérifiant les pro-

priétés ci-dessus, ou les z; peuvent prendre n'importe quelle valeur de IN, et de l'origine. Cette
notation distingue implicitement les copies de R, bien qu’elles jouent le méme role; la copie j
sera noté R;. Désormais, lorsqu’on fait référence a Z* sans plus de précisions, k peut prendre
toutes les valeurs de IN* ou oo.

On définit la distance d invariante par multiplication a gauche sur Z* telle que tout point
zPxt 24 (en écriture réduite) est a distance [to| + [ty |+ - -+ |tq| de Porigine. L’¢lément inverse
de t = xfPxlt .. xtr est Iélément 7! = 2t ... 27" ™. Si s et ¢ sont deux éléments de Z2F,
on obtient de I'invariance par multiplication & gauche que d(s,t) = d(O, s~ 1t); Pécriture réduite
de s~'t permet alors d’obtenir la distance de s & t. 2 muni de cette distance est un arbre réel.
En particulier, il n’existe qu’un unique arc reliant deux points quelconques de Z*. On appelera

souvent I’arc entre deux points s et ¢ un intervalle ou segment de %Z* et on le notera [s, t].
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Définitions 5.2.2 On note A, Uensemble des intervalles fermés "orientés” de Z* d’une des
formes suivantes :

to th—1 s to th—1 t
oo T xg xSy F g
to t to tn ol
- lxg oy, xg oz

to tn pbnt1 to t
S N o T S

On dira de ces intervalles qu’ils sont inclus dans une copie de R ; le premier est inclu dans
Ry, , les deux autres sont inclus dans Ry, , ;.

Le terme "orienté" signifie qu’on distingue 'intervalle [t,s] de Uintervalle [s,t] dans Ag. Ay est
l’ensemble des intervalles "orientés” inclus dans une copie de R.

Définition 5.2.3 Soit {, une application de Ay dans Ay telle que
(o ([0,01) = [2f0 ... :Ut”_llxs", T ... x;"_lle{i]

Dans le cadre de cette définition, on autorise les cas ot s, = 0 ou (exclusif) t, = 0. On dit
que (o est une similitude de Ay, si elle vérifie, pour tout [s,t] € Ay, ot s™'t = jP (p € R* et
0<j<k—1sik finietjeN sinon),

tn— n tn— n
Calls,t]) = [s/,¢] = [syb® .ybm T b syb b ]

avec, pour tout 0 < i < n, y; — x; = jlk| (ces écritures ne sont pas forcément réduites).

Le rapport dd((s;’g) est indépendant de lintervalle [s,t] ; c’est le ratio de la similitude.

Propriété 5.2.4 Donner l'image de [O,0'] suffit a définir une similitude de Ay de maniére
unique.

5.2.2 Complété métrique de Z*

On notera Z* le complété métrique de Z*. En plus de %", Z* contient tous les mots t =

xxt .. .xbr ... infinis & droite ot pour tout n € N, xf ...zt € Z*, et tels que Y |t,| existe

n>0
et est finie. Z* est un arbre réel.
Si s est un point de %Z*, alors ﬁ\ {s} est composée de 2k composantes connexes si k est fini,
et une infinité sinon ; on notera Cn(t) celle qui contient le point . Si s est un point de ﬁ\%k
alors 2% \ {s} est connexe.

Définition 5.2.5 Si s et t sont deux points de %, on note

Cn(s,t) = (Cng(t) N Cny(s)) U{s,t}.

Distance de Hausdorff. On munit ’ensemble des parties d@ de la distance de Hausdorff
associée a d (cf. définition 5.0.7). Cette distance est notée §. (2%, d) étant complet, ’ensemble
des compacts non vide de Z* est complet pour 6.

5.2.3 Ensemble des arbres réels compacts

Définition 5.2.6 On notera enfin 7% Uensemble des compacts connexes non vides de R

Les éléments de 7% sont des arbres réels.

Proposition 5.2.7 (7%, §) est complet quel que soit k € N*, ou k = oc.
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Preuve Soit (T),), une suite de Cauchy d’élements de T*. Tout élément de T* étant un
compact de Z*, et l'ensemble des compacts de Z* étant complet pour la métrique de Hausdorff,
il existe un compact T limite de la suite (T},)y,.

Il s’agit maintenant de vérifier que T' est connexe. On suppose qu’il ne l'est pas; il existe
Py, Py deux compacts de Z* et € > 0 tels que T = Py U Py et §([Py]e, [P2]e) > 0. Il existe ng tel
que pour tout n > ng, 6(T,,,T) < €. On déduit de la connexité des T, que pour tout n > ng,
Ty, € [P1]e ou (exclusif) T,, € [Pa]e, ce qui est impossible. O

5.3 Substitutions sur des arbres réels

5.3.1 Substitutions

Soit A un alphabet. Pour tout élément a de A, soit j, un élément de IN*, et soit © = {(aj);a €
A,1 < j < jq} un nouvel alphabet. On définit un ensemble {(yj;a € A,1 < j < j,} de similitudes
de Ay, de ratios rq; vérifiant, pour tout a € A :

= 0 <7y pour tout 1 < 5 < g,

— U ¢ ([0,0Y) est un élément de 7% qui contient les points O et 0,

1<j<ja
- il_(]e;ci]ste 1 <4,5 < j, tels que
- Cai([0,0l]) = [Sm’,tm’] et O = Sq; OU O = tm',
- Caj([0,0l]) = [Saj,taj] et 01 = Sqj OU 01 = taj,
~ pour tout 1 < i < j < ja, (i([0,0']) et intérieur de (,;([O,0']) sont disjoints et inverse-
ment.
On note maintenant (, la fonction de A, dans 7% définie par

G([0,0) = U  G;([0,0).

1<j<ja

Remarque 5.3.1 Si [s,t] est un élément de Ay, on peut également le voir comme une partie
de Z#*. On confondra les notations en gardant a Uesprit que [s,t] et [t,s] sont différents en tant
qu’éléments de Ay, mais égauz en tant que parties de ZF.

Remarque 5.3.2 L’intervalle J est inclu dans (,(J) quel que soit J € A.

Sous-shift de type fini associé a la substitution. On considére un sous-shift de type fini
Y¢ sur l'alphabet © vérifiant :

V(aj) € ©,3'be A ; V1 <i < gy, (aj)(bi) € X¢.

Pour toute lettre (aj) de ©, on note Cy; le cylindre constitué des mots de 3¢ commencant par

la lettre (aj) et Cp = |J Cgj.

1<j<Ja
Enfin, on suppose 'existence d'un entier h € IN tel que, pour tout mot xyxa... ) de ¢, si
Cap, © 0 (e, ([0,01]) = [s,], alors d(s,t) < 1. La propriété importante est la stricte inégaliteé.

Définition 5.3.3 La donnée du sous-shift de type fini et des applications (a1, ..., Caj, pour tout
élément de ['alphabet A constitue la substitution d’arbre réel notée (.
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5.3.2 Sous-shift de type fini d’une substitution

¢ est une substitution sur un alphabet © = {(aj);a € A,1 < j < j,} ou A est également
un alphabet. ¢ est le sous-shift de type fini associé¢ a la substitution. Pour fixer les idées, on
"ordonne" © en écrivant : © = {s1,52,...,5,} 0Ol g = Y Ja.
acA
On définit alors la matrice M¢ = [m; jli<ij<q 00 m;; vaut 1 si s;s; est un mot de ¢ et 0
sinon. La matrice dépend évidemment de 'ordre donné a © ; nous ne nous intéressons cependant
qu’au spectre de cette matrice, qui n’en dépend pas.

Propriété 5.3.4 M, est de rang au plus #(A).

Cette propriété découle directement de la définition du sous-shift de type fini;
V(aj) € ©,3be A; V1 <i < gy, (aj)(bi) € X¢.

On note L, le vecteur ligne de longueur ¢ dont la k-iéme coordonnée est 1 8’il existe h, 1 < h < j,
tel que s = ah et 0 sinon. Les éléments L, sont linéairement indépendants et chaque vecteur
ligne [my, 1,mp2,...,my 4] de M est égal & un des L.

5.3.3 Substitutions bornées et simplement bornées

Soient A = {a}, © = {(al), (a2), (a3)} et ¢ la substitution de %? définie par
- ¢u((0,0) = [0,07)
- CGQ([Ovol]) = [017011]7
- <a3([0’01]) = [0,1z],
— X¢ est le full shift sur ©.
Par définition des similitudes,

Ca?) o CaS([Oyol]) = [0,0i] (- Cal o Cal([0,0l]) = [0,0%].

On essaiera par la suite d’éviter ce genre de chevauchements. On se reporte a la définition des
similitudes (5.2.3). On constate que cette définition dépend de I'espace % choisi. Ainsi, si on
définit la substitution ¢ ci-dessus dans %2, on aura notamment (.3 o (,3([0,0']) = [O, Qi]. Ev-

idemment, dans ce cas, le probléme va se reproduire ; il va méme se reproduire quel que soit le
Z* choisi si k est fini.

On remarque que si une substitution est définie dans %% (k fini), alors on peut la définir dans
Z" pour tout h > k et dans £ ; on définit donc les substitutions bornées.

Définition 5.3.5 Soit ¢ une substitution sur Z*. On dit que ¢ est une substitution bornée
par k si pour tout n € IN* et pour tout couple (x1...%n,y1...Yyn) de mots distincts de 3¢,
e 0000 (e, ([0,01) €t ¢y, 0+ 0y, ([0,01]) sont dintérieurs disjoints.

C est simplement bornée par k, si (,([0,0']) C Cn(O,0') quel que soit a € A.

Par la suite, si ¢ est bornée par k, on préférera définir ¢ dans espace %", ol h est le plus petit
entier pour lequel ( est encore bornée par h. Si ( n’est bornée par aucun entier, on définira ¢
dans Z°°. On note cependant que les résultats qui suivent restent valides méme si on ne choisit
pas correctement ’espace de définition.
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5.3.4 Propriétés des substitutions

¢ est une substitution d’arbre réel définie dans Z*, ou k est soit un entier > 1, soit co. On
utilise les méme notations que précédemment pour le sous-shift de type fini et les similitudes qui
constituent (.

Proposition 5.3.6 Soit a une lettre de A, Jy un élément de Ay, et pour tout n € N, Ju, =
U G, o0, (Jo). Alors (Jan)n est une suite de Cauchy de T*.

1. 27 €Cq

Remarque 5.3.7 La remarque 5.3.2 étant vraie pour tout a, on en déduit que Jon C Jyny1)-
De plus, Juy est conneze par définition.

Preuve On suppose Jy de diamétre 1. r,; est le ratio de la similitude (4. d est la distance sur
H* et § est la distance de Hausdorff associée.

On note r = (m%(raj). Par définition des substitutions, il existe un entier h vérifiant :
aj)e
Voi1za...xp € B¢, Gy 0 0 Gy ([0,01]) = [s,t] avee d(s,t) < 1;

on se permettra donc de supposer que r < 1.

Soit x1...x, € X¢; quel que soit le mot x1...T,2nq1 de X¢, (ppypy © 0 (o (Jo) est de
diameétre inférieur a Ir" L. Si o est l'élement de A tel que pour tout 1 < j < jo, 1...75(f)
est un élément de X¢ alors en notant jpa. = rgleaj(ja, l'inégalité

5(Carn 0---0 Cm(JO)a Ca © Carn ©0--+0 Cm(‘]o)) < jmaxlrnJrl-

est vérifiée (5.3.2), ce qui donne l'inclusion

Ja(n+1) C [Jan]jmazlrn+1
On déduit finalement de la remarque 5.5.7 que

5(Jan7 Ja(n—f—l)) < jmaa:lrnJrl-

La suite (Jan)n est donc une suite de Cauchy d’éléments de T*. O

Théoréme 5.3.8 Soit ¢ une substitution de % (k entier > 1 ou 0c0). Pour tout a € A, et pour

tout J de Ay, on note Jyp, = U Ce,, ©+ 0y 0 Cyy(J). Alors il existe un arbre réel non
2122...2n€Cq

vide compact de T%; J, = lim Jg,.

n—-+o00

Preuve La proposition 5.3.6 assure que (Jun)n est une suite de Cauchy de T* ; par la propo-
sition 5.2.7, (T*,6) est complet et J, € TF. O

Si ¢ est une substitution simplement bornée, alors pour tout a € A et [s,t] € Ak, (a([s,t]) C
Cn(s,t). De plus, Cn(s,t) est fermé.

Propriété 5.3.9 Soit ( une substitution simplement bornée et [s,t] un élément de Ay. Alors :

Va € A, lim U ¢, o008 ([s,t]) C Cn(s,t)

n—o00
1.2, ECqy
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5.4 Etude des compacts limites

Le but de cette section est de montrer que le vecteur de compacts associé & une substitutions
d’arbre réel est I'invariant d’une construction graphe dirigée dont nous donnons la définition.

Dans cette section, ¢ sera une substitution d’arbre réel de %* sur un alphabet A, © est
lalphabet {(aj);a € A,1 < j < jo}, X¢ est le sous-shift de type fini de © associé a ¢, M, sa

matrice d’'incidence, et C, = |J Cgj. On supposera que 'espace H* est correctement choisi
1<j<a
(cf. paragraphe 5.3.3).

Définition 5.4.1 On définit le graphe pondéré H: associé¢ au shift X¢ :
— les éléments de © sont les sommets de H.
— il y a une aréte de (ai) a (bj) si (at)(bj) € .
— si e est l'aréte de (ai) a (bj), alors e est pondérée par p(e) = (pj.

On note G¢ I'amalgamation (entrante pondérée) de H selon la partition maximale. La matrice
d’incidence de G¢ est Mg .

Propriété 5.4.2 Le nombre de sommets de G est inférieur ou égal au cardinal de A.
Le nombre d’arétes de G¢ est inférieur ou égal au cardinal de ©.

Soit & la partition maximale de H¢, et P € 2. Pour un certain a € A, tout élément de P

a exactement j, arétes sortantes, et ces arétes sont colorées (q1,...,Cq5,- On appelle alors a le
sommet de G¢ obtenu apreés amalgamation des sommets de P.

On suppose que {1,...,p} C A est 'ensemble des sommets de G¢ et on choisit p éléments
[s1,t1], .-, [sp, tp] de Ay, vérifiants pour tout 1 <14 < j <p, d(s;,t;) = d(sj,t;) > 0. On construit

les p compacts K1, Ko,..., K, de Tk définis, pour 1 < i < p, par
K; = lim ( U CznO"'OCxQOCm([Siati]))'

n—+00 T122...2,€CY
On supposera que les intervalles [s;,¢;] sont assez éloignés pour que les K; soient deux a deux

disjoints.

Définition 5.4.3 Pour toute aréte e de G, sii(e) = a, t(e) = b, p(e) = (o, on définit la
fonction T(g’j comme 'unique homothétie de Z* vérifiant

Tc?j(Kb) = lim ( U G © 0 Cay © Cay (Caj([8artal)))-

n—+o0 r122...2n€CY

On remplace les colorations des arétes de G¢ ; si une aréte de a vers b était colorée (,;, elle
est maintenant colorée Tfj- On remarque que le ratio de T é’j est 745 (celui de (q;).

p

Proposition 5.4.4 {K;,...,K,} est l'unique vecteur de compacts de [] # (K,) tel que pour
=1

tout a, ‘

Ka= U T;}(ij) ot pour tout 1 < j < jo, (a,b;) est une aréte colorée T(f;,
1<j<a

Preuve L’égalitée K, = | T(f; (Kyp,) est vérifice pour tout a par définition des T(f; On a
1<j<ja
donc définit une construction (multi-)graphe-dirigée et on peut conclure. [

P
On notera K = |J K.
=1

1=

Soit G¢(c) le graphe pondéré défini par :
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— l'ensemble des sommets de G¢ () est celui des sommets de G,
— pour toute aréte e de G¢, i(e) = a, t(e) = b, p(e) = Té’j, Varéte eq, i(eq) = a, t(eq) =,
p(e) =rg; (ol rq; est le ratio de Tfl’j) est une aréte de G¢(a).

G¢(a) est alors un graphe a pondération réelle, et on note Mg (a) sa matrice d’incidence
(pondérée), comme définie en 1.2.3 (page 32). Pour tout sous-graphe F' de G fortement connexe,
on définit F'(«) de la méme maniére : Mp(«) est sa matrice associée. On note alors ap 1'unique
réel tel que le rayon spectral de Mp(ap) soit 1.
Alors la dimension de Hausdorff de K est o = max{ap; F' € SC(G¢)} ou SC(G¢) est 'ensemble
des sous-graphes fortement connexes de G¢.

On déduit la propriété suivante de la propriété 5.1.1.

Propriété 5.4.5 Si la matrice d’incidence Mg ¢ de G¢ est primitive, alors les dimensions des
compacts K; et celle de K sont égales.

On pourra se reporter & la propriété 1.2.10 (page 30) et a la proposition 1.2.11 (page 30) pour

une condition sur la matrice d’incidence de X.

5.4.1 Exemple

Soit A = {a,b} un alphabet, et ¢ une substitution d’arbre réel sur %2. On a représenté sur
la figure 5.2 les images par (, et ¢, d'un élément X de Ao. Les fonctions (, et (j sont définis

par (o(X) = U Cui(X)et G(X)= U G (X), ot les (q; et (p; sont des similitudes de Ay de
1<i<5 1<5<3

ratios r; et 1 telles que
¢u((0,0") = [0,03]
€a2([0,0']) = [05,05]
Cs([0,0') = [0",0%]
Ca([0,01) = [0515,05]
¢s(10,0') = [03,05173]
w([0,0') = [02,0]
G2([0,01) = [0%,0]
Gs([0,01) = [02,02171]

Suivant la figure 5.2, on a

Ca1 (X)= [z, 21]
Caa (X)=[22, 21]
Co1(X) = [25, 2]

Ca2(X)=]21, 23]
Cas(X) =23, 24]
G2 (X) = [25, Y]

Ca3(X)= [y, 23]

Co3(X) =25, 26]

1 1 1
De plus, 141 = 742 = 743 = Tad = Ta5 = 3, Tb1l = Tp2 = 3, €6 1p3 = 7.

La matrice du shift de type fini est donnée ci-dessous.

al
a2
a3
a4
ad
b1
b2
b3

al a2

—_0 O OO =
_— 0 O O O = =

a3

_ O O O O =

ad ab bl b2 b3

_ o O O O = = =
—_0 O OO = ==
O = = == O OOO
O = === 00O
O = = == O 0OO
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Ca(X) -

zZ4

G(X) ; b

<6

FiG. 5.2: Exemple de substitution d’arbre réel.

¢ est maintenant complétement définie. On note alors K,, Kj, et K les compacts
- Ko, = lim ( U Cin © 7+ 0 G © G2, ([0, 0M)),

n——4o00
100 i xo.zn€C,

- Kb: lim ( U Czno"'OCIzOCI1([02503]))7
n—+00 z123...2,€C)

- K=K,UK,.

Le graphe H. associ¢ au sous-shift est un graphe a 8 sommets et 32 arétes, c’est-a-dire
un peu lourd & représenter. Par ailleurs, puisque c’est un graphe et non un multi-graphe, sa
matrice d’incidence, M, suffit & le décrire; le poids d'une aréte entre (ai) et (bj) sera (p;. On
représente donc directement le graphe G, amalgamation de H selon la partition maximale
P ={{al,a2,a3,b3},{a4,ab,bl,b2}}.

Cat Cad Cp1

F1G. 5.3: Amalgamation maximale de H,.

Le graphe G¢(a) est le méme que G¢ a pondération prés; si une aréte est pondérée par (4
dans G, elle sera pondérée par r¢$; dans G¢(«). On en déduit la matrice d’incidence de G¢(c).

« « « « «
MG,C(Q) — |: Ta1 + T'a2 + Ta3 Ta4 + Ta5 :| — |:

T3 Th T T
G est fortement connexe et le polynéme caractéristique de Mg () est
X2 = (3(3)" + 20X +6(3)° —2(h)"

Si ®(a) est le rayon spectral de Mg (o), le théoréeme 5.1.3 (page 74) assure l'existence d’un
unique [ tel que ®(5) = 1. 3 est la dimension de K. 3 est 'unique réel vérifiant

5 (B +23)) + \/(3(%)5 +2(3)%)? —4(6(5)° — 2()?) ) =1

Enfin, K, et K sont également de dimension .
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5.5 Substitutions d’arbre simplicial et réalisations

5.5.1 Reéalisations

11 sera parfois utile de définir une substitution d’arbre réel & partir d’une substitution d’arbre
simplicial. On se donne un arbre simplicial X = (Vx, Ex) fini de .#(A), et on suppose que k est
le degré maximal des sommets de X.

Définitions 5.5.1 Un arbre T de T est une réalisation de X s’il existe une fonction injective
v:Vx — %" telle que
- si (x1,m2,a) € E,, alors [v(xy1),v(x2)] est un élément de Ay,
- si(x1,22,a) et (y1,y2,b) sont deuz arétes distinctes de X, alors |v(z1),v(ze)[Nv(y1), v(y2)[=
@,
— T est l’enveloppe conveze de v(Vx).
v est la fonction de réalisation.
Une substitution d’arbre réel ¢ est une réalisation d’une substitution T de .7 (A) si pour toute
lettre a € A,
~ (a([0,01Y) est une réalisation de 7(X,) (avec Xoq = ({x1, 22}, {(21,29,a)})), avec vo(x1) =
O et vy(x9) = 0 (011 v, est la fonction de réalisation de 7(X,)),
— Ja (le nombre de similitudes de Ay qui constituent () est égale au cardinal de Ey (x4
— quel que soit 1 < j < jo, si (4;([0,0') = [s,8] et que (v, '(s),v, 1(t),b) € Ex, alors pour
tout 1 < i < jy, le mot (aj)(bi) est un élément de X¢ (et réciproquement).
Dans ce cas, pour tout n € IN, et pour tout a € A, larbre U e, © -0 (a0 Gy ([0,01)

r172...2n €Ca
est une réalisation de 7" (X,).

Si on reprend ’exemple du paragraphe précédent, ¢ est une réalisation de la substitution 7 définie
sur .’({a,b}) représentée sur la figure 5.4.

F1G. 5.4: Substitution d’arbre simplicial associée & (.

5.5.2 Choisir la bonne métrique

Lors de la réalisation d’une substitution, il faut notamment choisir les ratios des similitudes
qui constituent la substitution d’arbre réel. On s’interesse ici a une réalisation particuliére (qui
n’existera pas toujours). On se donne une substitution d’arbre simplicial 7 de .#(A) et une

réalisation (. Par définition, L, = U Ce, O+ 0 (ay 0 (2 ([0,01]) est une réalisation de
r129...2nEC,
7"(X,) quel que soit n € IN; on note v, la fonction de réalisation.
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Définition 5.5.2 Une réalisation ¢ vérifiant
Vn € IN,Va € A,34; (y, 2,a) € Ern(x,) = dv(y),v(2)) =la

est dite 1déale.

Soient (M) et ¢(@ deux réalisations de 7, ou pour tout a € A, uél) (resp. u,ﬁz)) est la fonction de

réalisation telle que (C(Ll)([O, 0') (resp. (52)([0, 0')) est enveloppe convexe de I/((ll)(VT(Xa)) (resp.
VC(LQ)(VT(XQ))) (avec X, = ({z1, 22}, {(x1,22,a)})). On dit que deux réalisations ¢(V) et ¢(?) sont
isométriques si pour tout a € A, et pour toute aréte (x,y,b) de 7(X,), d(ygl)(x),ygl)(x)) =
d(yc(f) (w),uéz) (x)). On va donner une condition nécessaire et suffisante sur une substitution 7
primitive, pour qu'il existe une unique (& isométrie pres) réalisation idéale; on donnera égale-
ment les ratios des similitudes de (.

Soit 7 une substitution d’arbre simplicial de .#(A). Pour tout a € A, on note X, =
({y, z},{(y, z,a)}), et on définit I’application

Kk : AUA — A
a — a sia€ A
a — a sia€ A

On rappelle que pour tout arbre X de . (A), vx : Vx x Vx — (AU A)* est la fonction chemin
de X (cf. paragraphe 4.1.1 page 60).

Définition 5.5.3 La substitution tronc de 7 est la substitution (morphisme de monoide) o,
définie pour tout a € A par

UT(a) = K‘(WT(XQ)(?/’ Z))
La matrice trone de 7 est la matrice d’incidence de o .

On rappelle qu’'une substitution o (morphisme de monoide) est primitive sur un alphabet A si
pour tout a,b € A, il existe un entier k tel que b est une lettre du mot o*(a).

Définition 5.5.4 Une substitution o : A — A" est dite sous-primitive s’il existe un unique
ensemble o C A tel que

— la restriction o : o — o™ est primitive,

— pour tout élément a € A\ «a, il existe un entier k tel que o*(a) est un mot de .

La suite de ce paragraphe est consacré & démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 5.5.5 Soit 7 une substitution d’arbre simplicial primitive de .#(A), et o, sa substi-
tution tronc. Il existe une unique (a isométrie prés) réalisation idéale de T si et seulement si o,
est sous-primitive.

Une extension du théoréme de Perron-Frobenius

Soit 0 : A — A* une substitution sous-primitive sur un alphabet A et soit a ’ensemble
maximal (pour l'inclusion) sur lequel o est primitive. On note M, la matrice d’incidence de
o et Méa) la matrice d’incidence de la restriction de o & «. Le théoréme de Perron-Frobenius
s’applique sur M(E-a) et on note A la valeur propre dominante.

Propriété 5.5.6 \ est la valeur propre dominante de M,. X est une valeur propre simple et
admet un unique (4 homothétie prés) vecteur propre a gauche strictement positif.
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Le vecteur ratios

7 est une substitution de .(A) et pour tout a € A, on note j, le nombre d’arétes de 7(X,),
avec X, = ({y, 2}, {(y,2,a)}). Si C est une réalisation de 7, alors ¢ est constituée des similitudes
Cajr a € Aet 1 < j < j, et on note ry; leurs ratios.

On suppose que la substitution tronc o, est sous-primitive et que A est la valeur propre
dominante de sa matrice d’incidence M;. On suppose que A = {1,2,...,d}; pour tout 1 <i <d,
on note My(i) le vecteur obtenu en prenant la i-éme colonne de M; et on définit le vecteur ratios
V; associé a i tel que

— V; est un vecteur propre & gauche pour A de la matrice tronc de 7,

- ViM(i) = 1.

Théoréme 5.5.7 Si 7 est une substitution de #(A) primitive et que la substitution tronc o,
associée o T est sous-primitive, alors ¢ est une réalisation idéale si et seulement si pour touti € A,
et pour tout 1 < j < j;, on a rij = Vi(k), ou k est l'unique lettre de A telle que (ij)(kl) € .

Par la suite, on note V' la matrice dont la i-éme ligne est exactement V;. L’élément de V & la
ligne ¢ colonne j sera noté \A;;.

Preuve des théorémes 5.5.5 et 5.5.7

On va montrer les théorémes 5.5.5 et 5.5.7 en méme temps. 7 est toujours une substitution
de #(A) primitive et ¢ est une réalisation de 7. On suppose que o, est sous-primitive. M; est
la matrice tronc, et V' est la matrice définie précédemment. On commence par montrer que si
rij = \ij pour tout 7 € A et 1 < j < j;, alors ( est idéale.

Pour cela, on va montrer la propriété (suffisante) suivante : si ji,...,jr sont des éléments

de A, alors th A = )\*(k*2))\jljk_ Il suffit de montrer que pour tout ji,j2,j3 € A,
1<h<k—1

NivjaNjajs = A1}, j, et une éventuelle récurrence nous permettra de conclure. On commence par
remarquer que pour tout ¢ € A, V;M(i) = 1 = A\; (puisque V; est un vecteur propre a gauche

JhIh+1

pour ). De plus, pour tout i,5 € A, V; = )\—”V] On obtient ainsi, pour ji, jo,j3 € A,

73
= Vi = AN Vis,

= Vi = M2 Vie = AN ANz Vis.

et finalement Aj, j, Ajyjs = A7 Aj, js-

I faut maintenant montrer que ( est la seule (isométrie preés) réalisation de 7. On a supposé
la substitution 7 primitive ; quitte & travailler sur une puissance, on va en plus supposer que pour
tout 4,7 € A, il existe une aréte colorée j dans 7(X;) (X; = ({y,2},{(y,2,7)})). Une premiére
remarque que l'on peut faire, est que si deux similitudes (;;, et (;;, sont telles qu’il existe un
unique élément k € A pour lequel (ij1)(k1) et (ij2)(k1) sont des éléments de ¢, alors ryj, = 745, ;
on note désormais 7;; ce coefficient. De plus, si ¢ est idéale, alors pour tout i,j € A, il existe
un réel l;; tel que pour tout ji,jo,...Jkx € A, le produit niynj; I My, est égal a ;.

1<h<

Notamment, [;; = mjn;?j = nfimj; on en déduit donc que pour tout i,5 € A, 7;; = n;;. On
remarque de plus que 7;;nj; = 02 = n?j.

On note W; = [ni1 mi2 ... mig) pour tout i € A. Quels que soit 7,7, k,h € A, les égalités
suivantes sont vérifiés.
Nih _ Min . i 7 Nik _ Tk
MejMih = MkiMlih & == = —— & L = Ly S nanjn = Njpnn < — = —
Mki  Tkj ki Nkj Mjk ik
et on en déduit que W; et W, sont colinéaires.

Par définition de la substitution d’arbre et de la matrice tronc, 'équation W; M, (i) = 1 est
vérifiée pour tout ¢ € A et par colinéarité, M _ g pour tout 7,5 € A. On obtient finalement

Nji Njj
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Wi My(j) = g ; Wi est donc un vecteur propre & gauche strictement positif associée & la valeur
jj

propre 171_11. M, étant primitive, A (sa valeur propre dominante) est la seule qui admet un vecteur

propre strictement positif, et on a donc nﬁl =\

On suppose maintenant que la substitution tronc n’est pas sous-primitive. On suppose 1’ex-
istence d’une réalisation idéale, et on reprend le raisonnement et les notations utilisé pour la
démonstration de 'unicité dans le cas sous-primitif. On a obtenu pour tout i € A un vecteur
propre & gauche strictement positif W; de la matrice My ; W; est associé a la valeur propre 771_11
et les W; sont colinéaires. Si o, n’est pas sous-primitive, alors il existe une partition {oq,..., ap}
de A telle que pour tout 1 < i < p, la restriction de o, & «; est sous-primitive. On peut as-
socier & chaque a; la matrice d’incidence de o, sur «;. Deux cas peuvent alors se produire. Si
2 de ces sous-matrices ont des valeurs propres dominantes différentes, alors il n’existe aucun
vecteur propre a gauche de M; strictement positif, et on contredit I'existence de la réalisation
idéale. Si toutes les sous-matrices ont méme valeur propre dominante, le sous espace propre est
de dimension > 1. Il existe alors une infinité de réalisation idéale.



Chapitre 6

Constructions de cceurs compacts par
substitutions d’arbre

Soit A un alphabet et A* le monoide libre engendré par A et AN ’ensemble des mots infinis
unilatéraux indicés par IN et A% I’ensemble des mots bi-infinis pointés indicés sur Z. L’application
shift est notée S, aussi bien AN que sur A%. Si o est une substitution primitive, alors o engendre
les deux systémes dynamiques (QF,9) et (©2,9), avec QT C AN et Q C A%. Si o est une
substitution inversible, alors elle s’étend naturellement en un automorphisme du groupe libre
muni de la base F'(A).

Etant donné un représentant topologique train-track sur un graphe G de o~
dans le chapitre 2 (section 2.3) une méthode pour construire un arbre réel 7' pour lequel

— F(A) agit sur T de maniére non-triviale, minimale, les stabilisateurs d’arcs sont triviaux,

— il existe n > 0 et une homothétie H : T' — T de facteur n telle que

o Y (w)H = Hw

1 on a donné

pour tout élément w de F(A),
— D’action est a orbites denses si n > 1.
On se placera dans le cas > 1, afin de pouvoir construire l'application @ : OF(A) — T U
OT définie au chapitre 2 (section 2.3.1). L’ensemble Q(Q1) a un intérét particulier. C’est un
ensemble auto-similaire sur lequel on peut définir un échange de domaines. Il est également a
rapprocher de I’ensemble limite défini dans [8]. L’objectif de ce chapitre est de construire Q(Q1)
par substitutions d’arbre sur deux classes d’exemples. La construction par substitutions d’arbre
fera clairement apparaitre sur Q(27) la dynamique symbolique engendrée par o, et permettra
de donner une nouvelle (et plus explicite) définition de I’application Q : Q* — T.

6.1 Premier exemple

Enoncés des résultats de la section 6.1
Soit d > 3; on définit sur A = {1,2,...,d} la substitution primitive o :

12
(k4+1) pour2<k<d-1
1

g

1
k
d

111

o engendre le systéme dynamique symbolique (27,S). o est inversible, et on note encore o
l’automorphisme du groupe libre de base A (désormais noté F,;) engendré par la substitution, et
o1 son inverse. La classe extérieure de o~ ! est notée ®; (cf. section 2.2 page 44).

On rappelle que la rose & d pétales, notée Ry, est le graphe topologique constitué d’un unique

sommet * et de d arétes (de x & %) (voir sous-section 2.2.1 page 45). ®; admet un représentant
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topologique train-track hg sur Rg. Un chemin a : [0,1] — R4 ot a(0) = (1) = * détermine un
élément < o > du groupe fondamental w1 (Rg, ) de Rq. On identifie 71 (Rg4, %) avec le groupe libre
Fy; sieest un arc de Ry, < e > est un élément de Ay U A;l. hg est I’équivalence d’homotopie
de Ry dans Ry vérifiant, pour tout arc e de Ry, < ho(e) >= o;'(< e >). On note 7 la valeur
propre dominante de la matrice d’incidence de hg. Le vecteur v = [1 n%~1 92 ... 52 5] est un
vecteur propre & gauche associé a 1. On munit Ry de la métrique telle que si e, es, ..., eq sont
les arcs de Ry, alors e; est de longueur v(i), et on construit Parbre T associé¢ & o~! (cf. section
2.3 page 47). L’action de F; sur T est & orbites denses et on définit Q : 0F; — T U 9T

On va décrire Q(Q) grace aux propriétés du systéme dynamique engendré par o. Les
chapitres 4 et 5 définissent les substitutions d’arbre. L’objectif est de montrer comment on peut
construire Q(Q) grace a ces substitutions d’arbre. On donnera deux maniéres équivalentes ; les
deux se basent sur une substitution d’arbre simplicial. La premiére méthode consiste a donner
une suite d’arbres simpliciaux et a lui associer par réalisation une suite d’arbres réels; on pourra
se reporter au théoreme 5.5.5 (page 86). L’autre approche consiste définir directement une sub-
stitution sur des arbres réels (qui sera une réalisation de la substitution d’arbre simplicial). Dans
les deux cas, la suite d’arbres réels obtenue est une suite de Cauchy (au sens de la métrique de
Hausdorff) de .7¢ et converge vers un arbre isomorphiquement isométrique a Q(2%). On note
que la seconde méthode permettra notamment d’expliciter une construction graphe-dirigée dont
Q(Q1) sera I'invariant ; on obtiendra ainsi sa dimension de Hausdorff.

On va maintenant construire une substitution d’arbre associée a o. Soit A, = {1,...,d, (d +
1),...,(2d—2)}; A, contient A, ainsi que d—2 lettres supplémentaires, dont le sens sera explicité
par la suite. Si X; est un élément de Sg(A;), X; = ({z,y}, {(x,y,i)}), ou i € A, 7 est définie
par :

- T(Xl) = Xd,

— l'image de X5 est représentée sur la figure 6.1,

- T(Xi):Xi_l Si3§i§d,

- 7(Xa41) = X1,

— T(XZ) :Xi—l Sld+2§2§2d—2

d+3<k<2d-3

7(Xo) ¢

F1G. 6.1: Substitution d’arbre associée a o.

On appelle L§ I'arbre constitué d’une racine g et de d arétes colorées 1,2, ..., d sortant de cette
racine et Ly = 7"(L§). xo est la racine de L} quel que soit n € IN. BT} est I'ensemble des
sommets de Lj ; par définition de la substitution d’arbre, pour tout n € N, BT,; C BT, ;. La
figure 6.2 illustre l'action de 7 sur L (dans le cas d = 3).

On notera 7, la fonction chemin de L. On définit le morphisme pr: (A, U A;)* — F; (ou
A ={1,...,d,(d+1),...,(2d — 2)}) tel que

k~! pour k € {1,...,d},
—pr((d+ k) =c"(17Y pour k € {1,...,d —2}.
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T T T T
29 1 )
1 3 2 4
4 3 1
Zo %;5 3 Zo %HQ 3 Zo 3 o 3
3 za 1 1 2z 3
3 2 S
9 3
" 4 1 3
S N Y s x Y s
Y2 Yo Yo
1 3 2
To T2 T2 T2
Li L L L3

F1G. 6.2: Représentation de L§, L], L3, L3 dans le cas d = 3.

Cette application explicite les d — 2 lettres de A, \ A; on va pouvoir associer des mots de Fy

aux chemins de LJ. Soit w = lirf 0"(1); on note Qg I’ensemble des points v de Q7T tels que
n—-—+0oo

S¥(v) = w (dans ce cas, v = uw avec u mot positif de Fy) ou S*(w) = v (dans ce cas, v = uw
avec u mot négatif de Fy et u~! est préfixe de w) pour un certain k.

Proposition 6.1.1 Pour tout point v = uw de QaL, il existe un unique sommet x = fo(v) de

U BT et un unique entier po minimal tel que pour tout p > po, u = P (pr(vy(xo, x))).
nelN

On remarque que L§ = 7971(X3), oit X3 est un élément de .7z(A,) dont I'aréte est colorée
2; les sommets de 7"(X2) sont de degré au plus d quel que soit n € IN. On déduit du théoréme
5.5.5 (page 86), que choisir une réalisation de Xy définit de maniére unique (a isométrie pres) les
réalisations des arbres L dans % si on impose

— deux arétes de L] de méme couleur ont deux réalisations isométriques,

— si v, est la fonction de réalisation de L;,

alors vi11(z) = vi(x).

En choisissant une réalisation de X5 de longueur de n on rappelle que 7 est la valeur propre
dominante de la matrice d’incidence de hg, représentant topologique train-track sur la rose de
o~ 1), 1a longueur de la réalisation de I’aréte de L§ colorée k est donnée par la k-iéme coordonnée
du vecteur [1 n¢=1 nd=2 ... n% q).

On note L,, 'enveloppe convexe de v,(BT)}) = BT, ; la suite (L), converge vers un arbre

réel L de 7% Par densité de |J BT, dans L et par la proposition 6.1.1, on définit la fonction fo
nelN

surjective de Q1 dans L. Pour tout z € L, 'ensemble Q(fél({x})) C T est réduit & un unique
éléement. On peut donc définir la fonction € : L — Q(Q1), qui a tout fg(v) (v € Q1) associe Q(v).

et si o est un sommet commun a Lj et L,

2d—2 (

On peut maintenant énoncer un premier résultat. o engendre le systéme dynamique (QF,5),
T est un arbre invariant de I’automorphisme o' et @ est I'application équivariante surjective
de OF,; dans T U OT associée. T est la substitution d’arbre associée a o et on peut décrire, grace
aux arbres Ly = 7"(L{), une suite d’arbres réels convergente vers un arbre réel L. Les chemins
des arbres L? nous permettent de construire une fonction fg surjective de Q+ dans L.

Théoréme 6.1.2 L’application & définie pour tout v de QT par

¢ - L — QY
fov) = Q(v)
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est une bijection isométrique.

Pour tout mot u positif de £(227), on note P, I’ensemble des mots v de QT tels que uv
appartient encore & Q7. On note p I'unique mesure de probabilité du systéme (QF,.S) (cf. sous-
section 1.4.3 page 37). Pour tout n € IN, I'ensemble des P,, |u| = n forme une partition (modulo
un ensemble de mesure nulle) notée &, de QF. Si P, et P, sont deux éléments de 2, alors on
note P, ~ P, si u(P,) = pu(Py).

Soient s et ¢ deux points de Z7. ﬁ\ {s} est composé de 2d composantes connexes ; on note
Cns(t) celle qui contient ¢ et

Cn(s,t) = (Cns(t) N Cny(s)) U{s,t}.

On rappelle que BT, est I’ensemble des points de branchement et des points terminaux de L,.
Soient s et t deux points de BT),; on dit que [s,t] est un arc simple si |s, ¢[ ne contient aucun
point de BT,,.

Lemme 6.1.3 Pour tout arc simple [s,t] de Ly, il existe u € £(Q") pour lequel
fo(Py) =Cn(s,t)N L.

Un travail sur les facteurs spéciaux du langage permet alors d’obtenir le théoréme suivant.

Théoréme 6.1.4 Soit n € IN. Il existe un entier m tel que pour tout P, € P, (ou P, est la
partition (modulo un ensemble de mesure nulle) de Q+ constituée des Py, |u| = m), il existe un
unique arc simple [s,t] de L,, pour lequel fo(P,) = Cn(s,t) N L ; réciproqguement, pour tout arc
simple [s,t] de Ly, il existe un unique élément P, de Py, tel que fo(P,) = Cn(s,t)N L. De plus,
sin =0, alorsm =1, et sin > 0, alors #(P,/ ~) = 2d—2 ou (de maniére équivalente), £(QT)
posséde un mot bispécial (prolongeable & droite et a gauche d’au moins 2 maniéres) de longueur
(m —1). Réciproquement, si #( P,/ ~) = 2d —2, alors il existe n € N pour lequel L, vérifie les
propriétés énoncées.

6.1.1 Abélianisé et points périodiques

Soit d un entier supérieur ou égal & 3 et A = {1,2,...,d} un alphabet. On note o la substi-
tution de I’alphabet A définie par

1 — 12
E— (k4+1) powr2<k<d-1
d — 1

g

La matrice d’incidence M, de o est définie par

- M,(1,1) = M,(1,d) =1,

— pour tout 2 <i <d, M,(i+1,i) =1,

— M, est nulle partout ailleurs.
Le développement du determinant de M, — xId par rapport & la premiére ligne donne (1 —
z)(—z)4 1 + (—=1)?"1. Cette matrice est primitive et admet donc une valeur propre réelle domi-
nante A (> 1); A vérifie A4 = 71 4 1.
o est primitive quel que soit d; on note (2, S) le systéme dynamique symbolique associé & o et
£(€2) son langage. On remarque que le mot k1 est dans le langage quel que soit 1 < k < d et on
note

wp = lim o™(k.1).

n—-4o0o
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w1, ..., wq sont les seuls points périodiques de o ; on note Qper = {w1, ..., wa}t.
Par la suite, nous parlerons également de shift unilatéral, et on notera

— 3 n
W= nkr—lr—looo- (1)

Définition 6.1.5 Si u est un mot de Q, le mot (u_;);ew+ (infini a gauche) sera appelé passé de
u et le mot (u;)ien (infini a droite) sera appelé futur de u.

6.1.2 Points fixes de la classe extérieure

Si F({1,...,d}) est le groupe libre a d éléments muni de la base {1,...,d}, on notera en-
core o l'automorphisme de F({1,...,d}) induit par la substitution et ® sa classe extérieure.
F({1,...,d}) sera désormais simplement noté F,. Pour tout mot w de Fy, on note i,, ’automor-
phisme qui & tout mot u de Fy associe 4, (u) = w™uw. On pourra se reporter au chapitre 3 pour
les notations et pour une méthode de recherche de points fixes (voir théoréme 3.3.5 (page 56) et
la discussion qui s’ensuit).

On consideére les d — 1 automorphismes définis, pour tout 1 < k < d—1, par ¥, = iad+(k_1)(1) o
o24=2 @, fixe (w1,1,w1,2) avec

w11 = lim \I’l (11), w12 = lim \Iﬂf(12)
n—-+ n—+o0o
Pour 2 <k <d—1, ¥, fixe (wg,1,wk,2) avec
= lim U(1...k.1 = lim V(1...k.(k+1)).
wep = lim W( ), wke = lim WR( (k+1))

En ajoutant a ces points le point fixe donné par les mots de €1, on note que la borne donnée
par [10] (théoréme 1’) est atteinte.

6.1.3 Automate des préfixes-suffixes

L’automate des préfixes-suffixes de o est décrit en figure 6.3. On se reporte & la section 1.5

1,2, €
(e,1,2) ( ) @

(e,1,¢)

@ a (e,k:,e)

Fic. 6.3: Automate des préfixes-suffixes de o.

(page 37) et au théoreme 1.5.7 concernant 'automate des preéfixes-suffixes pour les notations.

Développements des points fixes de ¢ en préfixes-suffixes

Ces développements nous serviront principalement & exprimer de maniére simple les facteurs
spéciaux du langage ; on verra méme par la suite qu’on obtient tous les facteurs spéciaux grace
aux points fixes. On utilise le symbole % pour signifier quun développement est ultimement
constant ; le dernier terme entre crochets ou parenthéses est répété a l'infini. Les éléments de
Qper ont tous pour développement (e, 1,2)x; par ailleurs, on a
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LS~ Hw1)) = [(e1,6)(e,de)(e,(d—1),€)...(,4,€)(e,3,€)(1,2,€)]*,

LS~ Ywe)) = [(1,2,€)(e,1,€)(e,d,e)(e,(d —1),€)...(c,4,€)(e, 3, €)]*,

LS~ Hws3)) = [(63,6)(1,2,6)(e,1,€)(e,d,e) ... (€,4,€)],

(S~ Ywr)) = [(6ke)...(6,3,6)(1,2,¢)(e 1 e)(e, dye)...(e,(k+1),e)*sik >4

Pour ce qui concerne les autres, on va donner a la fois leurs développements par rapport a o
et leurs développements par rapport a 2?2, On notera I'sq_o I'application qui & un mot de €
associe son développement dans 'automate de o242.

Sik=1etd#3 (si d=3, on utilisera la formule donnée pour k =d — 2) :

I'wi,1) = [(61,2)(e,1,€)(e,dye) ... (€3, e)(l,Z,e)(e,1,2)d’3]*
I'(S(wi,2)) = [(63,6)(1,2,6)(6,1,2)%2(e, 1,¢€) (e, dy€) . .. (€, 4,€)]*
Log2(win) = (Jd(l) , 20011(2) .. 0%173(2))x

Paa(S@i2) = (o(1), 3, 02(2)...0" (@)

sik=2etd>5 (sid=3, on utilisera la formule donnée pour k = d — 1, et si d = 4, on prendra
la formule donnée pour k =d — 2) :

I'wa1) = [(6,1,2)2%(e,1,€)(e,d,€) ... (,3,€)(1,2,€)(e, 1 2)d 4]
I'(S(w22)) = [(e,4,€)(e,3,€)(1,2,€)(¢,1,2)472(¢,1,¢)(e,d,€) ... (¢,5,¢)]
Dog2(we1) = (o4T1(1), 1, 20(2)092(2)...0%73(2))x

Toq2(S(wa2)) = (o2(1), 4, 0%2)...0%2))x

si3<k<d-—3(pourd>6):

Iwg,1) = [(e1, 2)’“(6, 1,€)(e,d,e)...(€,3,€)(1,2,€)(e, 1, 2)d_k_2]>k
I'(S(wg2)) = [le,(k+2),€)...(63,6)(1,2,6)(e,1,2)42(e, 1,€)(e,d,€) . ... (¢, (k 4+ 3), )]
Dogo(wri) = (@F 1), 1, 20(2)...0" 12)0dtk(2)...0%73(2))x

Paa-2(S(wr2)) = (1), (k+2), o"'(2)... 0% 2(2))x
sik=d—2:
IMNwg—2.1) = [(6,1,2)72(e,1,€)(e,dy€) ... (€,3,€)(1,2, )]
I'(S(wg—22)) = [(e,d,e)...(6,3,€)(1,2,€)(€,1,2)72 (¢, 1,¢)]*
ng,g(u)d,zl) = (O’2d73(1) , 1, 20 2)...0’d73(2 *
Dogo(S(wi—22)) = (09721), d, 0971(2)...0%%(2))«
sik=d—1:
I'(S(wg-1,1)) = [(1,2,€)(6,1,2)7 2 (¢,1,¢)(e,d,€) ... (¢,3,€)]*
I'(S(wq-1,2)) = [(e,1,€)(e,d,€) ... (&3,€)(1,2,€)(e, 1,2)42]x
de_Q(S(Wd_Ll)) = (1 , 2, 0'(2) . O'd_2(2))>k
PQd,Q(S(wd,LQ)) = (O’dil(l) y 1 s O'd(2) . e O’2d73(2))*

On remarque que 0’(1) = 1, o(1) = 12, ¢%(1) = 123 et pour tout 3 < k < d — 1, 0% =
2...k(k +1). De plus, on déduit de 1'égalité 0?(1) = o9 (1)1 que pour tout 0 < k < d — 2,

ok (1) = o212 ((k + 2))o* (1)
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On se reporte alors au théoreme 3.3.5 (page 56) pour conclure qu’on est bien en présence de
points fixes. On déduit du théoreme 1.5.6 (page 39) que pour tout 1 < k < d —1, wi1 et wio

sont des points de 2\ |J S™(Qper). De plus, le corollaire 3.3.2 (page 55) nous permet de déduire
nez
que deux points fixes (deux n-uplets) distincts sont dans deux orbites différentes. On en conclut

(puisque la borne de [10] est atteinte) que la propriété suivante est vérifiée.

Propriété 6.1.6
— Si deuz points de |J S™(Qper) ont méme passé, alors ils sont égauz,

nez
— si deuz points de Q\ |J S"(Qper) ont méme futur, alors ils sont égauz.
nez
Conséquence 6.1.7 w = lirf 0" (1) est l'unique mot infini & droite qui soit spécial & gauche.
n—-+0o0o

6.1.4 Facteurs spéciaux

On commence par mettre en évidence les facteurs spéciaux a gauche. On dit qu’un mot u de
£(€2) peut étre désubstitué s'il existe un unique mot uges € £(£2) de longueur minimale tel que
u est préfixe o(uges). On pourra vérifier que les mots de longueur 2 du langage sont

- k1,1 <k <d,

—k(k+1),1<k<d-1,
et puisque d n’est pas spécial a gauche, on en déduit que le mot 11 ne I'est pas non plus. 1 étant
le seul mot de longueur 1 spécial a gauche, il vient que 12 est le seul mot de longueur 2 spécial
a gauche.

Lemme 6.1.8 Siu est spécial a gauche, |u| > 2 et siu peut étre désubstitué, alors son désubstitué
est encore spécial & gauche.

Preuve Soit u un mot spécial a gauche et |u| > 2. On remarque d’abord que 2 n’est pas spécial
a gauche : 12 est le seul mot de longueur 2 de suffize 2. On suppose hu et ku dans £(Q2) avec
h,k € {1,12,3,...,d}. Tout mot de longueur > 2 spécial a gauche a pour préfive 12 ; le mot 1u
est donc désubstituable en duges. Si h = 1 (resp. k = 1), on note hges = d (resp. kges = d). Si
h,k # 1, h et k sont désubstituables et on note hyes et kges leurs désubstitués ; si h # k, alors
haes 7 kdes- De plus, si u est désubstituable et ugqes est son désubstitué, alors hu et hk le sont
également et les mots hgestges €t kgestges sont des éléments de £(Q). uges est donc spécial a
gauche. [

Proposition 6.1.9 Tout mot spécial a gauche est préfize de w.

Preuve On a déja vérifié la propriété pour les longueurs 1 et 2. Tout mot de longueur > 2
spécial a gauche a pour préfive 12 ; si celui-ci peut étre désubstitué, alors son désubstitué est de
longueur strictement inférieure. On suppose que pour tout k < n, l'unique mot de longueur k
spécial o gauche est le préfize (de longueur k) de w. Soit u = ug...Up_1uy un mot spécial a
gauche. Siu, # 1, on peut immédiatement désubstituer u en uges avec |uges| < |u|; uges est alors
un préfive de w, et u l'est également.

St u, =1 et u,_1 # d, on peut encore désubstituer u puisque les paires kd,k # d — 1 ne sont pas
dans le langage, et on conclut de la méme maniére.

Siu, =1 et u,_1 = d et u est spécial a gauche, le mot v = ug...u,_1 est encore spécial a
gauche. L’hypothése de récurrence s’applique et v’ est préfize de w; u' n’est pas spécial a droite
puisque d ne l’est pas, et on conclut que u est préfire de w. [

On rappelle que w peut étre étendu & gauche par d lettres.
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Conséquence 6.1.10
— La fonction de complezité p de £(Q) vérifie pour tout n € N* : p(n) = (d — 1)n + 1.
— Les mots spéciauz a droite sont exactement les suffizes des passés des w;1, 1 <1 <d— 1.

On étudie maintenant les mots bispéciaux : leur intérét apparaitra par la suite. Soit u =
a'(1)ot=1(1)...0"1(1)o" (1), correspondant au début du développement en préfixes de wy
(quels que soient 1 < k < d—1et 1 < m < 2). u est spécial & droite par définition et u est
préfixe de o¥n+1(1) (et donc de w) par 1.5.5 (page 38), ce qui le rend bispécial. On va montrer
que ce sont les seuls mots bispéciaux.

Remarque 6.1.11 Tout préfize de w est atteint par un développement du type
o’ (1)o¥=1(1)...0" (1) (1)
ot pour tout 0 <i <n—1, v, —v; >d.

Il suffit d’écrire le développement des shiftés de wy dans I'automate des préfixes-suffixes pour s’en
convaincre.

Lemme 6.1.12 Pour n=d — 1 et pour tout n > 2d — 2, 0" (1) n’est pas spécial a droite.

Preuve Pour tout n tel que n = d — 1[d], la derniére lettre de o™ (1) est d ; le mot d n’étant pas
spécial a droite, o™ (1) ne l’est pas non plus.

On suppose n > 2d —2 et n = h[d] avec h # d—1. D’aprés 6.1.10, o™ (1) n’est spécial & droite
que s’il est suffize du passé d’un des points fizes w;o. Par ailleurs, la derniére lettre de 0" (1) est
(h +1). Il suffit donc de vérifier que o™ (1) n'est pas suffive du passé de w4 1),2-

Sachant que 0%(1) = o1 (1)1 et que n > 2d — 1 (car 2d — 1 = d — 1[d]), on déduit que le
mot " 241 (1)oh =1 (1)o"(1) est suffize de o™(1). On sait par ailleurs que "2 1(1)o" (1) =
oM T242(1) "4 (1)o" (1) est suffize du passé de wpy1)o. Puisque h+2d—2 et h+2d—1 different
modulo d, alors les derniéres lettres de o"+2472(1) et de o"+21=1(1) différent. Finalement, o™(1)
n’est pas suffive du passé de w11y 2 et n’est donc pas spécial a droite. [

Proposition 6.1.13 Tous les bispéciaux sont de la forme u = o (1)o¥n=1(1)...o" (1)o"0 (1),
ot u est le début du développement en préfizes de w; 1 ou w;2 pour un certain i.

Preuve Dans cette preuve, on dira d’un mot issu du développement en préfives d’un des wy m,
qu il est admazs.

Le lemme précédent nous permet d’initialiser une récurrence : on suppose donc que St u =
gtn=1(1)...0" (1) est spécial a droite, alors il est admis. Soit u = o"*(1)...c"(1) un mot
spécial a droite ; le suffize o¥n=1(1)...0"%0 (1) est également spécial a droite, et il est donc admis
par hypothése de récurrence. On rappelle qu’un mot sera spécial a droite s’il est suffive du passé
de w; 1 (ou w;2) pour un certain i, et spécial & gauche s’il est préfize de w.

Sin—1#0ou(n—1=0 et uy>d), c" (1) doit étre suffirze du mot (infini o gauche)

.. U“”—1+4d*4(1)0“"—1+2d*2(1).

Par la remarque 6.1.11, on peut supposer que u, > d. De plus, u, et u,_1 + 2d — 2 doivent étre
égaur modulo d pour que leurs derniéres lettres soient égales. Si uy, = un_1 + kd — 2 avec k > 2,
alors par 0%(1) = 0% 1(1)1, g¥n—1134=3(1)gtn—1%2d=2(1) st suffive de 0¥ (1) et doit étre suffive
de gtn—1F4d=4(1)gun—1+2d=2(1)  ce qui est impossible puisque u,_1 + 3d — 3 et up_1 + 4d — 4
different modulo d. On en déduit que w, = up—1 + 2d — 2 el que u est admis.
Sin—1=0etuy<d—2, 0% (1) doit étre suffize du mot (infini a& gauche)
. O.un71+4d—3(1)0.un71+2d—1(1)

)
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avec Uy €gal @ up—1 + 2d — 1 modulo d. On pourra o nouveau supposer que w, > d. Si u, =
Up_1 + kd — 1 avec k > 2, gtn=1134=2(1)gun—1+2d=1(1) est suffize de o (1) et doit étre suffive
du mot gUn—17T44=3(1)gun-1+2d=1(1)  ce qui est impossible puisque uy,_1+3d —2 et up_1 +4d —3
difféerent modulo d. On en déduit que u, = up—1 + 2d — 1 et que u est admis. OJ

6.1.5 Une caractérisation du shift unilatéral

On considére maintenant le shift infini & droite, noté Q7 ; on rappelle que w = lirf o™(1).
n—-+oo

Soient QF = {v € QF; S*(w) = v,k € N}, Qf ={ve QF; 5k (w) =w,k e N*}, QF = Q7 U Qf
et Lo = {v;v € £(Q) ou v € £(Q)}; on définit

5o o0F — £
U U o] (préfixe de longueur k de u) si S*(u) = w
(wiok—1])~" (inverse du préfixe de longueur k de w) si Sk(w) = u.

Les deux automates des figures 6.4 et 6.5, appelés automate négatif et automate positif
vont nous aider a caractériser Q et Q.

171

_ = = — = _ = = — =
€

F1a. 6.4: Automate négatif.

™

F1G. 6.5: Automate positif.

On note E:ut I’ensemble des suites finies de couleurs «g . .. ay, (ot pour tout 0 < i < m,aq; €

{¢,2}) vérifiant m > 0, a,, = 2, et issues des chemins de 'automate positif. 3, est constitué

de la suite vide et des suites finies de couleurs «ay ...y, (ou pour tout 0 < i < m,q; € {e, 1*1})
vérifiant m > 0, oy, = 171, et issues des chemins de I'automate négatif.

Sia=ay...a, € X, on associe & a le mot 0%(ag)...0™ () = 0% (2)...0%(2), ol

{uo,...,up} est 'ensemble des j, 0 < j < m pour lesquels a; = 2 et pour tout 0 < i < n,
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u;—1 < u;. On note que dans ce cas, pour tout 0 < 7 < n, u; — u;—1 = dk + 1 pour un certain
k € IN.

Sia=ay...am €X,,, on associe & a le mot 0'(ag)...0™(ap,) = o (171) .. .ot (171,
olt {ug,...,un} est ensemble des j, 0 < j < m pour lesquels a; = 171 et pour tout 0 < i < n,
u; 1 < wu;. Ici, pour tout 0 < ¢ < n, u; — u;—1 > d. Le mot vide € est associé au chemin de
longueur 0.

Définitions 6.1.14 On dira que 0“0 (171) ... 0% (171) est un développement automatique si
pour tout 0 < i <mn, u; —uj_1 > d.

On dira que c"0(2)...0""(2) est un développement automatique si pour tout 0 < i < n,
u; — u;—1 = dk + 1 pour un certain k de IN.

A chaque mot de ¥F ., ou X, correspond un unique développement automatique, et a tout

développement automatique correspond un unique chemin de E:ut ou X ;-

Propriété 6.1.15 D’aprés la propriété 1.5.5 (page 38), si o0 (171) ... g% (171) est un développe-
ment automatique, alors c’est un suffive propre de o TH(171) ; 5i %0 (2) ... 0% (2) est un développe-
ment automatique, alors c’est un suffive propre de o“»t1(1).

Proposition 6.1.16 L'ensemble 3, (resp. X1,,) est en bijection avec 'ensemble 6(SX)) (resp.
5(h)).
9

Preuve On commence par S, et 6(Q0). Si u™! est un mot de §(SL)) de longueur k, alors
L(S*(w;)) = (pi, vy si)i<n(€,1,2)x (avec w; € Qpey) et u = o(pp)...po = o (1)...0%(1).
Le mot o0 (171) ... g% (171) est alors un développement automatique de u™", ce qui assure la
surjection.

L’automate des préfizes-suffizes nous permet de déduire que tout développement automatique
de lautomate négatif sera effectivement un mot de 5(2}). On suppose que o0 (171) ... o¥n(171) =
o (171 . . ovm(17Y), les deux écritures étant des développements automatiques. Si u, > Uy,
alors o% (1Y) ... g% (171) est un suffize propre de ovT1(17Y) (propriété 6.1.15) et donc de
o (171 ; on obtient

g (17 ot (1Y) > oo (1Y) Lot (1Y)

ce qui est impossible. On conclut que u, = v,,. Une éventuelle récurrence donnera m = n et
u; = v; pour tout 0 <1 < n, ce qui montre l'injection.

On passe a X, et 6(xF). Siu est un mot de 6(QF) de longueur k, alors il ewiste wj € Qpe, tel
que F(Sf(k“)(u)j)) = (pi, i, 8i)i<nl(€,1,€), (6,d,€),. .., (6,3,€)(1,2,€)]x et u = sg...0"(sp) =
o' (2)...0%(2); le mot c"0(2)...0"%(2) est une écriture automatique.

L’automate des préfizes-suffizes nous permet de déduire que tout développement automatique
de l’automate positif sera effectivement un mot de 6(Q)). Si 0"0(2)...0"(2) = 0*°(2) ... 0" (2)
et vo > ug, alors 2...g%"7"0(2) = g¥0TU0(2) ... g" T 0(2), impliquant que ug = vy (la premiére
lettre de o%(2) est différente de 2 si k > 0). Par suite, n = m et u; = v; pour tout 0 <i <n. [

6.1.6 Arbre invariant de o!

L’application inverse & o est définie par

0.—1

d
a1
(k—1) pour 3 <k <d.

eI
111
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Sa matrice d’incidence M,—1 (# M, 1) est définie par

- M,-1(d,1) = M,-1(d,2) =1

— pour tout 2 < i <d, M,-1(i — 1,i) =1,

— M_-1 est nulle partout ailleurs.
Le développement du determinant de M, -1 — xId par rapport a la premiére colonne donne
(—z)((—z)4 1 + (=1)4) + (=1)?"L. Cette matrice est primitive et admet donc une valeur propre
réelle dominante 7 (> 1) ; n vérifie n = n + 1. Le vecteur [1 n?~! n9=2 ... n% n] est un vecteur
propre a gauche associé a 7.

On construit maintenant un arbre invariant (voir 2.3.1 page 47) associé¢ & o~1. On note ®;
la classe extérieure de o1

Un chemin « : [0,1] — Ry ou a(0) = «(1) = * détermine un élément < a > du groupe
fondamental 71 (R4, *) de Ry4. On identifie 71 (Rg, %) avec le groupe libre Fy; si e est un arc de
Ry, < e > est un élément de AU A~ Le vecteur v = [1 %1 92 ... 5?2 ] est un vecteur
propre & gauche de M, -1 associé & 1. On munit Ry de la métrique telle que si eq, eq, ..., eq sont
les arcs de Ry, alors e; est de longueur v(37).

On note hg 1’équivalence d’homotopie de Ry dans Ry vérifiant, pour tout arc e de Ry, <
ho(e) >= o~ (< e >). hg multiplie la longueur de tout chemin légal par 7 et on pourra vérifier
que c’est un représentant topologique train-track de ®;.

On note p : Rg — Ry une projection du revétement universel Rd de Ry. La métrique sur
Ry induit une distance do sur Ry et Fy agit sur Rd par isométries. On définit une application
(continue) h : Ry — Ry qui vérifie, pour tout arc e de Ry et pour tout relevé & de e, poh(€) = ho(e)
et telle que

“L(w)h = hw

pour tout élément w de Fy.
On définit pour tout k € IN* la pseudo-distance

di(z,y) = n~Fdo(hF(x), h* (y))
sur RVd et on note doo = lim dj. dy est une pseudo-distance sur val et une distance sur
k——4o0
T = Ry/ ~ o x ~ y si et seulement si do(x,y) = 0. F; agit encore sur T' par isométries et h
induit I’application H sur T'. H est une homothétie de rapport n qui vérifie

o Y (w)H = Hw
pour tout élément w de Fy. Finalement, T est un arbre invariant de o~ 1.

On remarque que pour tout a € A, X, = lirf o~ (a™1) est fixe par =% ; Iindice (défini
n—-+0oo

page 47) de 0% est donc > 0 quel que soit le rang de son sous-groupe fixe. L'homothétie H
admet donc un point fixe dans 7' (unique puisque 1 > 1) et on le note P.

L’application @

T est un arbre réel et Fy agit sur T' de maniére non-triviale, minimale, avec stabilisateurs
d’arcs triviaux. L’action est de plus & orbites denses (7 > 1). On définit 'application @ de 0Fy
dans T"U 9T comme dans la section 2.3.1 (page 48).

6.1.7 Substitution d’arbre

On définit une substitution d’arbre 7 et un arbre initial Lj. On va associer a chaque arbre
L8 = t"(L§), un arbre réel L, de %°. La suite (L), obtenue sera convergente vers un arbre
réel compact L de 7%, et on montrera par la suite que L et Q(Q") sont isomorphiquement
isométriques.
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Substitution d’arbre simplicial

Soit A; = {1,...,d,d+1,...2d — 2} un alphabet. Si X; est un élément de .“r(A,), X; =
({z,y}, {(x,y,7)}), oui € A, 7 est la substitution d’arbre définie par :

- T(Xl) = Xda

— l'image de Xs est représentée figure 6.6,

- T(Xi):Xi_l Si3§i§d,

- 7(Xa41) = X1,
(Xz) =X,1s1d+2<1<2d—2.

\]

d+3<k<2d-3

FI1G. 6.6: Substitution d’arbre associée a o.

Remarque 6.1.17 On peut définir la matrice d’incidence M, associée a T ; M, est une matrice
(2d—2) x (2d—2) et M,(i,j) est le nombre d’arétes colorées par i dans 7(X;). Le spectre de M
est constitué du spectre de M, et de d — 2 valeurs propres de module 1.

Avant de poursuivre, on définit la matrice tronc My, opnc. Si X; est un arbre de /g(A;) de
couleur i et de sommets = et y, le tronc de 7(X;) est le sous-arbre uniquement constitué des
arétes du plus court chemin entre x & y; x et y sont alors les seuls sommets de degré 1, les autres
sont de degré 2. Myone est donc définie par

- Mtronc(d, 1) = 17

- Mtronc(la 2) = Mtronc(d, 2) = 17

- Mtronc(17d + 1) =1,
pour tout 3<i<2d—2o0ui#d+ 1, Myone(i —1,1) =1,

— Mirone est nulle partout ailleurs.

Le spectre de cette matrice contient le spectre de M, -1 et 0 (d’ordre d — 2). n est donc sa valeur
propre dominante. On pourra vérifier que le vecteur

[1ond=l pd=2 o2 g ol g L g3 g (d-2)

est un vecteur propre a gauche associé a 7.
On choisit un élément X, de .5 (A,) d’aréte colorée par 2 et on définit L§ = 7971 (Xy).

Propriété 6.1.18 L§ est constitué d’une racine et de d arétes colorées 1,2, ... ,d sortant de cette
racine.

On définit également L] = 7 (L§).

Proposition 6.1.19 Pour tout n € IN, L] est un arbre discerné.
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Il faut vérifier qu’aucun chemin de la forme kk, 1 < k < 2d — 2 n’apparait dans les chemins de
L3 . Une paire kk sera dite illégale.

Pour tout 1 <i <2d -2, X; = ({z,y},{(x,y,7)}) est un élément de .“r(A;); on note x;
I'unique sommet de 7(X;) a distance 1 de x et y; 'unique sommet de 7'( X;) a distance 1 de y.
On rappelle que 7, (y,) associe un mot de (A, U A7)* (ou Ay ={1,...,d,(d+1),...,(2d — 2)})
a tout couple de sommets de 7(X;) (cf. paragraphe 4.1.1 page 60).

On définit application suivante pour tout k, h de A,

¢ (A,UA)? — (A UA;)?
kh = Ve (x) Wk Y)Y (x0) (@, )
kh = Y x) (T )Y (x) (T, Th)
kh = Y)Wk W)Y (x0) (Y Un)
kh = Yo @hs ) Ve (x0) (Y5 Un)

Par la propriété 6.1.18, il suffit en fait de montrer que pour tout 1 < h,k < d, kh ne produit
aucune paire illégale par applications successives de ¢.

Lemme 6.1.20 Si 1 < k., h < d et k # h, alors pour tout n € N, <p*”(/<:ﬁ) n’est pas une paire
illégale.

Preuve [ suffit de remarquer que si k —h = m[d], alors ¢(kh) = kihy avec ky — hi = mld]. O

Proposition 6.1.21 Si 1 < k,h < d et k # h, alors pour tout n € IN, <p*”(Eh) n’est pas une
paire illégale.

Preuve On suppose d’abord que k < h; on a alors :

" 2(kh) = 2(h—(k—2)),

k Y(kh) = d(h—(k—1)),
=1 +(h—(k— 1> A(kh) = (d—(h—(k—1)—-2))2,
so(’“ D+ ( F=D=(kn) = (d—(h—(k—1)—1))d.

Si k < h, alors (d— (h — (k—1) — 1)) # d et on conclut grice au lemme précédent. Le méme
ratsonnement peut étre utilisé si h < k. [J

Finalement, pour tout n € IN, L7 est un arbre discerné.

La figure 6.7 représente les boules de rayon 1 des arbres L;. On remarque de plus que pour
tout k > d, Bl(LZ) = Bl(Lg)
Il nous est nécessaire pour la suite de définir le morphisme pr : (A, U A;)* — Fy tel que

— pr(k) =k pour k € {1,...,d},

— pr((d+k)) = o*(1) pour k € {1,...,d — 2},

fpr()—klpourke{l ., d},

— pr((d+k)) = (171 pour pour k € {1,...,d — 2}.

Définitions 6.1.22 Pour tout entier n, on appelle BT l’ensemble des sommets de L;, BP;
l’ensemble des points de branchement de L}, (c’est-a-dire les sommets de degré d) et T PS ’ensem-
ble des feuilles de L3 (c’est-a-dire les sommets de degré 1).

Si xg est la racine de Lj, pour tout élément = de BT}S, il existe un chemin minimal de xg & z et
un mot v, (zo,z) de (A, U A;)* associé (on pourra se reporter au paragraphe 4.1.1 page 59).

Proposition 6.1.23 Si x et y sont deur sommets distincts de LS, alors on a pr(y,(zo,x)) #
pr(n (2o, y))-
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k (B3<k<d-1) k (B<k<d-2)
// \\ // N
/ \ / b
/ \ / \\
\ | N
L; \ / By(L5)
\ / N
N - N
2
d 1 (d—1

k. B<k<d-
// \\
(1<l<h-1) // \\
d-1) o |
By( 21—1)\ /
N\ /
N b
2
d 2
kL @<k<d-2
// \\
/ \
/ \
| |
BI(LZ) \ /
N\ /
N b
1
(d—1 d

F1G. 6.7: Application de 7 sur une boule de rayon 1.

Preuve L’arbre L} est discerné, et on a directement v, (zo,x) # Yn(xo,y). Le résultat est
immédiat si aucun des deuz mots ne contient de lettres de {d+ 1,...,2d — 2} (en se rappelant
que puisque LS est discerné, il n’y aura pas d’annulations). Si vy, (o, x) contient la lettre (d+k) €
{d+1,...,2d — 2} et que pr(yn(xo,x)) = pr(vn(zo,v)), alors v, (xo,y) contient soit la paire 12
(dans ce cas L, | n’est pas discerné), soit une paire (d + h)(h 4 2) pour un certain h < k (dans
ce cas Ly ;| n'est pas discerné) ; les deuz cas contredisent la proposition 6.1.19. O

Réalisation

On se permettra de confondre un point de %< avec ses écritures (réduites ou non). Soit zg la
racine de L§; pour tout 1 < j < d, il existe un sommet z; tel que (zg,z;,j) est une aréte de L.
On note vy "application définie par
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vy = BT — #°
o — O
I — 01
v o~ -0 (2<j<d)
On rappelle que le vecteur
op = [1 nd—l 77d_2 772 n 77—1 77—2 77_(d_3) n—(d—Q)]

est un vecteur propre a gauche (associé & 7) de la matrice tronc de la substitution d’arbre.
On va construire par récurrence une suite (v,), de fonctions avec, pour tout n € W, v, :
BT — Z?. On suppose v,_1 construite et telle que si (y1,Y2, k) est une aréte de L _,, alors
Vn—1(y1) " n_1(y2) = 77 pour un certain 0 < j < d—1 et [p| = = Dup(k). Pour tout sommet
x de L} |, z est également un sommet de L; par définition de la substitution d’arbre. Pour ces
points, on définit

Un(x) = vp—1(x).

Si y est un point de branchement de BT;S\ BT_, alors il existe deux sommets y; et yo de BT)?_,
tels que (y,y1,1) et (y,yo2,d) sont des arétes de LS et vy, 1(y1) 'wn_1(y2) = jP pour un certain
0<j<d—1et|p|=n" "D+ Pour o = 5> on définit alors

—-n

Vn(y) = anl(yl)jom

Pour ce méme y, il existe d — 2 sommets z1,. .., 242 de BT\ BT?_; tels que pour tout 1 < h <
d—2, (y, zn, (d+ h)) est une aréte de L7 . On définit alors

Un(zn) = vn1(nn1 )Jlm]in "

ot k = j + h[d].

Propriété 6.1.24 Pour tout n € N, si (z;,x;,k) est une aréte de L;

n’
n

segment [V (x;), v (x5)] est vp(k)n™".

alors la longueur du

Pour tout n € IN, on définit Parbre L,, de 7% comme 'enveloppe convexe des points de
Vn(BTY?). De maniére évidente, L,y C L, quel que soit n € IN*. De plus, tout point de L,, est
A une distance inférieure ou égale & n~'=" de L,_1, ce qui fait de la suite (Lp)pn une suite de
Cauchy de 79 qui est complet. On note finalement

L= lim L,.

n—-400
Un point de branchement d’un arbre réel est un point duquel partent au moins 3 germes; un

point terminal est un point tel qu'un unique germe part de ce point.

Définitions 6.1.25 On notera BT, = v,(BT}) l'union des points de branchement et des points
terminaux de L,, BP, est [’ensemble de ses points de branchement, et T P, est [’ensemble de ses
points terminauz.

On note que pour tout n € N, v, est une bijection BT dans BT,.
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Substitution d’arbre réel

A titre indicatif, on donne la définition de la substitution d’arbre réel associée. Toute I'infor-
mation dont nous avons besoin pour continuer est présente dans les définitions du paragraphe
précédent, et le seul vrai intérét apporté par cette substitution d’arbre réel est la dimension de
Hausdorff de I'arbre limite.

On se place dans %Z?; pour tout élément de © = {1,21,22,...,2(d —1),2d,3,4,...,2d — 2},
on définit une similitude de Ay.

—(e=1Id (k=1ou3<k<2d-2),

“Gg 20,0 0 0],

. 1 —(d=1) 1

- CZ(d—l) : [O’O ] = [07] ;0 ]7

~Gon 10,0 = [0 o T T Y (1< h < d - 2).

On définit également le sous-shift ¥ de type fini associé¢ a ¢ par l'ensemble des mots de
longueur 2 possibles.

- 1d,

- (2d)d, (2(d — 1))1,

— pour tout 1 < h <d-—2, (2h)(d + h),

— pour tout 1 < h <d, 3(2h),

— (d+ 1)1,

—pourtout 4 <k <2d—2ouk#d+1, k(k—1).

Les cylindres de ¥¢ sont notés C1,Cai, . .., Caq, Cr(3 < k < 2d—2) et on définit Co = |J Cop,.

1<h<d
Pour tout n € IN, Parbre L, définit au paragraphe précédent est isomorphiquement isométrique
a l'arbre
2d—2
L;’L: U Cﬂﬁmo"'ocau([o?on ])
T1...2mECH

ot m = n+d— 1. La suite (L)), converge vers un arbre réel compact L’ isomorphiquement
isométrique a L.

La substitution d’arbre étant particuliérement simple, il n’est pas difficile de se rendre compte

que L’ est I'invariant d’une construction graphe-dirigée dont le graphe est constitué d’un unique

sommet et de d arétes dont les similitudes associées sont de ratios n~(@=1 . 5n=(2d=2) Gj Je

rayon spectral d’une matrice (1 x 1) pondérée par « est égal a 1, alors 1’équation

p2d-2) _ Z ok
0<k<d—1

est vérifice. En remarquant que A (valeur propre dominante de la matrice d’incidence associée

a o) verifie Péquation A2?=2) = S°  \F on déduit que le réel o = izgzg est solution de

0<k<d—1
I’équation. C’est la dimension de Hausdorff de L. Cette dimension est approximativement égale

a 1.359 pour la substitution sur 3 lettres (d = 3).

Remarque 6.1.26 On note la cohérence de ce résultat avec la remarque 6.1.17 (la valeur propre
principale de la matrice d’incidence de T est \) et la propriété 6.1.24 (les longueurs des arétes
sont divisées par n o chaque application de la substitution d’arbre); X joue le role de facteur
d’expansion, et n celui de facteur de renormalisation.

6.1.8 De |J BT, a QaL
nelN
On va se servir des automates positif et négatif des figures 6.5 et 6.4, ainsi que de la substi-

tution d’arbre décrite en figure 6.6 afin de définir une bijection de Qf dans |J BT,.
nelN



6.1 - Premier exemple 105

De |J BT: a §(Qf)
nelN

Soit fo ’application définie par

fo + U BT; — Fy
nelN
x = oP(pr(yp(wo, x)))

ou p est n'importe quel entier tel que Ly contient x. En effet, la substitution d’arbre 7 est définie
de maniére a ce que o(pr(vp+1(zo,))) = pr(vp(zo,x)). On pourra vérifier cela sur les chemins
de longueur 1. Il vient que fo(z) ne dépend pas du choix de p.

Proposition 6.1.27 fy est injective.
Preuve C(Cela est direct grice a la proposition 6.1.23 et puisque o est un automorphisme. [J

Proposition 6.1.28 fy est une bijection de |J BT: dans §(Qf).
nelN

On va montrer cela par étapes. On utilisera abondamment la décomposition des mots donnée
par les automates positif et négatif.

Définition 6.1.29 On dira qu’un mot fo(x) apparait a une étape k si x € BT} et x ¢ BT} ;.

On va d’abord vérifier que tous les mots décrits par ’automate négatif sont atteints.

Les mots de "automate négatif

On dira par convention que le mot € est apparu a l’étape —(d — 2) et qu’aucun autre mot
u = fo(x), ot x est un point branchement, n’est apparu durant les étapes < 0. On se reporte
a la figure 6.7 et on rappelle qu'on a défini L§ = 7971(X3). Si un mot u = fo(z), ot = est
un point de branchement, apparait a une étape n, alors pour tout d — 1 < k < 2d — 2, le
mot uoc™t*(d~!) apparait a l’étape n + k. De plus, pour tout k > 2d — 2, le mot ue"+*(171)
apparait en n + k. On remarque cependant que si ua”*k(lfl) apparait a ’étape n + k, alors le
mot fo(y) = uo™*(171)6™*(d) est un mot apparu a une étape < n + k et y est un point de
branchement. On en déduit la propriété suivante.

Propriété 6.1.30 Tous les mots u = fo(x), ot x est un point de branchement, apparus a une
étape n, vérifient u = fo(y)o™(d~1), oty est un point de branchement, et fo(y) est apparu a une
étape m, n — (2d —2) <m <n—(d—1).

Proposition 6.1.31

~ (1) Pour tout 1 <m < d—1, le mot o™ (1Y) est le seul mot & apparaitre & l’étape m.

- (2) Pour tout m > d, le plus long développement automatique apparaissant en m est
o171y Lo (17Y) (n > 0) avec,
—sim=n2d—-2)+k, d <k <2d—2, alors pour tout 0 < i <n, u; =1(2d — 2) + k,
—sim=mn(2d—-2)+k, 1 <k <d-1, alors ug = k — 1, et pour tout 1 < i < n,

u; =1i(2d —2) + k.

- (3) Tous les suffizes de ce mot sont apparus a une étape < m.

- (4) Limage par fo de tout point de branchement peut s’écrire sous la forme d’un développe-
ment automatique de [’automate négatif.
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Preuve La partie (1) peut se lire directement sur la figure 6.7. On va démontrer les parties (2),
(3) et (4) par récurrence forte. On suppose les 3 propriétés vraies auz rangs < m et on suppose
m > d.

(2) On déduit de la propriété 6.1.30 que le développement le plus long apparaissant en m (que
l'on notera l,, jusqu’a la fin de cette preuve) est uc™(d™') ot u est le plus long développement
apparaissant en m — (d — 1).

Sim=n(2d—2)+k, d<k<2d—2, onnoteh=k—(d—1) etm—(d—1)=n(2d—2)+h;
par [’hypothése de récurrence,

I =00 (171 ..o (17 )e™(d™ 1) ot vg =h — 1 et pour tout 1 < i <n, v; =i(2d — 2) + h.
On rappelle que o?(171) = 171o?1(171) et que o(d™') =171, On a alors
L = 0% (171 .. 0%n (17 )™ 1(171) ot v)y = vg et pour tout 1 < j < 2n, vi=j(d-1)+h—1.

Pour tout j pair, 0" (171)o%+1(171) = o"rnit1(171), et 0¥ (171)o™=1(171) = o™(171). On
obtient finalement

lp = o (17Y) .o (171) o pour tout 0 <i <n, u; = i(2d — 2) + k.

Sim=n(2d—2)+k, 1 <k<d—1 (n>1 puisque m > d), on note h = (2d—2)+k—(d—1)
etm—(d—1) = (n—1)(2d —2) + h; par Uhypothése de récurrence,

I = 0% (17 o=t (17 Y)e™(d™ 1) on pour tout 0 < i <n, v; =i(2d —2) + h.
Toujours par c?(171) = 17 ¢ (171 et o(d~") =171, on a alors
I = 00 (171) . 021 (17101 (17Y) od pour tout 0 < j < 2n — 1, v = j(d — 1) + k — 1.

Pour tout j impair, o5 (171)o%+1(171) = o%+17L(17Y), et o%n-1(171)o™ 1(171) = o™(171).
On obtient finalement

Im =" (17Y) .o (17Y) ot ug = k — 1 et pour tout 1 <i <n, u; = i(2d — 2) + k.

(3) On va étudier le développement le plus court apparaissant a l’étape m (on le notera ¢, ),

et on va montrer qu’il vérifie |cpy| = |lm—1|+1, 0t l,—1 est le plus grand développement de I’étape
m— 1.

Sim=d, ¢y =0l d™ ) =011 et Iy, 1 = 0T 2(171) dlapres (1). Sid+1 <m < 2d—1,
em=1"tomd™ )y =171em (A7) et 11 = 0™ LAY Jep| = lm—1]| + 1 dans les deuz cas.

Sim > 2d — 1, on remarque que si l,_1 = o (171)...0""(171) (on note que dans ce cas
v =m — 1), alors l,,_(24-1) = o (171 .. ovn=1(171). Si vy < d, par hypothése de récurrence,
Cm—(2d—2) = 0T (A1) L o (1Y), et par 6.1.30, il produit

Cm = 0T 1Y) gt (17 Hem (1Y)

a [’étape m.
Sivg > d, Uhypothese de récurrence donne cp,_(2g—2)y = 17t (17 .. ovn=1(171), et par 6.1.50,
il produit

em = 171gv0(171) g1 (17 1)em 1 (17

a létape m. Dans les deuz cas, |¢p| = |lm—1] + 1.

Finalement, par hypothése de récurrence, tous les suffizes de l,,_(q—1) dont cp,_(2q_2) (si
m > 2d—2) ou e (sim < 2d — 2) est suffize sont apparus entre les étapes m — (2d — 2) et
m— (d—1) et d’aprés 6.1.30, on en déduit que tout suffize de l,, dont ¢y, est suffize apparait a
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l’étape m.

(4) est une conséquence de (3). D’aprés 6.1.30, tout mot w apparaissant a l’étape m peut
s’écrire u = fo(x)o™(d™1), on fo(x) est apparu entre les étapes p et m — (d — 1), avec p =
max(0,m — (2d — 2)). u est un alors un suffive de l,,. Ce dernier pouvant s’écrire sous forme
automatique, tous ses suffizes le peuvent également. [J

On rappelle que d’aprés la proposition 6.1.16, tout mot de 6(9;) peut s’obtenir par un
développement automatique de l'automate négatif, et tout développement automatique donne
un mot de §(Q2}). Si BP: C BT} est 'ensemble des points de branchement de L3, on peut
maintenant énoncer le résultat suivant.

Proposition 6.1.32 L’application fy est une bijection de |J BP: dans 5(Q2)).
nelN

Preuve On a établi que fo est injective. D’aprés 6.1.81 (3), tout mot de 6()) est limage par
fo d’un point de branchement d’un certain LS et par 6.1.31 (4), l'image par fo de tout point de
branchement est un mot de §(€2). O

On déduit d’aprés 6.1.31 (1) et (2) que si v=! est le plus long développement automatique
apparaissant a une étape donnée, alors v est un mot bispécial (cf. proposition 6.1.13 page 96). On
peut vérifier facilement que la réciproque est vraie. On suppose que v = o"*(1)...0"(1) est un
mot bispécial. Sin > 0oun = 0 et u, > d, alors v~ est le plus grand développement apparaissant
al'étape u,. Sin =0 et u, < d—2, v~ ! est le plus grand développement apparaissant & I'étape
Uy + 1.

Propriété 6.1.33 Siv est un mot bispécial, alors v=" est le plus long développement automatique
apparaissant & une certaine étape. Si v~ est le plus long développement apparaissant ¢ une
certaine étape, alors v est bispécial.

Les mots de ’automate positif

On s’intéresse maintenant aux points terminaux des arbres L7 ; ’ensemble de ces points sera
noté T'P7. Si x est un point terminal qui apparait a une étape n, alors  n’a qu’un unique voisin
y dans BT}, et y est un point de BP?; notamment, fo(y) € (7). De plus, si z¢ est la racine
de L3, alors la derniére lettre de v, (xo,x) est (d+ k), avec d+1 < d+ k < 2d — 2. On rappelle
que pour 1 <k <d—2, pr(d+k)=c"(1).

Proposition 6.1.34 Pour tout point x de |J TP}, fo(z) est un mot de 6()).
nelN

Preuve Soit v = o (171)...0% (171) un développement automatique. On déduit de 6.1.51
(2) que si v apparait a 'étape m, alors m = u, ou m = u, + 1. Dans les deux cas, v est un
suffize propre de o™T1(17Y) d’aprés 6.1.15 (page 98). Si v apparait o 'étape m, alors les mots
vo™ (o (1)) = vo™*(1), 1 < k < d — 2 apparaissent en méme temps. v est un suffive propre de
o™ R(17Y) quel que soit 1 < k < d—2 puisque c’est un suffive propre de o™ T1(171). Finalement,
vo™ R (1) est un suffize propre de o™ *(1) quel que soit k, et appartient donc 5(9;‘). O

On va montrer que tous les points de ¢ (Q;) sont effectivement atteints. On note que pour tout
l € IN*, 5(Q) contient exactement d mots de longueur [; ce sont les suffixes des passés (les mots
de A™N") des mots (fixes par 0%) wy, ..., wq. Les derniéres lettres de ces mots sont respectivement
1,2,...,d. On remarque également que :

— pour tout 0 < k < d — 1, la derniére lettre de 0" (1) o n = k[d] est (k + 1),
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— pour tout 0 < k < d—1,si n = k[d], n > 0, alors aucun mot apparaissant a l'étape n
n’a pour derniére lettre k£ ou (k + 1)[d], mais pour tout h # k, (k + 1)[d], il existe un mot
apparaissant en n qui finit par h.

Proposition 6.1.35 L’application fo est une bijection de |J TP? dans 5(93).
nelN

Preuve Les mots 1,...,d apparaissent a [’étape 0. On va montrer que tous les mots finissants
par la lettre 1 sont atteints. Le méme raisonnement pourra étre fait pour les autres mots.

Des mots finissants par 1 apparaissent auz étapes [id + 2,id + d — 1| quel que soit i dans N.
Quel que soit 2 < k < d—1, ces mots s’écrivent vo' ¥ (g4=k(1)) = voDA(1) on v parcourt les
mots négatifs qui apparaissent en id + k. Le mot positif concaténé ne dépend pas de k. D’aprés
la proposition 6.1.31 (3), il existe un mot négatif negmin; de longueur minimale apparaissant
I’étape id + 2 et un mot négatif negmax; de longueur maximal apparaissant a létape id+ (d — 1)
tels que tout mot de 5(QF) de longueur I, |negmin;| < 1 < |negmaz;|, apparait en id + k pour
un certain 2 < k < d—1. On en déduit [’existence de deuz entiers oy et [3; tels que tout mot de
5(93) finissant par 1 de longueur [, a; <1 < 3;, apparait en id+k pour un certain 2 < k < d—1.

Il nous suffit alors de montrer que a9 = 2 et pour tout i € N, 5; + 1 = ;1. Le mot
o= 1(d Nol(1) = 0972(23) = dl apparait a Uétape d — 1, assurant que og = 2. a1 est
la longueur de la réduction de negma:leJ(HQ)d(l) et B; est la longueur de la réduction de
negminia(”l)d(l). On remarque que si u est le plus long mot négatif apparaissant a l’étape
id+ 1, alors le plus long mot négatif de I’étape id+1+42d —2 = (i+ 1)d+d — 1 est exactement
uo D=L (1=1) (hroposition 6.1.31 page 105). ciyq est donc la longueur de la réduction de

uo_(i+1)d+d—1(1—1)0.(i+2)d(1) _ uo.(i+1)d+d—1(2) _ ua(i+1)d(1).

Par ailleurs, |negming| = |u| + 1 d’apres 6.1.31 (3) et |negmin;gD4(1)] + 1 = |ucTD4(1)|
apreés réduction, ce qui donne effectivement 3; + 1 = a1 quel que soit i € IN.
Finalement, tous les mots de 5(QU)) finissants par 1 sont atteints. O

Bijection de Qf dans |J BT,
nelN

On a montré successivement que fo est une bijection de |J BP; dans 6(Q2)) et de |J TP
nelN nelN

dans 5(93). On sait par ailleurs que 0 est une bijection de QaL dans 5((2:{), et qu’il y a une
bijection entre BT et BT, pour tout n. On définit finalement la bijection

fo 9 — |J BT,
nelN

6.1.9 Les points fixes dans 1’arbre

On rappelle la proposition 6.1.31 (2). Si 1 <k <d —1, o*71(171) est le seul développement
automatique a apparaitre a I'étape k; 0%(171) est le plus grand a apparaitre a I’étape d. Le plus
long développement automatique (négatif) apparaissant en u,, > d est
v=c"(171) ... g% (171) avec,

— siu, = k[2d — 2], d < k < 2d — 2, alors pour tout 0 <i <n, u; =i(2d — 2) + k,

—siu, =k[2d—2],1 <k <d—1,alors ug = k—1, et pour tout 0 < ¢ < n, u; = i(2d—2)+k.

Propriété 6.1.36 On notera v le plus grand développement automatique négatif d’une étape
donnée.
Si up = 0[2d — 2], v™! est exactement le début du développement en préfize de Wi—1,1-
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Si up = k[2d — 2], k > d, v™! est exactement le début du développement en préfive de Wh—d+1,1-
Siu, = k[2d—2],1 <k <d—1, v"! est ezactement le début du développement en préfive de

(,Uk72.

Le mot v apparait a l’étape u,, dans tous les cas. Les (d —2) mots positifs, obtenus par réduction
des mots va“”*h(l), 1 < h <d-— 2, apparaissent en méme temps. On va donner une expression
de ces mots positifs en termes de suffixes.

Remarque 6.1.37 1710(1) =2, 17162(1) = 23, 170" (1) = 20(2) ... 0" 1(2), 5i3 < h < d—1.
On notera v; j, = Uz’(2d—2)+k+1(2)0i(2d—2)+k+2 (2) . gi(2d=2)+k+(d-3) (2)0i(2d—2)+k+(d—2) (2) afin de
simplifier les écritures. On obtient les résultats suivants grace & la remarque précédente.

Si up, =i(2d — 2), pour tout 3 < h <d— 2,

o212 (17 1)g2(2d=2) (1-1) || 5i(2d-2)(1-1)5i(2d-2) (5 (1))
= 0%2(2) vy g vag... Vi1 012D (2)gi(2A-D42(9) | 5i(2d=2)+(h=1) (9)
12 000 B U v GICADHL(2) | piGa-DH (1) (g),
pour h =1,
12 vo0 v1,0 V2,0 .. Vi—1,0,
pour h = 2,
12 v 0 V1,0 V2,0 - - Vi—1,0 0“2d_2)+1(2).

On obtient, pour chaque h, un début du développement en suffixe de wg_1 .

Siu, =1(2d —2)+k,d <k <2d—3, pour tout 3< h <d—2,
k(1) g2d-24k(1=1) | gi(2d=2)+k (11 5i(2d-2)+k (5h(1))
0% (2) ok Vi ... Vi1 oP DR (2)gi(2d-2) 2 (9) | 5il2d-2)+k+(h1) (g)
12...0F9(2) vop v g .. vy g P CIDTREL(D) | gi2d=2)Hh+ (1) (9
pour h =1,
12...0F4(2) Vok ULk - - - Vie 1k

pour h = 2,

12...0F4(2) VOk Vi - Vielk o?(2d=2)+k+1(9),

On obtient, pour chaque h, un début du développement en suffixe de wg_q41,1.

Siu,=1(2d—2)+k,1<k<d-—1,pourtout 3<h<d-—2,

k—1

k_1(1_1)0d+k_1(1) VI g Vo - Vi1 k Ui(2d—2)+k+1(2)0.1‘(2d—2)+k+2(2) o Ui(?d—2)+k+(h—1)(2)
k=123, ..d1) vy vog ... vi_1 g o' RADTREL(2)giRd=2)+k42(9) | 5i(2d=2)+k+(h=1)(9)

= (k+1)0"(2) vor vig Vo ... vi_1) o' CIDHHL(D) | gi2d=2)+ht(h=1) (2)

(k + 1)0’k(2) Vok U1k U2k - - - Vie1,ks
pour h = 2,
(k+ 1)0‘k(2) Vok Uik V2k - - - Vi1 k 0“2d_2)+k+1(2).

On obtient, pour chaque i, un début du développement en suffixe de wy, o.
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6.1.10 Injection de L dans T
L’application £
On rappelle que w = lirf o™(1) est le point fixe (unilatéral a droite) de o et que P est le

point de T' fixe par H. On va montrer (proposition 6.1.38) que Q(w) = P € T. fg étant une

bijection de Qg dans |J BTy, on peut définir I'application &; pour tout v de Q
nelN

¢ : UBL, — T
nelN

folv) = Q)

Il s’agit de montrer que ¢ conserve les distances. On notera &, la restriction de & & BT, et on
montrera que &, conserve les distances quel que soit n.

La distance dans L est notée dy, ; on remarque que si s et ¢ de BT}, sont & distance x, alors par
définition de la substitution d’arbre, ils seront & distance x dans tout L,,,m > n, et & distance
x dans L. On désignera également par dj, la distance dans n’importe quel L,. Il nous suffira de
montrer que pour tout couple (u,v) d’éléments de Qf, dr.(fo(u), fo(v)) = doo(Q(u), Q(v)).

On commence par &y. L’application vy définie en 6.1.7 (page 102) nous permet de déduire

—(k—1)

fow) =0, fo(lw) =0",V 2 < k < d, fo(kw) = (k — 1)""

Propriété 6.1.38 Pour tout élément v € Fy, Q(vw) = vP.

Par la propriété o~ !(v)H = Hv pour tout v de Fj, on déduit deo(P,0™(1)P) = 7 "duo (P, 1P).
Ainsi, la suite (¢™(1)),, converge vers w, et la suite (0" (1) P),, converge vers P ; d’aprés la propo-
sition 2.3.5 (page 48), Q(w) = P. L’équivariance de @) permet de vérifier la propriéteé.

On se réfere a la propriété 2.3.3 (page 48) pour déduire que

doo (Q(w), Q(kw)) = duoo (P, kP) = n?=*=1) pour 2 < k < d.

Il faut encore s’assurer que pour tout 1 < k, h < d, I'égalité

est vérifiée. Il suffit pour cela qu’il n’y ait jamais d’annulations par applications successives de
o~! a la paire k~'h (propriété 2.3.3). En fait, compte tenu de la définition de I’application pr,
la proposition 6.1.21 page 101 (qui montre que l’arbre Lf est discerné quel que soit n € IN) nous
permet de conclure directement & cette absence d’annulation.

Finalement, &, conserve les distances. On suppose que &,_1 conserve les distances. La remar-
que suivante nous aidera & identifier les points de BT}, qui ne sont pas dans BT,,_1.

Remarque 6.1.39 Siv est un élément de 5(0)), alors le mot réduit vw est un antécédent (pour
d) de v.

On en déduit que BT, \ BT,—1 = U{fo(ww), fo(va™(c"(1))w),1 < h < d — 2}, ot I'union est

faite sur les éléments v € 5(Q;r) qui apparaissent & I’étape n. Pour chacun de ces v, les points
fo(va™(1)w) et fo(vo™(d)w) sont des éléments de BT, . Vérifier que &, conserve les distances
revient a vérifier que la restriction de §,, aux (d + 1)-uplets

{fow), fo(vo(1)w), fo(va™(d)w), fo(vo™ (0" (1))w),1 < h < d — 2}
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les conserve.

On rappelle que o~ 1(1) = d. La définition de v, (paragraphe 6.1.7 page 102) donne immédi-
atement

= () ou —1 < h<d-2,
di(fouo™(o"(1))w), fova™(o*(1))w)) = =" 4+ = FH) pour —1 <h <k <d-—2.

Utilisant I'action par isométries de Fj; sur T et la propriété o' (v)H = Hv pour tout v € Fy, on
obtient

doo (Q(vw), Q(va™ (cM(1))w)) = doo (P, " h(1)P) = ="+ o —1 < h < d — 2.

Pour tout —1 < h <k <d—2, o"(17Ho*(1) = o (o= (171)1). Puisque 1 <k —h <d—1,
alors o~ (F=")(171) est constitué d’une seule lettre [=1, avec I = d + 1 — (k — h); notamment,
I # 1. Appliquer ¢=™ (pour tout m € IN) a [='1 ne produira jamais d’annulations d’aprés la
proposition 6.1.21 (page 101), et on peut conclure

A (Q(v0™ (0" (1)), Q(v0™ (*(1))w)) = doc (P, 0" (g~ (k=M (171 1) P) = = (n+h) p y=(nh),

On en conclut que &, conserve les distances. La récurrence est ainsi complétée; pour tout
n € IN, Papplication &, : BT, — T conserve les distances. On en déduit, puisque pour tout
n € N, BT,, C BT,+1, que la proposition suivante est vérifiée.

Proposition 6.1.40 L’application £ définie pour tout v de QaL par

¢ : UBL, — T
nelN

fov) = Q(v)

conserve les distances.

Densité des points de branchement et des points terminaux dans L

L, est enveloppe convexe de BT),. Si x est un point de L,,, alors il appartient & un certain
segment [s,t], ot s et t sont des points de BT, et tel que |s, t[ ne contient aucun point de BT,,. Un
tel segment a forcément une de ses extrémités dans BP, (’ensemble des points de branchement
de L,). On en déduit, par la propriété 6.1.24 (page 103), que si x € L, alors il existe y € BP,
tel que d(z,y) < n*("*(dfl)). Ce constat nous permet de montrer la proposition suivante.

Proposition 6.1.41 |J BP, est dense (pour la topologie métrique) dans L.
nclN

Preuve Soit x € L et (z,,), une suite convergente vers x avec pour tout n € N, x, € L.
On choisit un réel € et un entier m tel que e — n~ ==V > 0. II existe un entier ng > m
tel que pour tout n > ng, dp(x,z,) < € — n*(m*(dfl)) et une suite (yn)n telle que pour tout
n € N, y, € BP, et d(zn,yn) < 1~ Alors, pour tout n > ng > m, dp(z,y,) <
e —pn~(m=d=1) 4 p=(r—(d-1)) < ¢ O

On peut montrer de la méme maniére que |J TP, est également dense dans L.
nelN
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¢ et fo étendent leurs domaines

Proposition 6.1.42 Pour tout élément v de Q7 , il existe une suite (vy,), de mots de £(Q) telle
que

— pour tout n € N, v,w € QF,

= (vn)n converge vers v € QF,

~ la suite (v, P),, de T converge dans T.

Preuve Siv est un mot de Q\ QaL ou de Q;r, il existe un mot uv de § et on peut associer au
mot ST (uv) une unique suite (p;, o, 8i)i>0 de Uautomate des préfives-suffives vérifiant :

VYmg € IN, 3m > my tel que s, # €.

On obtient grice auz suffizes un développement automatique (de ’automate positif décrit figure
6.5 page 97) dev; v =0c"(2)...0"(2).... Pour tout n € IN, on note v,, = d"°(2)...0"*(2). La
suite (vn)n tend effectivement vers v, et puisque tout vy, s’écrit sous forme d’un développement
automatique, v,w est bien un élément de Q. De plus,

doo(vnflp, UnP) = doo(P, oln (Q)P) = n_(un_(d_l))

et (v, P)y, est une suite de Cauchy.

Si v est un mot de Q;‘, la suite des suffives du développement (p;, o, S;)i>0 associé au mot

S—Y(uv) de Q est ultimement constante égale a €. On note vy = c%0(2) ... o (2), ot j = uy,, est
Uentier mazimal pour lequel s; # € et pour tout n € N*, v, = voo""(2), avec u, = u,, +dn+ 1.
La suite (6" (2))n>1 tend vers w et la suite (v,), tend vers v. Tout v, s’écrit sous forme d’un
développement automatique ; v w est dans Q. Enfin (pour n > 2),

oo (Vn—1P, 0, P) = doo (01 (2) P, 0" (2) P) < i~ (un=1=(d=1)) 4 pp=(un—(d=1)),
et (v, P)y, est encore une suite de Cauchy. O

Pour tout élément v de QT \Q+, on choisit une suite (v, ), de mots finis comme dans la propo-

sition 6.1.42. Puisque & conserve les distances sur |J BT, la suite (fg(vyw)), est également
nelN
une suite de Cauchy de |J BT,, et est donc convergente dans L (compact).
nelN

On définit alors fg : Qt — L. La restriction de fo a Q(}L a été définie précédemment.
Si v e QF\ QF, alors on a mis en évidence une suite (v,), qui converge vers v et telle que
(fo(vpw))y converge dans L; on note alors fg(v) = lirf fo(vw).
n—-T00

Proposition 6.1.43 Si u et v sont deur mots distincts de QF vérifiant dy(fo(u), fo(v)) = p,
alors doo (Q(u), Q(v)) = p.

Preuve On choisit deuz suites (up )y, et (vp)n de mots finis comme dans la proposition 6.1.42.
(un)n tend vers u, (vy)n tend vers v, et les suites (fo(upw))n et (fo(vnw))n sont des suites de
Cauchy de L qui tendent vers fg(u) et fo(v) respectivement ; on note p = dr(fo(u), fo(v)). Pour
toutn € N, dr,(fo(unw), fo(vpw)) = doo (Q(unw), Q(Vpw)) = doo(un P, v, P), et les suites (upP)y,
et (v P)y tendent vers Q(u) et Q(v) respectivement. Pour tout € > 0, il existe un entier ng tel
que pour tout n > no, |p— di(fo(une), fo(twe))| < § et ldoe (Q(u), Q(0)) — duo(uin P, unP)| < &,
ce qui donne |p — doo (Q(u), Q(v))| < €. Finalement, doo(Q(u),Q(v)) = p. O

La proposition est en particulier vraie pour les mots u,v € Q7 tels que fo(u) = fo(v), ce qui
nous permet d’étendre 'ensemble de définition de &.
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Remarque 6.1.44 La nouvelle application & définie pour tout v € QT par

& ¢ fo@Y) - T
fov) = Qv)

conserve encore les distances. On en déduit, d’aprés la proposition 2.3.5 (page 48), que si (vp)n
(ot pour tout n € N, vow € QF) converge vers v € QF et (fo(vaw))n converge dans L, alors

(fo(vpw))n converge vers fg(v).

Proposition 6.1.45 L’application fg : QT — L ainsi définie est surjective.

Preuve Soitxz € L\ \J BT, ; |J TP, étant dense dans L, il existe une suite (x,), d’éléments
nclN nelN
de \J TP, convergente vers x. fq est une bijection de Q;L dans |J TP, ; on choisit donc la suite
nclN nelN

(upw), de Q;r telle que pour tout p € N, fo(upw) = xp. Par compacité de Q, on peut choisir

une sous-suite (vpw), de (upw), convergente vers un élément v de Q*. Puisque x € L\ |J BT,
nelN

v ¢ QF et |vy| — +oo lorsque p — +o0. (vp), converge également vers v et (fo(vpw)), converge
vers x. La remarque 6.1.44 nous permet alors de conclure que fg(v) = . O

On peut donner grace & cette proposition la nouvelle application & : L — T définie pour tout

v € QF, par {(fo(v)) = Q(v).
Théoréme 6.1.46 L’application & définie pour tout v de QT par

& L — T
folw) = Qv)

conserve les distances. & est une bijection isométrique de L dans Q(QT).

6.1.11 Coceur et cylindres

1w) est le centre des d points

Soit ! un élément de 5(93) qui apparait al’étape n. x = fo(u~
zp, = folu=to™(c"(1))w), pour —1 < h < d—2. Chacun de ces points sépare 'espace 27\ {z},} en
2d composantes connexes, et 1'une d’elle contient z. On notera Cng, () la composante connexe

issue de xj, et contenant x. On définit alors

L@)=Ln( () Cng@)u( J A{zh):

—1<h<d—2 —1<h<d—2

On s’intéresse a I'antécédent de L(z) par I"application fg.
Si u est un mot de £(2), 'ensemble des mots de Q1 dont u est le préfixe est notée O, et
I'ensemble des mots v de Q7 tels que uv est encore un mot de QT est noté P,,.

Images par fg des cylindres
Proposition 6.1.47 Siu~! est un élément de §(2)), alors L(fo(u™'w)) = fo(Py).

On note qu’on peut rendre la propriété vraie pour le mot vide € en considérant que celui-ci est
apparu a l'étape —(d — 2); L = L(fg(w)) = fo(P:) = fo(QT).

Cela est en fait suffisant pour initialiser une récurrence. On supposera que pour tout mot ug !
de §(2}) apparaissant a une étape < n — 1, la propriété L(fo(uy'w)) = fo(Py,) est vérifice. Si
u"l € 5(Q;r) apparait & 1'étape n, alors v™! = 4~ 10" (d) est un mot de 6(9;) apparu a une étape
antérieure m, et u~! est un des d mots v*10m+(d*1)+h(1*1), —1 < h < d-— 2 (cf. proposition
6.1.30 page 105). La propriété suivante est nécessaire pour continuer.
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Propriété 6.1.48 Siu~! est un point de 6(9;) apparaissant o Uétape n, alors les mots u™'w,

ulo"(o"(1))w, —1 < h < d—2 sont des éléments de P,. De plus les mots u='o™T(d=D+h(1-1)y,
—1 < h <d-—2, sont également dans P,

Une éventuelle récurrence nous permet de déduire la conséquence suivante.

Conséquence 6.1.49 Siz € L(fo(u™w)) N BT}, pour un certain p, alors l'antécédent (par fq)
de x dans QaL est également dans P, .

L( fQ(uflw)) est compact en tant que fermé du compact L. Si x est un point quelconque de

L(fo(u™'w))\ U BTy, il existe une suite (z,,), d’éléments de L(fo(u"'w)) N |J TP, con-
nelN nclN
vergente vers x (par densité) et une suite (wy), d’éléments de §(€;) tels que w,w € P, et

folwpw) = x,. (wpw), est convergente (quitte a prendre une sous-suite) vers un mot w par

compacité de Q1. De plus, |w,| — +0o quand n — +oo puisque z ¢ |J BT),. w est également
nelN
la limite de (wy,), et w € P, (ce dernier étant ouvert-fermé); enfin, fo(w) = « (par remarque

6.1.44). On obtient L(fo(u™'w)) C fo(P.).

L’autre inclusion dépendra de la proposition suivante.

Proposition 6.1.50 Si v=! € 5((23) apparait a l’étape m, et si u,:l = p~lgmHd=D+h(-1)
—1 < h<d-—2, alors pour tout -1 <i<j<d—2

Py, NPy, ={vw}.
Preuve FEcrire upv lw = 0m+(d*1)+h(1)w, pour tout —1 < h < d—2 suffit & montrer que v 'w
est effectivement dans lintersection. w est 'unique mot infini o droite spécial 4 gauche (6.1.7
page 95) ; on en déduit que v~ 'w est le seul élément de cette intersection. O]

Maintenant, par I'’hypothése de récurrence, L(fo(v™'w)) = fo(P,); en particulier, pour tout w

de §(QF) tel que ww € P, on a fo(uw) € L(fo(v~'w))N U BT, (en effet P, C P, puisque v est
nclN
suffixe de u). Par la conséquence 6.1.49 (qu’on appliquera en fait aux points uy, différents de u), et

se rappelant que fg est une bijection de QF dans |J BTy, on déduit que fg(ww) € L(fo(u™lw))
nelN

(8'il etait dans L(fg(u,'w)) \ L(fo(u™'w)), up # u, on aurait ww # v™'w et ww € P, N Py, ce
qui est impossible).

On choisit w dans Q7 \QF, w™ tel que w™w € 2, et u un suffixe de w™ (w est donc dans P,).
Le mot S~ (w~w) a un développement en préfixes-suffixes dans lequel les préfixes (resp. suf-
fixes) sont non tous nuls; on note (p;, o, S;)i>0 ce développement. On obtient un développement
automatique de w; w = 0"0(2)...0"%(2)....

Proposition 6.1.51 1] existe k,, tel que pour tout k > ky, le mot uoc™(2)...0" (2)w est un
mot de Q.

Preuve Le mot u est un suffize de w=. Il existe donc un rang hy, tel que le développement
donné par la suite (finie) (pi, v, si)i<n 0ot h > hy, c’est-a-dire o"(pp) ... po.cosg ... 0" (s1), a
exactement pour suffize uoc"(2)...0"(2), ou k est supérieur a un certain k,,. On pourra sup-
poser que ce chemin fini se termine au sommet 1 sans que cela n’ait aucune influence sur les
suffizes (on peut éventuellement ’allonger suivant les triplets dont le suffize est vide). L’étude
des points fixes de [automorphisme extérieur nous assure qu’il n’y a pas de couple de mots
bi-infinis ayant méme passé et futurs différents sur |J S™(Qper); la suite de préfives-suffizes
nez

(piy iy 8i)i<nl(€, 1, €)(€,dy€) ... (€,2,€)(1,2,€)]* correspond donc a un unique mot (par T1), et
ce mot contient uoc®(2)...0" (2)w, assurant que ce dernier est bien dans Q. O
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Finalement, si k > ky,, 0"°(2)...0"(2)w € P,. On note alors (wy,), la suite définie pour tout n
par w, = c"0(2)...c"+(2), pour n'importe quel k > k. (wy), converge vers w et pour tout
n, wyw € P,. On vérifiera facilement que la suite (Q(w,w)), est alors une suite de Cauchy (Fy
agit par isométries sur T et w, ' w, = o+ (2)), et converge vers Q(w) par 2.3.5 (page 48). Par
isométrie, la suite des fo(wpw) converge vers fo(w) dans L. Or, pour tout n, fo(w,w) est un
élément de L(fo(u~'w)), qui est compact. On déduit finalement que fo(w) € L(fo(u™tw)).

La récurrence est donc complétée, et le résultat annoncé dans la proposition 6.1.47 est vérifié :
si u~! est un élément de §(Q)), alors L(fo(u™lw)) = fo(P,).

Etude de la non-injectivité de fg

Soit v un élément de QF et v~ un mot infini a gauche tel que v v € Q. Siv v ¢ |J Qper,
nelN
I'automate des préfixes-suffixes donne les développements de certains suffixes de v~ ; on les notera

vy = 0" (1)...0"(1). Siv v € |J Qper Pautomate ne produira qu’une suite finie de préfixes
nelN
dont le développement sera par exemple o%#(1)...0%(1); dans ce cas, il suffit de voir que si v™v

est un shifté de w; = lirj{l o (i.1) (pour un certain i, 1 <14 < d), alors pour tout uy; tel que
n—-—r+oo

Up1 —ug > d et ugyy = (1—1)[d], o"“+1(1)og"(1)...0"0(1) est un suffixe de v~. On notera dans
ce cas vy, = o' (1)...0%"(1) sin < k et v, = " (1)o"(1)...0"0(1), ot ugsq est le plus petit
indice tel que ugy1 —up > d, ugr1 = (1 — 1)[d], et u, = ugy1 + d(n — (k+ 1)) sinon.

On pourra se reporter a la conséquence 6.1.49 pour vérifier que dans les deux cas, la suite
(L(fo(vy'w)))s est une suite de compacts emboités dont la suite des diamétres tend vers 0 (par
la propriété 6.1.24 page 103). Puisque fgo(v) appartient & chaque élément de cette suite (par
L(fo(vy'w)) = fo(Py,)), on en déduit

{fo@)} = lim_L(fo(u;'w).

On peut facilement déduire de cette définition que si v~ u et v~ v sont deux mots de 2 (avec
u~ un mot infini & gauche et u,v deux mots de Q1), alors fo(u) = fo(v). On va démontrer que
la réciproque est également vraie.

Proposition 6.1.52 Tout point de |J BT, a un unique antécédent dans Q par fq.
nclN

Preuve On vérifie la propriété pour fo(w) et on concluera grice & 'équivariance. fg étant une

bijection de Qf dans |J BT, aucun mot de Qf (# w) n’a pour image fo(w) par fo. Soit v un
nelN

élément de Q*\Qg. St v~ v est un mot de 2, 'automate des préfizes-suffizes produit deux entiers
ug et uy tels que v € Pyuy(1)5u0(1). fQ(v) est alors un élément de fo(e® (1 Yo" (17 Yw). Une
simple observation de la figure 6.7 (page 102) permet d’obtenir I'équivalence, pour u # € :

folw) € L(fQ(uflw)) s IkelN;ut= ak(lfl).

Finalement, on conclut que fg(v) est bien différent de fo(w) grace a la proposition 6.1.16 (page
98). 01

Proposition 6.1.53 Siu et v sont deuz points de Q7 tels que fo(u) = fo(v), alors il existe un
mot infini a gauche u™ tel que u~u et u~v sont deux points de €.

Preuve Si fo(u) = fo(v) est dans |J BT, alors u=v d’aprés 6.1.52.
nelN

Si fo(u) = fo(v) est dans L\ |J BT,, alors u et v sont des éléments de QT \ QF. On suppose
nelN

Uexistence de deuxr mots infinis o gauche u~ et v™, tels que
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~uTu€eQetvvel]

—uvégQetvud.
L’automate des préfizes-suffizes produira (grace a la propriété 6.1.15 page 98) us suffize de u~
et vs suffize de v~ tels que

—ugl et vyl sont des éléments de 5(S2)),

~ ug (resp. vs) n'est pas un suffive de vs (resp. us),

~u€epP, etvekP,,

- u¢ P, etvg P,,.

On déduit de la conséquence 6.1.49 que si ug et vg ne sont pas suffixe 'un de 'autre, alors
Uintersection de L(fq(Py,,)) et L(fo(Py,)) est constitué d’au plus un point, et ce point est dans

U BT,. Finalement, di(fo(u), fo(v)) > 0, une contradiction. [
nelN

Corollaire 6.1.54 Six est un point de L(fo(u™'w)), alors pour tout v de Q7 tel que fo(v) = =,
v e P,.

Preuve L(fo(u~'w)) = fo(P,) d’aprés 6.1.47; il existe donc v de P, tel que fo(v) = z. On
déduit alors de 6.1.53 que les autres antécédents de x sont également dans P,. [

Remarque 6.1.55 On note p ['unique mesure de probabilité du systéeme dynamique (QF,S).
Jusqu'a la fin de ce chapitre, toute partition de QT sera en fait une partition modulo un ensemble
de mesure nulle pour p.

L, engendre une partition en cylindres de QF

Définition 6.1.56 Soit e = [s,t] un arc de L,. Si e vérifie
— s et t sont des éléments de BT,
— lintérieur de e ne contient aucun élément de BT,
alors on dira que e est un arc simple ; sinon, il sera dit composé.

Soit e = [s,t] un arc simple de L,,. Pour un certain m > n, e est un arc simple de L,,_; et est un
arc composé de L, ; son intérieur contient exactement un sommet de BT),. On sera alors dans
la situation décrite dans la proposition 6.1.47. En supposant que le point de BT, contenu dans
intérieur de e est fo(u'w) (u est alors un mot fini positif), on dira que e a généré P,.

On rappelle que si un mot fini u est tel que fo(uw) € BT, et fo(uw) ¢ BT,_1, alors on dit
que u est apparu a ’étape n. On pourra se reporter au paragraphe 6.1.8 (page 105) pour les

notations.

Proposition 6.1.57 Siu~! est un mot (de 5(92;)) apparaissant a l’étape n, alors les d arcs
ey = [fQ(u_lw),fQ(u_10"+h(1)w)], —-1<h<d-2

de Ly, géneérent Py, Poy, ..., Py, (pas forcément respectivement).

Preuve Siu~! apparait a l’étape n, alors les d arcs adjacents générent Py, Py, . .. , Py, avec
up = o™ A=D1y, 1 < k < d. On suppose que la derniére lettre de o™ 4=34E(1) est 2, ; les
2 sont 2 a 2 distincts.

Si v est dans Py, alors il est dans Py, et fo(v) est dans L(fg(u~'w)). De plus,

L(fou™'w)) = U L(folu;'w)).

1<k<d
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Si fo(v) est dans L(fQ(uj_lw)) pour un certain j, alors d’aprés la proposition 6.1.47 et le corol-
laire 6.1.54, tous les antécédents de fq(v) sont des éléments de Py, N0 Py . Si uj # uy, alors
2 # 2z et puisque w est le seul mot infini a droite qui soit spécial a gauche, on en déduit que
Py, NP, = {u"'w}. Ainsi siv est un élément de P, ,\{u"'w} alors c’est forcément un élément
de Py, . Puisque ulw e P, , on en déduit que P, C P,,. L’autre inclusion est évidente puisque
zpw est un suffize de uy, et on obtient P, = P,, . U

Proposition 6.1.58 Si v=! est le plus long mot de 5(9;{) a apparaitre o ’étape n, alors tout
arc e = [s,t] simple de L,, génére P, pour un certain u vérifiant |u| = |v| + 1.

Preuve On suppose que fo(w™lw) = s et folw lo™(w')w) = t ou w' est soit une lettre,
1 < w' < d, soit un mot o”(1) pour un certain 1 < h < d—2. Dans ce cas, s est un point de BP,
et e génere Poy, = Py, otz € {1,...,d} et wy = ™=k (D)w avec m étape d’apparition de

w™l et 1 <k <d (cf proposition 6.1.57). Siv~" est le plus grand élément de 5(9;) qui apparait
a I’étape n, alors

|zw] < Jol +1 < o™ =D (L)

(car w™' est apparu au plus tard & Uétape n, et w— o™ H(d=3)+k(1-1)

Il existe donc un mot u de longueur de |v| + 1 tel que

n’est pas encore apparu,).

— u est un suffize de wq,
— zw est un suffize de u,
- Py,=PF,.0

Proposition 6.1.59 Si v™! est le plus long mot de 5(92‘) a apparaitre o étape n, alors pour
tout mot u de £(2) tel que |u| = |v| + 1, il existe un arc simple de L,, qui génére P,.

Preuve Quel que soit n € IN, L, est une union d’arcs simples. Si v=' est le plus long mot de
§(XF) a apparaitre a Uétape n et u est un mot de £(2) tel que |u| = |v|+1, alors il existe un mot
w, |lw| = |v|+1, tel que P, est généré par un arc simple e de L,, et fo(Py)N fo(P,) est constitué
d’une infinité de points. On rappelle que si wy # wy et |wy| = |we|, Uintersection Py, N Py,
comporte au plus 1 point (cela vient du fait que w est le seul mot infini spécial a gauche) ; par
6.1.53, Uintersection fo(Pw,) N fo(Puw,) comporte au plus 1 point. On en conclut que v = w et
que e génere P,. [

Pour tout entier m € IN on note &2, la partition de QT constituée des ensembles P, oul u est
un mot de £(€2) de longueur m.

Théoréme 6.1.60 Pour tout n € IN, il existe un entier m tel que
~ pour tout P, € Py, il existe un unique arc simple [s,t] de L, pour lequel fo(P,) =
Cn(s,t)NL,
— réciproquement, pour tout arc simple [s,t] de Ly, il existe un unique élément P, de &, tel
que fo(Py) =Cn(s,t)NL,
- m — 1 est la longueur du plus long mot de 5(92;) a apparaitre a [’étape n.
On dit que L, a engendré la partition &,.

Des illustrations de ce résultat (dans le cas d = 3) sont données figures 6.9 (page 122) et 6.10
(page 122).
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Propriétés des partitions engendrées

Ce paragraphe étudie les partitions de QT qui peuvent étre engendrées par les arbres L,,. On
note p 'unique mesure de probabilité sur QT invariante par shift. u est définie sur tout cylindre
par pu(Cy) = lirf %#{0 <k <Mwk... Wpyu-1 = u} ot # désigne le cardinal; pour tout

n—-+0o0

u € £(2), u(Cy) > 0. Si P, et P, sont les éléments d’une partition &, quelconque, on dit que
P, ~ P, si et seulement si u(P,) = p(P,). On s’intéresse au cardinal de I'ensemble &2,/ ~.

On a vu au paragraphe précédent I'importance des ensembles P,. u étant invariante par le
shift, l'égalité p(P,) = u(C,) est vérifice pour tout u € £(£2). On travaillera sur les ensembles
C, dans la suite de ce paragraphe.

On rappelle que les préfixes de w sont les seuls mots spéciaux & gauche, et que les suffixes
des passés des w;2, 1 < i < d — 1 sont les seuls mots spéciaux a droite.
A est la valeur propre dominante de la matrice d’'incidence de o. La mesure définie est telle que
pour tout u dans le langage, u(a(Cy)) = A~ tu(Cy). Le lemme suivant permettra d’utiliser cette
propriété par la suite.

Lemme 6.1.61 Siu est un mot de £(2) dont la derniére lettre est différente de d, alors o(C,,) =
Co(u)-

Preuve L’inclusion o(Cy) C Cyy est évidente. Soit v € Cyyy, v = o(u)w, et puisque d n'est
pas la derniére lettre de u, alors 1 n’est pas la derniére lettre de o(u) et w ne commence pas
par 2. Or, tout mot (infini) commencant par | # 2 a un antécédent par o dans QF, c’est-a-dire
qu’il existe wy € QT tel que o(wg) = w. Une manicre simple de s’en assurer est d’écrire le
développement en préfives-suffizes d’un mot w™.cw € Q. Dans ce cas, v = o(uwy), assurant que
v est dans o(Cy,). O

X vérifie A2 = A1 4+ 1 et on en déduit que les égalités

\2d-2 — Z Aot 1= Z N~ (d=1+k)
0<k<d—1 0<k<d—-1

sont vérifiées.

Proposition 6.1.62 Soit u un préfize de w (possiblement €) et u(Cy,) = x. Alors 1(Chy), 1(Cay),
<y 1(Cay) prennent les valeurs (pas forcément respectives) \~@—14K) g 0 <k <d —1.

Preuve Siu est un préfive de w, alors u est préfize de o(u). On pourra supposer u spécial
droite, en remarquant que si ce n’est pas le cas, il existe un mot ug spécial a droite (dont u est
préfize) tel que Cy = Cy,.

Il n'existe qu’une seule lettre ly de {1,...,d} pour laquelle o(ly)u est encore spécial & droite ;
sil est un élément de {1,...,d} et l # ly, o(l)u n’est pas spécial & droite. Le développement des
préfizes de w spéciauz a droite nous permet de dire qu’il n’existe aucun préfize v de o(u) tel que u
est préfive de v, lu| < |v| <|o(u)| et v est spécial a droite. On en conclut que Cy)o(u) = Co(1)u-
u €étant spécial a droite, sa derniére lettre est différente de d, et par 6.1.61, o(Cp,) = Colyo(u)s
ce qui donne o(Cy,) = Co(tyu- On rappelle que 2 est non spécial a gauche. On a ainsi, pour tout

l#lo N

w(Cuw) = MCryry) sil#d,
w(Cr) = A(Chu) sil=d.

On note y = p(Coq1yy) silo # d et y = p(Cry) silo=d; on a alors N Fy =z, ce qui
0<k<d—1

donne y = A~y O
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On va pouvoir préciser le cardinal des ensembles &,/ ~ aprés un dernier lemme. Pour tout
n € IN, on note E,, = {p(Cy);u € £(Q), |u| = n}.

Lemme 6.1.63 Si u est un préfize du point fize w, alors u(C,) est un élément mazimal de Epy)-
De plus, u est spécial a droite si et seulement si pour tout v € £(Q) tel que |v| = |ul,v # u, on a

p(Cu) > p(C).

Preuve Soitv € £(Q) un mot de longueur |u|. Siv n’est pas un préfize du point fize, alors il ex-
iste un préfize w du point fize, tel que |w| > |u|, v est un suffize (propre) de w et u(Cy) = u(Cy) ;
en effet si v n’est pas spécial & gauche et av € £(Q) (o € {1,...,d}), alors 1(Cyy) = p(Cy). Or,
puisque u est un préfize de w, alors Cy, D Cy et u(Cy) > p(Cy) = p(Cy).

v est toujours un mot de longueur |u|, u est préfize de w et w est un préfive de w tel que v
est un suffize propre de w et pu(Cy) = p(Cy). On note w = uwwy ; si u est spécial a droite, alors il
existe wy tel que |wy| = |wol, wy # wo et uwy est dans le langage. Dans ce cas, Cy D CuywyUCuuy
et u(Cy) > u(Cy) = u(Cy) (car Cuy, et Cyuy, sont de mesures strictement positives).

Si pour tout v tel que |v| = |ul,v # u, on a u(Cy) > u(Cy), on note o une lettre de {1,...,d}
telle que ua est dans le langage. Si v est le suffive de ua de longueur |ul|, alors v n’est pas spécial
a gauche et (1(Cy) = p(Cua). On a alors p(Cy) > p(Cyua), ce qui implique que w est spécial a
droite. [J

Proposition 6.1.64 Soit u un préfize du point fixe w.
- B = U {)\f(d71+k)}’

0<k<d—1
- Vn > 2,
— si le préfize up,_1 de w de longueur n — 1 est spécial a droite, alors il existe j € IN tel que
E, = U {)\*(J’Jrk)}’
0<k<2d-3
— sinon, il existe j € N tel que E,, = U {)\—(j-i—k)}_

0<k<2d—2

Preuve Dans cette preuve, on désignera par u, le préfize de w de longueur n.

Par récurrence. On obtient directement de 6.1.62 que By = |J  {A\"(@1FRY 1 est le seul
0<k<d—-1

mot de longueur 1 spécial a gauche, u(Cy) = A== dapres 6.1.63, et on obtient par 6.1.62 que
les (1(Ch1), 1 < h < d prennent les valeurs AN~@d=24k) "0 < | <d—1. Sil#1, 1 nest pas spécial

a gauche et u(Cy_1y) = u(Cr). On en déduit que Eo = U {0 On suppose que les
0<k<2d—3

propriétés annoncées sont vraies a tous les rangs < n.

Si up et u,_1 sont spéciauz a droite, il existe j € IN tel que E, = U AU par

0<k<2d-3
hypothése de récurrence, et par 6.1.63, C,,, est le seul cylindre de mesure A™7. On peut déduire
de la proposition 6.1.62 que E,, 1 = |J {\"U+RY,
1<k<2d—2
Si uy, est spécial & droite, et u,_1 ne Uest pas, il existe j € N tel que B, = |J {A"UTH)}
0<k<2d—2
et C, est le seul cylindre de mesure X7, On en déduit que B,y = |  {A"UtR},
1<k<2d—2

St u, nest pas spécial a droite, et u,_1 est spécial a droite, il existe j € IN tel que E,, =

U  {(AUHRY et C,, n'est pas le seul cylindre de mesure X7 ; E, = | {AUTR}
0<k<2d—3 0<k<2d—2

Si u, et up_1 ne sont spéciaur & droite ni 'un ni autre, il existe j € N tel que E, =

U {AUHRY e, nest pas le seul cylindre de mesure \=7. On a alors B, 1 = E,.
0<k<2d—-2

Les propriétés passent donc aux successeurs. [
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On peut finalement conclure que #(Zy/ ~) = d, #(Pn/ ~) = 2d — 2 si le préfixe de w de
longueur n — 1 est spécial a droite, et #(Z,/ ~) = 2d — 1 sinon. Ce résultat est a rapprocher
du théoreme 6.1.60 et de la propriété 6.1.33 (page 107).

Théoréme 6.1.65 Ly engendre P1. Pour tout n € IN* larbre, L, engendre une partition de
QF en P, avec #(P) ~) = 2d — 2. Toute partition P, telle que #( P,/ ~) = 2d — 2 est
engendrée par un arbre L,,.

6.1.12 Coceur et fractal de Rauzy

Pour d = 3, la substitution est de type Pisot, et en remarquant que pour toute lettre i,
o%1(i) a pour premiére lettre 1, on en déduit que la condition de forte coincidence est vérifie :
pour tout 4,j € A, il existe k, n tels que la k-iéme lettre de o™ (i) et la k-iéme lettre de o™ (j) sont
égales et les abélianisés des preéfixes de longueur £ — 1 de 0™ (i) et o™ (j) sont égaux. D’aprés [6]
et [23] (chapitre 3), cela est suffisant pour définir un fractal de Rauzy et un échange de morceaux
(& mesure de Lebesgue nulle prés).

On note 7 I’application qui & tout mot de QT associe la projection de son abélianisé dans
le plan contractant, parallelement & la direction dilatante. Pour tout point x de L, ’ensemble
( fo L({z})) est réduit a un point. On peut donc définir, pour tout élément w de Q, Papplication

’ Y L — R
fow) —  mw(w),

ou R est le fractal de Rauzy.

Remarque 6.1.66 Les croixz noires (présentes sur #(Ls), #(Lg) et #(Lg)) indiquent les points
x de R tels que le cardinal de l'ensemble fo(rm=1({z})) est strictement > 1. Ces situations sont
des défauts de la représentation planaire; en effet, certains couples de points de Q7 dont les
images par fo sont distinctes ont méme abélianisé, et ont donc méme image par .

La figure 6.9 illustre le théoréme 6.1.60 (page 117); les arcs simples (bleu, rouge et vert) de
Lo ont engendrés respectivement P,, P, et P.,.

La figure 6.10 illustre le fait que L4 génére &7. On représente le fractal de Rauzy en attribuant
une méme couleur a 7(P,) et w(P,) (ou P, et P, sont dans ;) si u(P,) = u(Py,); n(P,) et
m(P,) sont égaux a translation prés. L’'image par # de L4 est également représentée ; on note la
correspondance entre les arcs simples et les cylindres.
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F1G. 6.8: Représentations de @&(Lg), &(L1), &(L2), &(Ls3), &(Ly),
N(Ls5), d(Lg), M(Ls) et ®(Li).

6.2 Deuxiéme exemple

L’exemple précédent présente une propriété particulierement importante qui justifie cette
nouvelle étude. L’automorphisme inverse admet un représentant topologique train-track et sans
chemin de Nielsen sur la rose R;. Dans 'exemple suivant, le représentant topologique train-track
de "automorphisme inverse sera défini sur un graphe G différent de Ry. Il ne possédera pas non
plus de chemin de Nielsen.

Différences principales avec le premier exemple

Les étapes du raisonnement restent les mémes. Dans le premier exemple, le représentant
train-track de automorphisme inverse sur la rose nous a permis d’associer (par la fonction
fo) les mots de l'orbite d'un unique mot (le point fixe de la substitution) aux sommets des
arbres obtenus par substitution d’arbre (voir sous-section 6.1.8 page 104). Cette association
est possible notamment parce que le tronc de la substitution d’arbre correspond exactement a
l’automorphisme inverse (voir sous-sections 6.1.6 page 98 et 6.1.7 page 99). Ici, le représentant
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F1G. 6.10: Représentation de R et #(Ly).

train-track (de 'automorphisme inverse) est défini sur un graphe contenant deux vertex distincts
(voir sous-section 6.2.6 page 132), et le tronc de la substitution sera défini par le codage de ce
représentant (voir sous-section 6.2.7 page 134). De plus, on établira une bijection entre ’ensemble
des sommets des arbres obtenus par substitution d’arbre et les orbites de deux mots différents
(voir sous-sections 6.2.5 page 130 et 6.2.8 page 139).

Dans les sous-sections 6.2.11 (page 150) et 6.2.12 (page 156), on voudra adapter le théoréme
6.1.60 (page 117) au nouvel exemple, c’est-a-dire mettre en évidence des partitions de 1’ensemble
des mots du systéme dynamique en fonction des arbres obtenus par substitution d’arbre. Cette
fois, chaque arbre engendrera naturellement deux partitions en cylindres; chacune d’elles sera
uniquement déterminée par les mots d’une méme orbite.
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Enoncés des résultats de la section 6.2
Soit d > 3; on définit sur A = {1,2,...,d} la substitution primitive o :

1 — 12
Eo— 1k+1) powr2<k<d-1
d — 1L

g

o engendre le systéme dynamique symbolique (27,S). o est inversible, et on note encore o
l’automorphisme du groupe libre de base A (désormais noté F,;) engendré par la substitution, et
o1 son inverse. La classe extérieure de o~ ! est notée ®; (cf. 2.2 page 44).

L’algorithme de Bestvina-Handel ([4]) produit un représentant train-track hy de ®p sur le
graphe G décrit sur la figure 6.11. On choisit un ensemble A, = {p1, p2,...,pd, pa+1} de d + 1
entiers successifs. On identifie le groupe fondamental 71 (G, ) de G avec Fy par

- l~p,

— k =~ pgr1pk pour tout 2 < k < d.

3 < pr < pa1

P1

Pd+1

FiG. 6.11: Graphe G; hg : G — G est train-track.

Si on identifie m (G, *) avec m1 (G, ho(*)) en choisissant le chemin trivial comme chemin de *
a ho(x), ho induit 'automorphisme

ol 1 F(4) — F(4,)
P1 = Pd+1Pd
P2 = Pgi1P1
Pk —  prp—1 pour tout 3 < k <d
par1 — Py

sur le groupe libre muni de la base A,. On note que ¢! admet un automorphisme inverse
¢: F(A,) — F(A,); ¢ peut étre vu comme un recodage de la substitution o.

On note n la valeur propre dominante de la matrice d’incidence de hg. Le vecteur v =
[(n?—1) n?=1 n?=2 ... % 5 1] est un vecteur propre a gauche associé¢ a 1. On donne a l’arc
pi de G la longueur v(i) et on construit 'arbre T associé¢ & =1 (cf. 2.3 page 47). L’action de Fy
sur T est & orbites denses et on définit @Q : 0F; — T U OT.

On va & nouveau obtenir Q(Q") par substitutions d’arbre. Cette fois, le tronc de la substitu-
tion d’arbre ne correspondra pas & o~ !, mais & ¢ 1. Soit A = {p1,...,Pd; Pds1,Pdi2 - - P2d—1}
un alphabet. Si X; est un élément de “r(A,), X; = ({z,y},{(z,y,pi)}), ot i € A, 7 est la
substitution d’arbre définie par :

— l'image de X est représentée figure 6.12,
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— l'image de Xs est représentée figure 6.13,
T(Xi):Xl',l Sl3§l§d,
T(Xar1) = ({z. v} {(y, 2, p4)}),
- 7(Xag2) = X1,
(XZ) :Xi—l Sld+3§2§2d—1

Para < pr < pag—2

/
,02a,\ 1

T(XQ) pd/+1

FiG. 6.13: Image de X7 par 7.

On appelle L§ 'arbre 72(X1) et L3 = 7"(L§). wo est la racine de L? quel que soit n € IN. BT
est 'ensemble des sommets de L7 ; par définition de la substitution d’arbre, pour tout n € I,
BT: C BT 4. On notera v, la fonction chemin de L. On définit le morphisme pr : (A;UA;)* —
F(Ap);

— pr(px) = pr pour k € {1,...,d+ 1},

= prpa+itr) = ¢k(p1) pour k € {1,...,d — 2},

— pr(pg) = pgl pour k € {1,...,d+ 1},

— pr(paziir) = ¢"(p1 ") pour k€ {1,...,d —2}.
Cette application explicite les d — 2 lettres de A, \ A,,.

Soit w = lim o™(1) et Qf = {v € QF;5*%(v) = wl U {v € QF;5%(w) = v}. Si z est un

n—-roo
sommet de L, I;F mot ¢ (pr(vyp(xo,x))) est un élément de F'(A,). On rappelle qu’on a effectué
Iidentification
- l~p,
— k =~ pgr1pr pour tout 2 < k < d.
Malgré cela, certain mots ne peuvent pas étre recodés en éléments de Fy et il nous sera impossible

d’associer un point de 0§ a chaque sommet de |J BTp.
nelN
On montrera par la suite la propriété suivante.
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Propriété 6.2.1 Le mot ¢P(pr(vy(zo,x))) peut étre vu,
— soit comme un mot de Fy; on dit alors que x est un point de classe 2,
— soit comme un mot upgr1 ot u € Fy; x est alors un point de classe 1.

On choisira un point w’ (qui sera en fait un mot fixe par un automorphisme représentant le méme
automorphisme extérieur que o) et on notera Q;l = {v € O S*(w) = W'} Si ¢ (pr(vp(z0,2)))
peut étre recodé en un mot de Fy, on associera & x un mot de 0 ; s’il peut étre recodé en upgiq
ou u € Fy, on lui associera un mot de Q;Ll.

Proposition 6.2.2 Pour tout point v = uw de QaL, il existe un unique sommet x = fo(v) de

U BT} et un unique entier py minimal tel que pour tout p > po, v = ¢F(pr(yp(zo,))), ot
nelN
peut étre recodé en un mot de u de Fy.

Pour tout point v = uw' de Q;l, il existe un unique sommet x = fo(v) de |J BT} et un unique
’ nelN
entier po minimal tel que pour tout p > po, u” = ¢P(pr(vp(zo,x))), ot u” = u'pgy1 et v peut

étre recodé en un mot u de Fy.

On rappelle que Lj = 72(X1), ott X7 est un élément de .#5(A,) dont Paréte est colorée 1;
les sommets de 7"(X7) sont de degré au plus d quel que soit n € IN. On choisit un intervalle de
longueur n2(nd — 1) comme réalisation de X;. On se place dans Z? et on applique le théoréme
5.5.5 (page 86). On obtient une suite de réalisations ;

— deux arétes de L] de méme couleur ont deux réalisations isométriques,

— si vy, est la fonction de réalisation de L7, et si o est un sommet commun a Lj et L,

alors vpy1(z) = vi(z).
On note L,, 'enveloppe convexe de v, (BT?) = BT, ; la suite (L), converge vers un arbre

réel L de 7%, Par densité de |J BT, dans L et par la proposition 6.2.2, on définit la fonction fo
nelN

surjective de Q7 dans L. Pour tout z € L, 'ensemble Q(fél({x})) C T est réduit & un unique
élement. On peut donc définir la fonction € : L — Q(Q71), qui a tout fg(v) (v € Q) associe Q(v).

o engendre le systéme dynamique (27, S), T est un arbre invariant de 'automorphisme o+
et @ est 'application équivariante surjective de 9F,; dans T U 9T associée. T est la substitution
d’arbre associée & o et on peut décrire, grace aux arbres L; = 7"(L{), une suite d’arbres réels
convergente vers un arbre réel L. Les chemins des arbres L; nous permettent de construire une
fonction f¢ surjective de QF dans L.

Théoréme 6.2.3 L’application & définie pour tout v de QT par

¢ - L — QWY
fov) = Qv)

est une bijection isométrique.

Pour tout mot u positif de £(27), on note P, I’ensemble des mots v de Q7 tels que uv
appartient encore & Q7 et C, I'ensemble des mots de QT dont u est préfixe. On note p I'unique
mesure de probabilité du systéeme (Q27,5) (cf. sous-section 1.4.3 page 37). Pour tout n € NN,
I'ensemble des P, (resp. Cy), |u| = n forme une partition (modulo un ensemble de mesure nulle)
notée 2, (resp. €,) de QF.

Un point de L,, est un point de classe 1 (resp. classe 2) s’il est réalisation d’un point de classe
1 (resp. classe 2).

Définition 6.2.4 Un sous-arbre 1-simple (resp. 2-simple) de Ly, est un sous-arbre mazimal pour
Uinclusion, et dont l'intérieur ne contient aucun point de classe 1 (resp. 2).
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Si e est un arbre 1-simple (resp. 2-simple) de L, e est I’enveloppe convexe d’un ensemble E de
points de L,,. Pour tout x € E, Z%\ {x} est composé de 2d composantes connexes, et I'une d’elle
contient les autres points de E'; on la note Cn,(F) et on définit

L(e) = ([| Cna(E)) UE.

zeFE

Théoréeme 6.2.5 Soit n € IN. Il eziste un entier my tel que pour tout P, € Py, , il existe un
unique arbre 2-simple e de Ly, pour lequel fo(P,) = L(e); réciproquement, pour tout arbre 2-
simple e de L, il existe un unique élément P, de Py, tel que fo(P,) = L(e).

Pour le méme n, il existe un entier my tel que pour tout C, € Gp,, il existe un unique arbre
1-simple e de Ly, pour lequel fo(C,) = L(e) ; réciproqguement, pour tout arbre 1-simple e de Ly,
il existe un unique élément P, de €, tel que fo(Cy) = L(e).

6.2.1 Abélianisé et points périodiques

Soit d un entier supérieur ou égal & 3 et A = {1,2,...,d} un alphabet. On note o la substi-
tution de ’alphabet A définie par

o : k — 1(k+1) pourl<k<d-1
d — 1

La matrice d’incidence M, de o est défini par
— pour tout 1 <i<d-—1, My(1,i) = Ms(i +1,i) =1,
- Ma(17d) =1,
— M, est nulle partout ailleurs.

Le polynoéme caractéristique M, est (—1)%(xz? — (3  z%)). Cette matrice est primitive et
0<i<d—1

admet donc une valeur propre réelle dominante A (> 1); A vérifie A= 5> A%

0<i<d—1
o est primitive quel que soit d; on note (€2, 5) le systéme dynamique symbolique associé & o et
£(€) son langage. On remarque que le mot k1 est dans le langage quel que soit 1 < k < d et on
note

wp = lim o™(k.1).
n—-+o0o
Wi, ..., wq sont les seuls points périodiques de o ; on note Qpep = {w1, ..., wa}t.

Par la suite, nous parlerons également de shift unilatéral, et on notera

— 3 n
W= nkr—lr—looo- (1)

6.2.2 Points fixes de la classe extérieure

On note a nouveau Fy le groupe libre de base A. On notera encore o "'automorphisme de Fjy
induit par la substitution et ® sa classe extérieure. On pourra a nouveau se reporter au chapitre
3 et au théoréme 3.3.5 (page 56) pour des détails sur les résultats qui suivent.

L’automorphisme ¥ = (i, o ¢)¢ donne, pour tout 1 < k < d, un mot fixe

wro = lim WY"(1.k).
’ n——+o0o
La borne de points fixes donnée par [10] (théoréme 1’) est atteinte.

6.2.3 Automate des préfixes-suffixes

[’automate des préfixes-suffixes de o est décrit en figure 6.14. On se reporte & la section 1.5
(page 37) et au théoréeme 1.5.7 concernant 'automate des préfixes-suffixes pour les notations.



6.2 - Deuxiéme exemple 127

(1,2,¢€)

(e,1,2)

(e,1,€) (1,3,¢)

1L (k+1) (e, 1,k)

ORENOTOE

F1G. 6.14: Automate des préfixes-suffixes de o.

Développements des points fixes de ¢ en préfixes-suffixes

Ces développements nous serviront principalement & exprimer de maniére simple les facteurs
spéciaux du langage ; on verra méme par la suite qu’on obtient tous les facteurs spéciaux grace
aux points fixes. On utilise le symbole % pour signifier quun développement est ultimement
constant ; le dernier terme entre crochets ou parenthéses est répété a l'infini. Les éléments de
Qper ont tous pour développement (e, 1,2)x; par ailleurs, on a

LS~ YHwy)) = [(61,6)(1,d,e)(1,(d —1),¢€)...(1,4,€)(1,3,¢)(1,2,€)]*,

LS~ Hwz)) = [(1,2,€)(e,1,€)(1,d,e)(1,(d —1),€) ... (1,4,€)(1,3,€)]%,

LS~ YHws3)) = [(1,3,6)(1,2,€)(e,1,€)(1,d,€) ... (1,4, ¢€)]*,

I(S~Ywe)) = [(LEe)...(1,3,6)(1,2,¢)(e,1,€)(1,d,e) ... (1, (k+1),€)]* si k > 4.

Pour ce qui concerne les autres, on va donner a la fois leurs développements par rapport a o
et leurs développements par rapport a . On notera I'; 'application qui & un mot de  associe
son développement dans 'automate de .

Sik=1:
[(S(wi2)) = [(1,2,€)(e,1,2)972(¢,1,3)]*
Ly(S(wig)) = (1, 2, 0(2)0?(2)...0972(2)0%1(3))*
sik=2:
L(S(w22)) = (&1 3)(1 2,€)(e,1,2)4]x
La(S(w22) = (o(1), 30%(2)0%(2)... 0971 (2))x

si3<k<d—1(sid>4):

D(S(wro)) = [(e1,2)% 2(e 1,3)(1, 2,6)(6 1,2)4*]%
Ly(S(wi2) = (0" 1(1) , 20(2)...0"3(2)0F2(3)0" (2)0" 1 (2) ... 0T (2))x
sik=d:
(S(wq2) = (e1,2)% 2(e 1,3)(1, 2,6)]
Ly(S(waz)) = (0% 1(1) , 20(2)...0%3(2)02(3))*

On remarque que o’(1) = 1, o(1) = 12, o (1) = ( )13 et pour tout 3 < k < d—1,
ob(1) =" 1(1)...o()1(k +1). Or, c%(k + 1) = Y1) (k + 2) et par suite,

ok +1) =0 1) ... oM (1)oFT(d) = 0 1(1)... (D).
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Enfin, puisque Pégalité o?(1) = 0?7 1(1)... (1)1 est vérifiée, le théoréme 3.3.5 (page 56) nous

permet de conclure que le d-uplet (wi,...,wq2) forme un point fixe. On déduit du théoreme
1.5.6 (page 39) que pour tout 1 < k < d, wy 2 est un point de Q\ |J S™(Qper). On en conclut
nez

(puisque la borne de [10] est atteinte) que la propriété suivante est veérifiée.

Propriété 6.2.6
— Si deuz points de |J S™(Qper) ont méme passé, alors ils sont égauz,
nez
— s1 deuz points de Q\ |J S"(Qper) ont méme futur, alors ils sont égaus.
nez

Conséquence 6.2.7 w = lirf o™(1) est l'unique mot infini a droite qui soit spécial & gauche.
n—-roo
w= lir}rl U™ (1.) est l'unique mot infini & gauche spécial o droite.
n—-roo

6.2.4 Facteurs spéciaux

Note Les raisonnements et méthodes utilisés dans cette sous-section sont identiques a ceux du
premier exemple. Les résultats importants sont donnés dans la conséquence 6.2.10 et la proposition
6.2.13.

On commence par mettre en évidence les facteurs spéciaux a gauche. On dit qu'un mot u de
£(€) peut étre désubstitué §’il existe un unique mot uges € £(€2) de longueur minimale tel que
u est préfixe o(uges). On pourra vérifier que les mots de longueur 2 du langage sont

-1k, 1 <k <d,

- k1,2 <k <d,
et puisque 1 est le seul mot de longueur 1 spécial a gauche, 12 est le seul mot de longueur 2
spécial & gauche.

Lemme 6.2.8 Si u est spécial a gauche, |u| > 2 et que u peut étre désubstitué, alors son désub-
stitué est encore spécial o gauche.

Preuve Soit u un mot spécial 4 gauche et |u| > 2. On remarque d’abord que pour tout k # 1,
k n’est pas spécial a gauche : 1k est le seul mot de longueur 2 de suffize k. On suppose hu et
ku dans £(Q) avec h,k € {1,12,13,...,1d}. Tout mot de longueur > 2 spécial 4 gauche a pour
préfize 12 ; le mot 1u est donc désubstituable en duges. St h =1 (resp. k = 1), on note hges = d
(resp. kges = d). Si h,k # 1, h et k sont désubstituables et on note hges et kges leurs désubstitués ;
sih # k, alors hges # kges- De plus, si u est désubstituable et uges est son désubstitué, alors hu
et hk le sont également et les mots hiestges €t kgestiges sont des éléments de £(Q). uges est donc
spécial o gauche. [

Proposition 6.2.9 Tout mot spécial a gauche est préfize de w.

Preuve On a déja vérifié la propriété pour les longueurs 1 et 2. Tout mot de longueur > 2
spécial a gauche a pour préfive 12 ; si celui-ci peut étre désubstitué, alors son désubstitué est de
longueur strictement inférieure. On suppose que pour tout k < n, l'unique mot de longueur k
spécial o gauche est le préfize (de longueur k) de w. Soit u = ug...Up_1uy un mot spécial a
gauche. Siu, # 1, on peut immédiatement désubstituer u en uges avec |uges| < |ul|; uges est alors
un préfize de w, et u l'est également.

Siuy, =1 et uy,_1 =1, on peut encore désubstituer u puisque les paires dk,k # 1 ne sont pas
dans le langage, et on conclut de la méme maniére.

Siu, =1 et uy,_1 # 1 et u est spécial a gauche, le mot v = ug...u,_1 est encore spécial a
gauche. L’hypothése de récurrence s’applique et u' est préfize de w; u' n’est pas spécial a droite
puisque u,_1 ne l’'est pas, et on conclut que u est préfive de w. O



6.2 - Deuxiéme exemple 129

On rappelle que w (resp. @) peut étre étendu a gauche (resp. droite) par d lettres.

Conséquence 6.2.10
— La fonction de complezité p de £(Q) vérifie pour tout n € N* : p(n) = (d — 1)n + 1.
— Les seuls mots spéciauz o gauche sont les préfizes de w, et les seuls mots spéciauz a droite
sont les suffizes de @ (le passé commun auz wy2).

On étudie maintenant les mots bispéciaux : leur intérét apparaitra par la suite. Soit u =
g (1)o"=1(1)...0" (1)o" (1), correspondant au début du développement en préfixes de wy o
(quel que soit 1 < k < d). u est spécial a droite par définition et u est préfixe de o¥»+1(1) (et
donc de w) par 1.5.5 (page 38), ce qui le rend bispécial. On va montrer que ce sont les seuls mots
bispéciaux.

Remarque 6.2.11 Tout préfize de w est atteint par un développement du type
o’ (1)o¥=1(1)...0"(1)o" (1)

ot pour tout 0 < i <n—1, vy —v; > 0, et toute sous-suite (v;); d’exposants consécutifs est de
longueur < d.

Il suffit d’écrire le développement des shiftés de wq dans 'automate des préfixes-suffixes pour s’en
convaincre.

Lemme 6.2.12 Sin # 0 et n # d, alors o™ (1) n’est pas spécial a droite.

Preuve 1 est le seul mot de longueur 1 spécial a droite. On en déduit que st "(1) est spécial
a droite, alors n = 0[d]. Soit m un entier > 1; par la relation c%(1) = 041 (1)o?2(1)... o(1)1,
on déduit que le mot 0?1 (1)0?(1) est suffive de a™?(1).

Le mot 02¥(1)a%(1) est suffize de @ (par le développement en préfives-suffizes de w1 2) et 2d
et d + 1 different modulo d; les derniéres lettres de 0®¢(1) et 09T (1) sont différentes. On en
conclut que 0™ (1) n’est pas suffize de @ et n’est donc pas bispécial sim > 1.

Proposition 6.2.13 Tous les bispéciauz sont de la forme u = o"»(1)o¥=1(1)...c"1(1)o%0 (1),
ot u est le début du développement en préfives de w; o pour un certain i.

Preuve Dans cette preuve, on dira d’un mot issu du développement en préfives d’un des w; o
qu’il est admzs.

Le lemme précédent nous permet d’initialiser une récurrence : on suppose donc que St u =
otn=1(1)...0"0 (1) est spécial a droite, alors il est admis. Soit u = o"*(1)...c"(1) un mot
spécial a droite ; le suffize o"n=1(1)...0"%0 (1) est également spécial a droite, et il est donc admis
par hypothése de récurrence. On rappelle qu’un mot sera spécial a droite s’il est suffize de w, et
spécial o gauche s’il est préfize de w.

Sitp_1 < d—2, alors u = g¥n—112dH1 () gn—1+dHL([)gun-1(1) ... g% (1) est suffize de @ (par
le développement en préfizes de wy,, ,+2,2). Pour coincider avec la derniére lettre de gtn—1tdFl(1),
il faut que w, = u,—1 + 1[d] ; de plus on suppose w, > u,—1 (par 6.2.11). Soit m un entier > 1;
on suppose Uy = tp_1 +md+ 1. Par la relation c?(1) = 0% 1(1)0%2(1) ... 0(1)1, on déduit que
le mot g"n—1+4+2(1)gtn—1F4+1(1) est suffive de 0¥ (1). up_1 +d+2 et u,_q1 + 2d + 1 different
modulo d; le mot o%*(1)...0" (1) n’est donc pas suffize de W et n’est pas bispécial. Les deux
cas m = 0 et m = 1 produisent des développements admis si u,_1 < d — 2; le cas m = 1 pour
Up_1 = d — 2 également. On écarte le cas m =0 et u,_1 = d — 2 en utilisant 6.2.11.

Si uy_1 > d — 2, alors u = g=17T24(1)gUn-17d(1)gtn=1(1)... 0" (1) est suffivze de @. Un
ratsonnement similaire nous permettra de montrer que si u, = U,—1 + md avec m > 1, alors
o (1)...0% (1) n’est pas suffize de @. De plus le cas m = 1 produit effectivement un développe-
ment admis.

On conclut grice a la remarque 6.2.11. 1J
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6.2.5 Une caractérisation du shift unilatéral

Note On commence par caractériser l'orbite de w (mot fize de o) de la méme maniére que
dans le premier exemple. Dans un deuxiéme temps, on met en évidence une partie de [’orbite
d’un second mot de QT . La nécessité d’introduire cette nouvelle orbite apparaitra clairement a la
sous-section 6.2.8 (page 139).

Sur Porbite de .,

On considére maintenant le shift infini & droite, noté Q7 ; on rappelle que w = lirf o™(1).
n—-r+oo

Soient Qf = {v € QF; ¥ (w) = v,k € N}, QF = {v € QT 5% (v) =w, k € N*}, Qf = Qf U QS
et Lo = {v;v € £(Q) ouv=! € £(Q)}; on définit

5oLo0F - £
U U o] (préfixe de longueur k de u) si S*(u) = w
(wiok—1])""  (inverse du préfixe de longueur k de w) si Sk(w) = u.

Les deux automates des figures 6.15 et 6.16, appelés automate négatif et automate positif
vont nous aider & caractériser Q0 et Q.

FiG. 6.16: Automate positif.

On note E:ut I’ensemble des suites finies de couleurs «g . .. ay, (ot pour tout 0 < i < m,aq; €

{¢,2,3,...,d}) verifiant m > 0, a,,, # ¢, et issues des chemins de 'automate positif. X, est
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constitué de la suite vide et des suites finies de couleurs «q . .. ay, (ou pour tout 0 < i < m,q; €
{e,171}) vérifiant m > 0, o, = 171, et issues des chemins de 'automate négatif.
Sia=ag...an, € X}, on associe & a le mot 6%(ap)...0™ () = 0% (kg)...c% (ky,), ou
{uo, ..., un} est 'ensemble des j, 0 < j < m pour lesquels o # €, pour tout 0 < i < n, u;—1 < u;
et ki, 0 <i <n est un élément de {2,3,...,d}.

Sia=ay...am €X,,, on associe & a le mot 0(ag)...0™(ap) = o (171) .. .ot (171,
ot {ug,...,u,} est I'ensemble des j, 0 < j < m pour lesquels aj = 171 et pour tout 0 < i < n,
u;—1 < u;. Le mot vide € est associé¢ au chemin de longueur 0.

Définitions 6.2.14 On dira que 0“0 (171) ... 0% (171) est un développement automatique si
pour tout 0 < i < n, u; —uj—1 > 0 et si toute sous-suite (uj); d’exposants consécutifs est de
longueur < d.

On dira que 0“0 (ko) ...o"(ky) est un développement automatique si pour tout 0 < i < n,
2<k; <detsipourtout 0 <i<n, uj—u;—1 =ki_1—2+md+ 1 pour un certain m de IN.

A chaque mot de ¥}, ou ¥ . correspond un unique développement automatique, et a tout

développement automatique correspond un unique chemin de E:ut ou X ;-

Propriété 6.2.15 D’aprés la propriété 1.5.5 (page 38), si o (171) ... 0% (171) est un développe-
ment automatique, alors c’est un suffive propre de c*»*1(171) (un des chemins correspondant a
17! comme sommet terminal). Si 0“0 (ko) ...c" (ky,) est un développement automatique (ot pour
tout 0 < i <mn, 2 <k; <d), alors c’est un suffive propre de c**1(k, —1).

Proposition 6.2.16 L’ensemble 3, (resp. £.,) est en bijection avec I'ensemble 5(2)) (resp.
().
9

Preuve On commence par ¥, et 6(07). Siu™t est un mot de §(2) de longueur k, alors
D(S*(wj) = (piy i, 8:)i<n(€,1,2)% (avec wj € Qper) et u = a(pp)...po = o (1)...0%(1).
Le mot o (1Y) ... 0% (171) est alors un développement automatique de u™', ce qui assure la
surjection.

L’automate des préfizes-suffizes nous permet de déduire que tout développement automatique
de lautomate négatif sera effectivement un mot de 5(9;{) On remarque que pour tout m < d—1,
le™(1)] > > |ot(1)]; la formule 0%(1) = 0?7 1(1)... (1)1 ne serait pas vérifice dans le cas

0<i<m—1

contraire. Par la définition 6.2.14, le mot de taille mazimal obtenu par un chemin de ¥, de
longueur m = kd + h (h < d) est

V“Um701)m71 e Um,kfl

0l Vg = oL (171 ghtidt2(1=1) | ghtidtd=1(1=1) et p = 171o(171) . ..o (17Y) (r peut
étre vide). On déduit de la formule c?(171) = 171o(171) ... o1 (171) que

o™(17Y) = " (17 V) 00m1 - Vg1

On obtient de la remarque précédente que |o"(17Y)| > r et on en déduit que o™(17') est de
longueur strictement supérieure a tout développement automatique d’exposant mazimal < m.

Ainsi, si o0 (171) ..o (171 = g% (17 ... 0" (17) sont deus développements automa-
tiques, alors on a forcément u, = v,,. Une éventuelle récurrence donnera m = n et u; = v; pour
tout 0 <@ <n, ce qui montre l’injection.

On passe a X7 , et 6(xF). Siu est un mot de 5(QF) de longueur k, alors il existe wj € Qpe, tel
que F(S*(kﬂ)(u)j)) = (pi, v, si)i<nl(e, 1,€), (1,dy€), ..., (1,3,€)(1,2,€)]% et u = sp...0"(sp) =
o (kg)...0% (ky); le mot a¥ (ko) ...o" (ky) est une écriture automatique.
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L’automate des préfizes-suffives nous permet de déduire que tout développement automa-
tique de l'automate positif sera effectivement un mot de 5(QF). Si on a 0" (ko)...o" (k,) =
" (hg)...0" (hy) avec vy > wg, alors ky...o" "0 (k,) = o" "0 (hg)...c"m " (h,,), impli-
quant que ug = vy et kg = ho (la premiére lettre de o'~ (hg) est différente de ko sinon). Par
suite, n =m, u; = v; et k; = h; pour tout 0 < i <n. [

Sur l'orbite de w >

Soit wIQ la projection de wy o sur Q*. On note 9;,1 ={v e QO SFw) = wb,k € IN} et on
étend la définition de § & I’ensemble Q;l. Afin de distinguer les images par § des éléments de
Qg et ceux de Q7 on ajoute un symbole supplémentaire p (dont le sens deviendra clair par la

g1’
suite) et on définit

a 5(w;r,2) =P
~ 0(v) = vjgp—1)p (0l v)g_q] est le préfixe de longueur & de v) si Sk(v) = wIQ.
J est une bijection de Q;l dans 5(9;1) et une bijection de f U Q;l dans §(QF U Q;l).

Remarque 6.2.17 Cette définition ne fait intervenir que le passé de wi 2. On aurait donc pu
choisir nimporte quel w; 2, 1 <1i <d.

6.2.6 Arbre invariant de o}

L’application inverse & o est définie par

0.—1

1 — d
k' — d'(k—1)pour2<k<d.
La représentation de cette automorphisme sur la rose & d pétales n’est pas train-track (o=2(d) =
(d—1)"'dd=1(d—2)). L’algorithme de Bestvina-Handel ([4]) produit un représentant train-track
ho sur le graphe G décrit sur la figure 6.17. On choisit un ensemble A, = {p1, p2,...,pd, pa+1}
de d + 1 entiers successifs. On identifie le groupe fondamental 1 (G, %) de G avec F,; par

-1l P1,

— k >~ pgr1pr pour tout 2 < k < d.

3 < pr < pa-1

Pd+1

Fi1G. 6.17: Graphe G; hg : G — G est train-track.

Si on identifie 71 (G, *) avec 7 (G, ho(*)) en choisissant le chemin trivial comme chemin de =
a ho(*), ho induit Pautomorphisme
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ol 1 F(4) — F(4,)
P1 = Pd+1Pd
P2 = p;hpl
Pk —  prp—1 pour tout 3 < k <d
par1 — Py

sur le groupe libre muni de la base A,. On en profite pour définir ¢, 'automorphisme inverse a

T

¢ F(Ap) - F(Ap)
P1 = P1Pd+1P2
Dk —  pr+1 pour tout 2<k<d—1
Pd = Pﬁl
Pd+1 = P1Pd+1-

La matrice d’incidence My-1 de ¢! est définie par

— My-1(d,1) = My-1(d+1,1) =1,

- M¢71(d+ 1,2) =1,

— pour tout 2 <i <d+1, My-1(i —1,i) = 1,

— My-1 est nulle partout ailleurs.
Le polynome caractéristique de My-1 est (—1)4T (29T — 22 — 1). Cette matrice est primitive
et admet donc une valeur propre réelle dominante n (> 1); n vérifie n?*! = 25 + 1. Le vecteur
[(n? —1) &1 5?2 ... n? n 1] est un vecteur propre a gauche associé a 7.

On construit maintenant un arbre invariant (voir 2.3.1 page 47) associé¢ a4 o~1. On note ®;
la classe extérieure de o1

Un chemin « : [0,1] — G ou a(0) et a(1) sont égaux aux sommets % ou *x détermine un
¢lément < a > de F(A,). Si e est un arc de G, < e > est un élément de A, U A;l. Le vecteur
v=[(n%—-1) n¢t 9?2 ... n? 5 1] est un vecteur propre a gauche de M- associé a 7. On
donne a l'arc p; de G la longueur v(3).

hg est 'équivalence d’homotopie de G dans G vérifiant, pour tout arc e de G, < hg(e) >=
¢~1(< e >). hg multiplie la longueur de tout chemin légal par 7.

On note p : G — G une projection du revétement universel G de G. La métrique sur G induit
une distance dy sur G et F,; agit sur G par isométries. On définit une application (continue)
h:G— G qui vérifie, pour tout arc e de G et pour tout relevé e de e, po h(€) = hy(e) et telle
que

“L(w)h = hw

pour tout élément w de Fy.
On définit pour tout k € IN* la pseudo-distance

di(z,y) = n~"do(h¥ (z), h*(y))

sur G et on note deo = lim dj. ds est une pseudo-distance sur G et une distance sur T = G / ~
k—+oc0
ol z ~ y si et seulement si doo(z,y) = 0. Fy agit encore sur T par isométries et h induit

I’application H sur T'. H est une homothétie de rapport 1 qui vérifie
“Yw)H = Hw

pour tout élément w de F;. Finalement, T est un arbre invariant de !

On remarque que pour tout a € A, X, = lirf o~ (a™1) est fixe par =% ; I'indice (défini
n—-+0o0

page 47) de 0=% est donc > 0 quel que soit le rang de son sous-groupe fixe. L’homothétie H
admet donc un point fixe dans 7' (unique puisque 1 > 1) et on le note P.
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L’application Q)

T est un arbre réel et Fj; agit sur 7" de maniére non-triviale, minimale, avec stabilisateurs
d’arcs triviaux. L’action est de plus & orbites denses ( > 1). On définit 'application @ de 0Fy
dans T'U 9T comme dans la section 2.3.1 (page 48).

6.2.7 Substitution d’arbre

On définit une substitution d’arbre 7 et un arbre initial L§. On va associer & chaque arbre
L$ = 7(L§), un arbre réel L, de #?. La suite (L), obtenue sera convergente vers un arbre
réel compact L de 7%, et on montrera par la suite que L et Q(Q1) sont isomorphiquement
isométriques.

Substitution d’arbre simplicial

Soit Ar = {p1,---,Pd Pdt1sPd+2 - - - P2d—1} un alphabet. Si X; est un élément de .g(A;),
Xi={z,y}, {(z,y,pi)}), ot p; € A;, T est la substitution d’arbre définie par :
— I'image de X est représentée figure 6.18,
I'image de X2 est représentée figure 6.19,
T(Xi):Xi_l Si3§i§d,
(Xar1) = (L v} L 2 pa)}),
- 7(Xa2) = X,
(XZ) =X,1s1d+3<1<2d—1.

|
9

T(Xl) piﬁ*l

FiG. 6.18: Image de X par 7.
Pd+a < Pk < p2d—2

/0201\1 /
7(X>) \pN

z Y

FiG. 6.19: Image de Xy par 7.
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Remarque 6.2.18 On peut définir la matrice d’incidence M, associée a T ; M, est une matrice
(2d — 1) x (2d — 1) et M (i, ) est le nombre d’arétes colorées par p; dans 7(X;). Le spectre de
M. est constitué du spectre de M, et de d — 1 wvaleurs propres de module 1.

La matrice tronc My.one de 7 est définie par

- Mtronc(da 1) = Mtronc(d + 1, 1) = 17

- Mtronc(la 2) = Mtronc(d +1, 2) =1,

- Mtronc(la d+ 2) = 17

pour tout 3 <i<2d—10u1i#d+2, Myone(i —1,i) =1,
— Miyone est nulle partout ailleurs.

Le spectre de cette matrice contient le spectre de My-1 et 0 (d’ordre d —2). n est donc sa valeur
propre dominante. On pourra vérifier que le vecteur

d__ d__ d__ d__
[(nd_l) ndq nd72 ?72 n 1 (nnl) (nn21) (Zd H (o 1)]

est un vecteur propre a gauche associé a 7.

On choisit un élément X; de .#g5(A;) d’aréte colorée par p; et on définit L = 7'2(X1). Lj
est représenté figure 6.20 ; on note z la racine de L§. On définit également Lj = 7"(L{).

P2d—1
P3 P2 ~
AN
\
/ \\
ps < pp < pa-1 /
[/ Pd+1 X Ph
|
Pk Ld4+1 |
‘ /
\ / Pa+3 < pn < paa—2
\
AN
h p1 Pd+2
Pd

F1G. 6.20: Représentation de Lg.

Proposition 6.2.19 Pour tout n € IN, L; est un arbre discerné.

Il faut vérifier qu’aucun chemin de la forme pgpg, p1 < pr < p2g—1 n'apparait dans les chemins
de L7 . Une paire pgpi sera dite illégale.

Pour tout 1 < i <2d—1, X; = ({z,y},{(z,y,p;)}) est un élément de .r(A;); on note x;
I'unique sommet de 7(X;) a distance 1 de z et y; I'unique sommet de 7(X;) & distance 1 de y.
On rappelle que 7, (x,) associe un mot de (A U A (ot Ay = {p1,...,p2d — 1}) & tout couple
de sommets de 7(X;) (cf. paragraphe 4.1.1 page 60).

On définit application suivante pour tout pg, pp de A,
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¢ (ALUA)? — (A UA;)?
PkPh = Y)W Y)Y (T, )
PkPh = Y x) (T, )Y (T, Th)
PKPR = Y Whs W)Y (U Un)
PkPh = Ve (ks )Y (x0) (U5 Un)

On commence par remarquer que

— i p2 < pr < pn < pa, alors O (Prpn) = Prpn,

— si p2 < pn < pa, alors O (par1ph) = Pds1Ph-
De plus, pour tout 1 < h < d — 2, ¢"P2(bariparien) = Pd—(h+1)Pd, €t on constate que
@d(Pd—(hH)m) = Pd—(h+1)Pd- De méme, ©*(Parip1) = pd—1Pa qui est constant par ¢¢. Enfin

— o(P1pdt2) = Par1p1,

— pour tout 2 < h < d =2, 9(P1pa+1+n) = Pd+1Pd+h,

. k =
— 8l pare < pavitk < Parirh < p2a—1, Alors ©F(PaiTkPdr1+R) = PLPdT1+h—k>
et on se rameéne aux cas précédents. Finalement, appliquer successivement 7 a L§ ne produit

jamais de paire illégale et pour tout n € IN, L7 est un arbre discerné.

Propriété 6.2.20 La boule de rayon 1 autour du point xqi1 (figure 6.20) est constante sous
laction de T :

Vn e N, Bxd+171(sz) —7(Ar) Bﬂﬁd-o-l,l(LS)'

La figure 6.21 représente les boules de rayon 1 (autour de la racine) des arbres L. On remarque
de plus que pour tout k > d, B1(L}) = (a,) B1(Ly).
Il nous est nécessaire pour la suite de définir le morphisme pr: (A, U A;)* — F(4,) tel que

— pr(px) = pr pour k € {1,...,d+ 1},

= prpa+itr) = ¢k(p1) pour k € {1,...,d — 2},

— pr(pg) = plzl pour k € {1,...,d+ 1},

~ pr(parier) = (1Y) pour k€ {1,...,d - 2}.

Définitions 6.2.21 Pour tout entier n, on appelle BT l’ensemble des sommets de L}, BP;
l’ensemble des points de branchement de L (c’est-a-dire les sommets de degré d) et T PS ’ensem-
ble des feuilles de L3 (c’est-a-dire les sommets de degré 1).

Si xg est la racine de Lj, pour tout élément x de BT, il existe un chemin minimal de zy & x et
un mot v, (zo, z) de (A, U A;)* associé (on pourra se reporter au paragraphe 4.1.1 page 59).

Proposition 6.2.22 Si z et y sont deur sommets distincts de LY, alors on a pr(vy,(zo,x)) #

pr(n(z0,9)).

Preuve L’arbre L? est discerné, et on a directement v, (xo,x) # Yn(xo,y). Le résultat est
immédiat si aucun des deux mots ne contient de lettres de {pgia,...,p2a—1} (en se rappelant que
puisque L? est discerné, il n’y aura pas d’annulations). Si vy, (xo,x) contient la lettre pgyiir €

{Pasas-- - paar} et que pr(ya(z0, 7)) = pr(3a(w0,y)), alors yu(xo,y) contient forcément la paire
p1Pd+1; dans ce cas, Ly | nest pas discerné, ce qui contredit la proposition 6.2.19. [

Réalisation

On se permettra de confondre un point de %9 avec ses écritures (réduites ou non). zg est la
racine de L§; les arétes de L§ sont énumérées ci-dessous :

— (w0, 1, p1),

~ (zo,24,pj) pour tout d+1 <35 <2d—1,

— (zd41, 25, p;j) pour tout 2 < j < d.
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Pl Pd+3 < Pr < Pi—2 Pk Pd+3 < Pr < Pi—3
~ ~
/ g h \ / - N
/ / \
\
! | ! |
| | I
Bi(Ly) . K Bi(L7) \ /
P2d-1 - P2d—2 Pd+2
Pd+2 P1
Pd+1 01 Pd
Pd+1
Pk
s - ~ 3 < pr < Pa-1
/ AN
| \
P |
Bi(L; ) /’
Pd+1 %
P2
Pa-ht1 < 1< Pa-1
P2 < P < Pa-1
Bi(Ly)
F1G. 6.21: Application de 7 sur une boule de rayon 1.
On note vy 'application définie par
vw : BT — R
Zo — O
xr1 — 1(77d*1)
Tap; = GO powr2<j<d-1
T4 — O
z; o~ 0TV pour2<ji<d-—1
Td — 01177
On rappelle que le vecteur
- - d—l d—l d—l d—l
vp = [(nd—l) e R R | (nn ) (nn2 ) (7777(1_3) (Zd_Q)]

est un vecteur propre & gauche (associé a 1) de la matrice tronc de la substitution d’arbre. On

construit par récurrence une suite de fonctions v, : BT — %% vérifiant
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— pour tout n € IN, si (y1,y2, pr) est une aréte de L2, alors v,(y1) 'vn(y2) = jP pour un
certain 0 < j <d —1 et |p| =n "vp(k),
— pour tout y € BT,,—1 N BTy, vp(y) = vp-1(y).

Propriété 6.2.23 Pour tout n € IN, si (y1,y2, px) est une aréte de LS, alors la longueur du
segment [Vn(y1), vn(y2)] est vp(k)n™".

Pour tout n € IN, on définit Parbre L,, de .Z7¢ comme 'enveloppe convexe des points de
Vn(BT?). De maniére évidente, L,,_1 C L,, quel que soit n € IN*. De plus, tout point de L,, est a
une distance strictement inférieure a n?=" (par 6.2.23 et puisque n? est strictement supérieur a
toutes les coordonnées de vp) de L,_1, ce qui fait de la suite (L), une suite de Cauchy de .7¢
qui est complet. On note finalement

L= nkrfm L,.

Un point de branchement d’un arbre réel est un point duquel partent au moins 3 germes; un
point terminal est un point tel qu'un unique germe part de ce point.

Définitions 6.2.24 On notera BT, = v,(BT}) l'union des points de branchement et des points
terminaux de L,, BP, est [’ensemble de ses points de branchement, et T P, est [’ensemble de ses
points terminauz.

On note que pour tout n € N, v, est une bijection BT} dans BT,.

Substitution d’arbre réel

On va définir la substitution d’arbre réel et en déduire la dimension de Hausdorff de L.
On se place dans #¢; pour tout élément de © = {11,12,...,1(d — 1),1d,21,22,...,2(d —
1),2d,3,4,...,2d — 1}, on définit une similitude de Ag4.

-~ (e=1d 3<k<d),

- Cd+1 : [0701] = [0170]’

—(e=1Id (d+2<k<2d-1),

- Cll : [0701] = [O7Op] avec p = (77(77d - 1))71 = (77 + 1)71’
- Cld : [anl] = [Op’ol]a

~ G 10,01 [or,0eeen TV 2 <h<d—1)

—Ga :]0,0'] = [07", 0],

- Gy (0,01 = 077,07,

— G 10,0 (o7 on T TN (1< h < d - 2).

On définit également le sous-shift ¥ de type fini associé¢ a ¢ par I'ensemble des mots de
longueur 2 possibles.
= (1) + 1), (1d)(d),
pour tout 2 < h <d—1, (1h)(h),
- @d)d+1),
— pour tout 1 < h <d, (2(d — 1))(1h),
— pour tout 1 <h <d-—2, (2h)(d+ 1+ h),
— pour tout 1 < h <d, 3(2h),
pour tout 1 < h <d, (d+ 2)(1h),
—pour tout 4 <k <2d—1ouk#d+2, (k)(k—1).
Les cylindres de X¢ sont notés Cii,...,Ci4,Ca1,...,C2,Cr(3 < k < 2d — 1) et on définit

Ci= U CipetCy= |J Cyy. Pour tout n € N, Parbre L,, définit au paragraphe précédent
1<h<d 1<h<d
est isomorphiquement isométrique & ’arbre
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d
L= U (000,070 =1))
1..xm€CT
ou m = n+ 2. La suite (L}), converge vers un arbre réel compact L’ isomorphiquement

isométrique a L.

On se rend compte facilement qu’il existe une construction graphe-dirigée dont la matrice
d’incidence pondérée est

0 > 0t -1)7hHe

S (@t — 1)) n~de
0<k<d—2

et qui admet [L'K'] comme vecteur de compacts invariant. Le graphe de la construction est
fortement connexe et la dimension de Hausdorff de L’ est donnée par un réel o qui vérifie
1— nda 1— n(d—l)oz

—da _ —(2d—1)c
U (4=, T

1-n ) =0.

En remarquant que A\ (valeur propre dominante de la matrice d’incidence associée a o) vérifie
Péquation A4 = X414+ A2 .4 A+ 1= (1 - A\)7H1 =A%), on déduit que le réel o = izgzg
est solution de I’équation. C’est la dimension de Hausdorff de L'.

Remarque 6.2.25 Ce résultat est encore cohérent avec la remarque 6.2.18 (la valeur propre
principale de la matrice d’incidence de T est \) et la propriété 6.2.23 (les longueurs des arétes
sont divisées par n o chaque application de la substitution d’arbre); X joue le role de facteur
d’expansion, et n celui de facteur de renormalisation.

Remarque 6.2.26 Cette dimension est approzimativement égale a 1.829 pour la substitution
sur 3 lettres (Tribonacci). Dans le cas de Tribonacci, la matrice d’incidence de o a deuz valeurs
propres complexes conjuguées o et a. La dimension de Hausdorff de la frontiére du fractal de
Rauzy associé est donnée par le rapport (—lf;m)”) (cf. [18]) et est approzimativement égale a

1.093.

6.2.8 De |J BT, a Qf UQ;1
nelN '
On va se servir des automates positif et négatif des figures 6.16 et 6.15, ainsi que de la
substitution d’arbre décrite en figures 6.18 et 6.19 afin de définir une bijection de Qg U Q;l dans

\J BT,.
nelN

L’application fj
Soit f1 'application définie par

i - U BT; — F(4,)
nelN

T = P (pr(vp(xo, x)))

ou p est n'importe quel entier tel que Ly contient x. En effet, la substitution d’arbre 7 est définie
de manieére a ce que ¢(pr(vpt+1(xo,))) = pr(vp(xo,z)). On pourra vérifier cela sur les chemins
de longueur 1. Il vient que fi(z) ne dépend pas du choix de p.

Les arétes de Lj colorée p; ou py font apparaitre de nouveaux points de branchement de

s
n+1-
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Définition 6.2.27 On dit qu’un point de branchement de L}, (n € IN) est de classe 1 s’il est
wssu d’une aréte colorée py, et qu’il est de classe 2 s’il est issu d’une aréte colorée ps. Le point
xo est de classe 2 et le point xqyq (voir figure 6.20) est de classe 1.

Soit T I’ensemble des mots u de F(A,) vérifiant

—e€T,

~ tout mot pur positif (aucun pi_l pour tout 1 < i < d+ 1) vérifiant
— toute lettre pg, pour p2 < pr < pg, est précédée de la lettre pgy1,
— toute lettre pgy1 est suivie de pg, pour ps < pr < pd,
est un mot de T,

~ tout mot pur négatif (aucun p; pour tout 1 < i < d+ 1) vérifiant
— toute lettre ,0,;1, pour po < pir < pg, est suivie de la lettre pgil,
— toute lettre p;il est précédée de ,0,;1, pour po < pr. < py,
est un mot de Y,

— T est stable par concaténation.

Remarque 6.2.28 Pour tout n € IN, les écritures réduites de ¢™(p1) (resp. ¢"(p; ")) et de
¢"(par1pk) (resp. qﬁ"(p;lpgjl)) pour tout py < pr < pg, sont des éléments de Y.

Proposition 6.2.29 Pour tout x € |J BT}, six est un point de branchement de classe 1, alors
nelN
f1(x) = upgr1 avec u pur positif et u € Y. Si x est un point de branchement de classe 2 (# xg),

alors fi(x) est un élément pur négatif de Y.

Preuve On se référera a la propriété 6.2.20 et a la figure 6.21. On vérifie facilement la propriété
sur L§ et on la suppose vraie sur L.

Si x est un point de branchement de BT, , \ BT de classe 1, alors x est issu d’une aréte
de L7 colorée p1. Une telle aréle ne peut sortir que d’un point de branchement de classe 2, et
tout point de branchement de classe 2 ayant une aréte sortante colorée p1 a également une aréte
sortante colorée pgy1; celle-ci ne peut étre entrante que dans un point z de classe 1 et on en
déduit

@) = A1(2)8"(0z) 0" (pat)-

Une simple récurrence montrera que pour tout m > 0, ¢ (pay1) = ¢™ L(p1) ... ¢(p1)p1par1, et
le mot ¢" Y(p1)...p(p1)p1 est un préfize de ¢"(p1)...d(p1)p1- Finalement, il existe un mot v
pur positif de Y tel que fi(z) = fl(Z)p;il'Upd_i_l, et concaténer la derniére lettre de fi(z) avec
p;il nous permet de conclure.

Si x est un point de branchement de BT , \ BT;; de classe 2, alors x est issu d’une aréte
de L colorée py. Une telle aréte ne peut sortir que d’un point de branchement y de classe 1, et
on en déduit l'existence d’un point z de BT tel que (z,y, par1) est une aréte de LS. z est alors
forcément un point de branchement de classe 2. x vérifie

fi(@) = [1(2)¢™(pas1)" Hpgty) = f1(2)8" (o1 )

et on peut conclure. [

Proposition 6.2.30 Pour tout n € IN, si € TPS (I’ensemble des points terminauz de LS ),
alors fi(x) € T.

Preuve La propriété est facilement vérifiable au rang 0. Soit x est un point de TP\ TP3_,
(n > 0). Il y a deuzx possibilités. La premiére est qu’il existe une aréte (y,x,px) (ot y un point
de classe 2 et pgro < pr < pag—1) de L ; dans ce cas fi(y) € Y d’aprés 6.2.29, pour tout
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n+1<k<n+d—2, ¢¢(1) € Y, et finalement, fi(x) € Y. Sinon, il existe une aréte (z,z, py)
(ot z un point de classe 1 et pa < pp < pg—1) de LS ; il existe alors un point zy de classe 2

tel que (zo,z,par1) est une aréte de L3 . fi(z9) € T d’apreés 6.2.29, pour tout py < pr < p4—1,
&"(pa+r1pr) € T, et a nouveau, fi(x) € L. O

Si un mot de T est vu comme une concaténation de mots purs (vérifiants les propriétés des
mots purs de Y), écriture du mot n’est pas forcément réduite. On se sert cependant de cette
représentation pour définir le morphisme pry de T dans Fjy.

- pra(p) =1,

— pra(pas1px) = k pour tout 2 < k < d.

Propriété 6.2.31 Pour tout n € IN, pry(¢™(p1)) = o™(1) et quel que soit po < pr < pg,
pra(¢" (pa+1pk)) = 0" (k).

F(AU{p}) désigne le groupe libre de base de AU {p}. On définit finalement I’application :

/o UBT; — FUFAU{)
nelN
x = pra(fi(x)) = pra(eP (pr(vp(xo, x)))) si x est de classe 2
x —  prq(fi(x)) si  est un point terminal
x —  pra(u)p out f1(x) = upgy1 si z est de classe 1.

On va montrer que f; est une bijection de |J BT dans §(Q) U 5(9;1). On sépare ’étude des
nelN ’
points de branchement et des points terminaux.

De UIN BPF; a 6(Qf)us(Qf))
ne

Proposition 6.2.32 fy est injective de |J BPS dans FgU F(AU{p}).
nelN

Preuve L’application pr est injective par 6.2.22, et ¢ est un automorphisme. Il suffit de re-
marquer que prq est injective de l’ensemble des mots purs de Y dans Fy; la proposition 6.2.29
permet alors de conclure. [

Définition 6.2.33 On dira qu’un mot fy(x) (ou que le point x) apparait o une étape k si
x € BT} et x ¢ BT} .

On va d’abord vérifier que tous les mots décrits par 'automate négatif sont atteints.

Les mots de automate négatif

On se reporte & la propriété 6.2.20 et a la figure 6.21. Si = est un point de branchement de
classe 2 qui apparait a une étape n, alors pour tout n +1 < k < n + d, il existe un point de
branchement y de classe 2 tel que v,(z,y) = papar1 (Y est la fonction chemin de L) et y est
apparu a I'étape k. On en déduit que le mot fo(z)o¥(d~1) apparait a I’étape k. De plus, pour tout
k> mn+d, il y a une aréte colorée p; entrante dans z; le mot fo(y) = fo(z)o*(171) apparait a
'étape k. Cependant, dans ce dernier cas, y est issu d'une aréte (z,x, p2) de L _,. z est forcément
un point de branchement de classe 1 (ce sont les seuls qui acceptent une aréte sortante colorée
p2), et on en déduit P'existence d’une aréte (29, 2, p4+1) de Li_. 2o est forcément un point de
branchement de classe 2 (ce sont les seuls qui acceptent une aréte sortante colorée pgi1) et on
peut déduire de la propriété 6.2.20 qu’il est apparu a I'étape (k —1). On en déduit que 2y est un
point de classe 2 qui vérifie v (20,%) = Papari- Finalement, on a fo(20)o*(d~1) = fo(y) et on en
déduit la propriété suivante.
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Propriété 6.2.34 Tous les mots u = fo(x), ot = est un point de branchement de classe 2,
apparus & une étape n, vérifient u = fo(y)o™(d=1), ot y est un point de branchement de classe
2, et fo(y) est apparu a une étape m, n —d <m <n — 1.

Si x est un point de branchement de classe 2, on se permettra de dire que fy(x) est un mot
de classe 2.

Proposition 6.2.35

~ (1) € est le seul mot de classe 2 de [’étape 0.

— (2) Pour tout m > 1, le plus long développement automatique d’un mot de classe 2 appa-
raissant en m est o (171) .. g% (171) (n > 0) avec,
- sim=(n+1)d, n >0, alors pour tout 0 < i <n, u; = (i + 1)d,
—sim=kd+h, aveck>0,1<h<d-—1,n=h+k—1, alors pour tout 0 <i < h—1,

u; =1, et pour touth <i<h+k—1,u;= (i —h+1)d+ h.

— (3) Tous les suffizes de ce mot sont apparus a une étape < m.

— (4) L’image par fo de tout point de branchement de classe 2 peut s’écrire sous la forme
d’un développement automatique de [’automate négatif.

Preuve On va démontrer les parties (2), (3) et (4) par récurrence forte. On suppose les 3 pro-
priétés vraies aur rangs < m et on suppose m > 1.

(2) On déduit de la propriété 6.2.3/ que le développement le plus long apparaissant en m
(que Uon notera l,, jusqu’a la fin de cette preuve) est ly,_10™(d™') ot l,_1 est le plus long
développement apparaissant en m — 1. En rappelant que o%(171) = 17 1o (171) ... 0?1 (171), on
peut écrire

Imo1=1"to(171) .. o™ 2(171),
stm > 1 etl,,—1 =€ sinon. On a alors
Iy, = lmflo'm(d_l) = lmflo'm_l(l_l).

Ce n’est pas un développement automatique. Cependant, si m = kd pour un certain k > 0, on peut
écrire pour tout 0 < i < m—1, i = 0[d], *(171)...o™F4=1(171) = ¢4 (1Y), donnant finalement
L = a0 (171 . ..o%=1(171), avec pour tout 0 < j <k —1, uj = (j + 1)d. Si m = kd + h pour
E>0etl1<h<d—1, écrire o'(171) ... o1 (171) = o™ (171 pour tout 0 < i < m — 1 tel
que i = h[d) produira l,, = o0 (171) ... o%+k=1(171) avec pour tout 0 < j < h—1, u; = j, et
pour tout h < j<h+k—1,u;=(j—h+1)d+h.

(3) On va étudier le développement le plus court apparaissant a l'étape m (on le notera c,,),
et on va montrer qu’il vérifie |cy| = |lym—1| + 1. On définit I, = ¢, = € pour tout k < 0.

Par I’hypothése de récurrence et par 6.2.34, ¢y est obtenu par concaténation du plus court de
Uétape m—d (ou de € sim < d), que I’on note c,,_q, et de c™(d~1). En remarquant que pour tout
0<k<d—2, (k+2)7 11 le(17))...oF17Y) = oF 1171, et grice a Iexpression de lm—(d—f—lf’
on en déduit que sim =nd+h+1 (m>0et0<h<d—1), alorsc,_q=0c"(171)...o%-1(171)
avec pour tout 0 < j <n —1, v; = jd + h. La méme remarque apres concaténation nous permet
de conclure que |cp| = |lm—1| + 1.

Finalement, par hypothése de récurrence, tous les suffizes de l,—1 dont ¢p—q (sim>d+1)
ou € (sim < d) est suffize sont apparus entre les étapes m —d et m — 1 et d’aprés 6.2.34, on en
déduit que tout suffize de l,, dont c,, est suffize apparait a I’étape m.

(4) est une conséquence de (3). Pour tout x point de branchement de classe2 de |J  BPF},
p<k<m-—1
ot, p = min(0,m — d), fo(x) peut s’écrire sous forme automatique. Tout mot apparaissant en m
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peut s’écrire sous la forme fo(x)o™(d™1) pour un certain x et ils sont tous suffizes de l,,. Ce
dernier pouvant s’écrire sous forme automatique, tous ses suffizes le peuvent également. [J

On rappelle que d’aprés la proposition 6.2.16, tout mot de 6(9;) peut s’obtenir par un
développement automatique de l'automate négatif, et tout développement automatique donne
un mot de 6(2}). On peut maintenant énoncer le résultat suivant.

Proposition 6.2.36 L’application fo est une bijection de ’ensemble des points de branchement

de classe 2 de |J BP; dans 5(Q0)).
nelN

Preuve fy est injective de |J BP; dans FqU F(AU{p}) (proposition 6.2.32). D’aprés 6.2.35
nelN

3), tout mot de 5(QUT) est atteint par un point de branchement d’un certain L° et par 6.2.35
d n
(4), tout point de branchement est le développement d’un mot de 5(Q}). O

On déduit d’aprés 6.2.35 (1) et (2) que si v~! est le plus long développement automatique de
classe 2 apparaissant a une étape donnée, alors v est un mot bispécial (cf. proposition 6.2.13). On
peut vérifier facilement que la réciproque est vraie. On suppose que v = o"*(1)...0"(1) est un
mot bispécial. Sin > 0oun = 0 et u, > d, alors v~ est le plus grand développement apparaissant
a létape u,. Sin =0 et u, < d—2, v~ ! est le plus grand développement apparaissant a I’étape
un + 1.

Propriété 6.2.37 Siv est un mot bispécial, alors v™" est le plus long développement automatique
de classe 2 apparaissant & une certaine étape. Si v™1 est le plus long développement de classe 2
apparaissant a une certaine étape, alors v est bispécial.

Les points de branchement de classe 1

On se reporte a la figure 6.21 et & la propriété 6.2.20. On constate que seul un point de
branchement de classe 2 peut étre origine d’une aréte colorée pg41. Si un point de branchement
y de classe 2 apparait & une étape n, alors pour tout n < k < n-+d—1, il existe une aréte colorée
pd+1 sortante de y dans L7. On note cependant que si k = n, alors le point x tel que (y,z, pg41)
est une aréte de L}, est apparu & une étape < n.

Propriété 6.2.38 Pour tout point de branchement x de classe 1 de L3, il existe un point de
branchement y de classe 2 tel que (y,x,pqr1) est une aréte de L?, et fo(y) est apparu a une
étape m, n — (d —1) <m < n.

De plus, si x est apparu a létape n, alors y est apparu a une étape n — (d—1) <m <n—1.

Si z est un point de branchement de classe 1, on dira également que fo(x) est un mot de classe
1.

Proposition 6.2.39

— (1) Pour tout point de branchement x de classe 1, fo(z) € 5(921).

- (2) p est le seul mot de 5((2;1) a Uétape 0. Pour tout n > 1, le mot de 5(9371) le plus long
apparaissant en n est c,_g_1y0" 1 (1)o"2(1)...0(1)1p (n >0) (en écriture non réduite)
ou,
~ Cp@-1=€sin<d—1,
~ Cp—(d—1) est le mot de 6(9;) le plus court apparaissant a ’étape n — (d — 1).

— (3) Tous les suffizes de ce mot sont apparus & une étape < m.

Preuve (1) On commence par remarquer que pour tout n € IN,
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¢"(pa+1) = 0" Hp1)d" 2(p1) - .- d(p1)p1pd+1,

et on rappelle que prq(p1) = 1. On obtient ainsi

w = pra(@(pasn) = 0" (Lo"2(1) ... o(1)1p.

Par la formule 0%(1) = 0% 1(1)... (1)1, le mot de classe 2 le plus long de I’étape n peut s’écrire
ln=17"ta(17Y)...o" Y (17Y) (proposition 6.2.35). On a alors l,u = p. Tout mot v de classe 2
apparaissant o une étape < n est un suffize de l,, et puisque u est un mot de 5(9;1), alors vu
l’est également.

(2) est une conséquence directe de (1) et de la propriété 6.2.38. On montre (3) par récurrence.
On suppose que tous les suffizes du mot c¢,,_q_1yu sont apparus au plus tard a l’étape n. Il nous
reste a montrer que le mot de 5((2;1) le plus court apparaissant a ['étape n + 1 (on le notera
wp11p) est le successeur (en terme de longueur) de c,_(4_1yu.

Sin < d—1, on doit vérifier que |wyy1| = |u|+1. D’aprés 6.2.38, wy11 = Lo (Du. Sin =0,
In=¢¢etsil<n<d-—1,alorsl, =1"to(17Y)...0" 1 (17). En remarquant que pour tout
0<k<d-2, o (1) =0F1)...0(1)1(k+2), on obtient : wyy1 = (n+1)u, et |wyy1| = Ju|+1.

Sin >d, alors on a |ln_q| +1 = |c,_g—1)| par 6.2.35; montrer que wny1 = l,,—qu impliquera
|Wnt 1] = |ep—@@—1yul + 1. Toujours par 6.2.35, on remarque que l,, = ln_qo™(171) et on a ainsi
W41 = lpo™(Du = l—qu. O

On rappelle que fj est injective de |J BPS dans F; U F(AU {p}) (proposition 6.2.32).
nelN

Corollaire 6.2.40 L’application fy est une bijection de l’ensemble des points de branchement

de classe 1 de |J BP; dans 5(9;1).
nelN

Les mots de "automate positif

On s’intéresse maintenant aux points terminaux des arbres L ; ’ensemble de ces points sera
noté TP;.

Proposition 6.2.41 Pour tout point = de |J TP}, fo(x) est un mot de 5(€).

nelN
Preuve Les images par fo des points terminauz de L{ sont 2,...,d (pour les voisins de x441)
et 1,0(1),...,0%2(1) (pour les voisins de xq). On suppose n > 1.

St x est un point terminal qui apparail & une étape n, alors x n’a qu’un unique voisin y dans
BT?, ety est un point de BP;. On rappelle que xq est la racine de L .

Si y est un point de branchement de classe 2, alors la derniére lettre de ~y,(xo,x) est pp,
avec pgro < pp < pag—1. D’aprés 6.2.35, on peut écrire fo(y) sous la forme d’un développement
automatique dont ’exposant mazimal est < n, ce qui en fait un suffize propre de o™ (171 (6.2.15
page 131). On rappelle que pour tout 1 < k < d—2, pr(pgs1+k) = 0" (p1) et pra(¢¥(p1)) = o (1).
Finalement, pour tout 1 < k < d — 2, le mot fo(y)o"*(1) = fo(x) est un suffize propre de
o™ k(1) et appartient donc a 5(0)).

Sty est un point de branchement de classe 1, alors celui-ci est apparu a ’étape n, et d’apres
6.2.38, il existe un point de branchement z de classe 2 apparu & une étape m, n—(d—1) < m <
n—1, et tel que (z,y, pg+1) est une aréte de LS. Les deux derniéres lettres de vy, (xq, ) sont pgi1pk
pour p2 < pr, < pa—1. On rappelle que prq(pir1px) = k, et on en déduit que fo(z) = fo(z)o" (k)
pour un certain 2 < k < d— 1. z est apparu a une étape antérieure an —1; sin—1 < d,
alors fo(z) est un suffive propre de o™ 1(171) (6.2.35 et 6.2.15), et 0™(k) = o 1(1)o" L (k+1)
pour tout 2 < k < d—1. Sin—1 > d, fo(z) est un suffive propre de " 2(171)o" 1(171)
(6.2.85 et 6.2.15); si 2 < k < d — 2, alors 0™(k) = 0" }(1)o" 2(1)o" 2(k+2) et sik =d — 1,
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o™(k) = o" 1 (1)a""2(1). Dans tous les cas, fo(x) est un suffize propre de o™ (k) et il appartient
donc a 6()). O

Pour tout point 2 terminal de L, (pour tout n € IN), fo(x) est un mot de 6(€2) et il est donc
pur positif. On en déduit (pour les méme raisons qu’en 6.2.32) que fy est injective de |J TP3

nelN
dans 5((2:{).

On va montrer que tous les points de 5(9;) sont effectivement atteints. On note que pour
tout [ € IN*, 6(9;) contient exactement d mots de longueur [; ce sont les suffixes des passés
des points fixes wyq,...,wy. Les derniéres lettres de ces mots sont respectivement 1,2,...,d. On
remarque également que :

— pour tout 0 < k < d — 1, la derniére lettre de 0" (1) o n = k[d] est (k + 1),

— pour tout 0 < k < d—1, si n = k[d], n > 0, alors aucun mot apparaissant a l'étape n

n’a pour derniére lettre k£ ou (k + 1)[d], mais pour tout h # k, (k + 1)[d], il existe un mot
apparaissant en n qui finit par h.

Proposition 6.2.42 L’application fo est une bijection de |J TP: dans 5(93).
nelN

Preuve Les mots 2,...,d et 1,0(1),...,0%2(1) son présents a l’étape 0. On va montrer que
tous les mots finissant par la lettre 1 sont atteints. Le méme raisonnement pourra étre fait pour
les autres mots.

Des mots finissant par 1 apparaissent auz étapes [id + 2,id + d — 1] quel que soit i dans IN.
Si2 <k <d—1, pour tout u, mot de classe 2 apparaissant en id + k, le mot uc'*(g4=%(1)) =
uo V(1) apparait également en id + k et se termine par la lettre 1. D’apres 6.2.35 (3), si on
note c;iqr2 le mot de classe 2 le plus court apparaissant a [’étape 1d+2, et l;q1q4—1 le mot de classe
2 le plus long apparaissant a ['étape id + d — 1, tous les suffizes de (B;1 = cl-d+20(i+1)d(1) dont
a1 = lid+d_1a(i+1)d(1) est suffize apparaissent entre les étapes id + 2 et id + d — 1.

On note ¢y, et ly les mots de classe 2 les plus court et plus long a apparaitre a ’étape h. Par
convention, si h < 0, ¢, = I, = €. De plus, pour tout v, mot de classe 2 apparaissant a une
étape m, id +k — (d—1) < m <id+k — 1, le mot vo'™*(d — (k — 1)) apparait en id + k et
se termine par 1. D’apres 6.2.35 (3) et 6.2.38, tous les suffires de ciqqp—(g—1y0"*(d — (k — 1))
dont ligyp_10"*(d — (k — 1)) est suffive apparaissent a l'étape id + k. En remarquant que pour
tout 2 <k < d—2, [igsh—(a-1)0" T (d = (k= 1)+ 1 = [ligy ray 10T FD(d = ((k+1) = 1)),
on en déduit que tous les suffizes de (; 2 = Ciqo'T9=1(2) dont Qo = ligs1079%2(d — 1) est suffize
apparaissent entre les étapes id + 2 et id +d — 1.

On va regrouper les deuz types de mots terminauz que 'on vient d’étudier. On vérifie que
g™ L) 4+ 1 = |Ligra_100TVUD)| (ou encore |Bia| + 1 = |ai1|) par les formules o%(1) =
o1 (1)...o()1 et 0 H(2) = 0¥ 2(1)...0(1)1, et on en déduit que tous les suffives de B;1 =
Cidr20 V(1) dont Qio = ligp10'92(d — 1) est suffize apparaissent entre les étapes id + 2 et
id+d—1.

1 est le seul mot finissant par 1 de U’étape 0 et le mot 17 1o%(d — 1) = 21 apparait o [’é-
tape 2. Il ne reste plus qu’a vérifier que |ciqro0 VYD) +1 = [l;41)a100TV2(d = 1)] (ou
encore |Bi1| + 1 = |aiy12|) (pour tout i > 0). Cette égalité est déductible de lizi100 (1) =
l(i+1)d+10(i+1)d+1(1)0(”1)‘1(1) et on conclut grace a 6.2.35 (2)(3).

Finalement, tous les mots de 6(9;) finissant par 1 sont atteints. [
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Bijection de Qf U 9;,1 dans |J BT,
nelN

On a montré successivement que fo est une bijection de |J BPS dans 6(2))U§ (Q;Ll) et de
nelN '

U TP; dans 6(€2}). On sait par ailleurs que ¢ est une bijection de Qf UQ;1 dans 6(2f UQ;LJ),

nelN
et qu’il y a une bijection entre BT’ et BT,, pour tout n. On définit finalement la bijection

fo : Qyuat, — | BT
nelN

6.2.9 Les points fixes dans 1’arbre

On rappelle la proposition 6.2.35 (2). Pour tout m > 1, le plus long développement automa-
tique d’'un mot de classe 2 apparaissant en m est % (171)...a% (171) (n > 0) avec,
—sim = (n+1)d, n> 0, alors pour tout 0 < i <n, u; = (i + 1)d,
—sim=kd+h,avec k>0,1<h<d-1,n=h+k—1, alors pour tout 0 <¢ < h —1,
u; =i, et pour tout h <i<h+k—1,u;=(i—h+1)d+h.

Propriété 6.2.43 Soit v le plus long développement automatique d’un mot de classe 2 apparais-
sant en m >0 (oue sim=0).
~ (1) Sim < d, v est le début du développement en préfizes des mots wi2, oum+1 <1i<d,
et pour tout 1 < k < d—2, va™t*(1) est le début du développement en suffizes de Wm+1,2-
- (2)Sim>detm=id+h—1,1<h <d, alors v=! est le début du développement en
préfizes de wy o, et pour tout 1 < k < d — 2, vo™ R (1) est le début du développement en
suffives de wy, 2.

Preuve On commence par remarquer que pour tout n € IN, o™ (1) = 120(2) ... o™ 1(2).

(v =1"1to(17)...0am (1Y), et on rappelle puisque m < d, o™ (1) = ™~ 1(1) o) 1(m+
1). On conclut facilement par les formules o™ F(1) = o™(120(2)...c%*71(2)) et 13 = 0(2),
120(3) = 0%(2), et 120(2)...0™2(2)0™ 1(3) = 0™(2) si m > 2.

g
1

(2) On proceéde par récurrence sur m par pas de d. Si vo™V#(1) est le début du développement
en suffives de wy 2, alors vamﬂLd(l*l) est le plus long développement automatique d’un mot de
classe 2 apparaissant en m + d (d’aprés 6.2.35 (2)) et les mots wy = vo™ (171 o™mFTdtk(1),
1 < k < d—2, apparaissent en méme temps. Par o™ E(1) = 6™T4(120(2) ... " 1(2)), on
obtient wy = vo™ 4 (20(2) ... " 1(2)). Il reste a écrire
ot (2) = o™ I=1(13) = o™ FTF(120(2) ... 09727F(2)) 0™ 1 (3) pour pouvoir conclure. O

6.2.10 Injection de L dans T
L’application &

On rappelle que w = lirf 0" (1) est le point fixe (unilatéral a droite) de o, que wi, est la
n—-+o00 ’

projection de wy o sur QF, et que P est le point de T fixe par H. On va montrer (proposition

6.2.44) que Q(w) = P € T. On a montré que fg est une bijection de Q+UQ+ dans |J BT,. En
nelN

particulier c’est une bijection de QF dans fo(2§) et on peut définir 'application € ; pour tout v
de Qg

& foy) — T
folv) = Qv)
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11 s’agit de montrer que £ conserve les distances. On notera &, la restriction de £ & BT, N fQ(Qar ),
et on montrera que &, conserve les distances quel que soit n.

Note De méme que dans le premier exemple, on commence par montrer par récurrence que &
conserve les distances, puis on étend, par densité de fQ(Q(J{) dans L, les définitions de fg et & ;
on obtient ainsi le théoréme 6.2.52 (page 150).

La distance dans L est notée dy, ; on remarque que si s et ¢ de BT, sont & distance x, alors par
définition de la substitution d’arbre, ils seront & distance x dans tout L,,,m > n, et & distance
x dans L. On désignera également par dj, la distance dans n’importe quel L,. Il nous suffira de

montrer que pour tout couple (u,v) de Qd, dr.(fo(u), fo(v)) = deo(Q(u), Q(v)).

On commence par &y. L’application vy définie en 6.2.7 (page 136) nous permet de déduire
- folw)=0

- Jo(lw) = 107D,

S V2 <d—1, folol T (Lw) = jr DY,

N fQ(Wig) = 017

—V2<k<d—1, folkw) = 0" "

~ fo(dw) =017,

Propriété 6.2.44 Pour tout élément v € Fy, Q(vw) = vP.

Par la propriété o~ (v)H = Hv pour tout v de Fy, on déduit deo(P,0™(1)P) = 7™ "duo (P, 1P).
Ainsi, la suite (6™(1)),, converge vers w, et la suite (¢™(1)P),, converge vers P ; d’aprés la propo-
sition 2.3.5 (page 48), Q(w) = P. L’équivariance de @) permet de vérifier la propriéteé.

On rappelle que 'identification du groupe fondamental 71 (G, %) avec Fy est faite selon

- l~p,

— k =~ pgr1pk pour tout 2 < k < d,
et qu’on la longueur de l'arc pp, (1 < h < d+1) de G est donné par la h-ieme coordonnée du
vecteur [(n? —1) 9=t nd=2 .. n 1]. p1 et par1pk (quel que soit 2 < k < d) sont des chemins
légaux, et on se référe a la propriété 2.3.3 (page 48) pour déduire que

oo (Q(w), Q07 (V)w)) = 7 doo (P, 1P) =07 (" =1),1 < j < d —2
doo (Q(w), Q(kw)) = duo (P, kP) = 1 + % * =1 pour 2 < k < d.

De plus, on a montré que l'arbre L; est discerné quel que soit n € IN. On en déduit que
— pour tout 2 < h < k < d, le chemin pglph (de G) est légal,
— pour tout 0 < h < k <d— 2, le chemin pl_lgbh*k(pl) est légal,
~si2<k<det0<h<d-—2, lechemin (¢~"(pp))"!p; est légal.
On a ainsi
— pour tout 2 < h < k < d, doo(Q(kw), Q(hw)) = doo(kP, hP) = n¢= (=1 +77 —(h=1),
—pour tout 0 < h < k < d— 2, doo(Q(c*(Nw), Q(c"(1)w)) = duo(c*(1)P,c"(1)P) =
(=D +n7"),
~5i2<k<det 0<h<d-—2, de(Q(kw), Qo (1)w)) = doo(kP,c"(1)P) = 1 4 n=:=1) 1
(n* = Lp~"
Finalement, &y conserve les distances. On suppose que &, conserve les distances et on étudie
Ent1-

Définition 6.2.45 On dit qu’un sous-arbre e de L; est 2-simple s’il est [’enveloppe conveze dans
L; d’un ensemble E; uniquement constitué de point terminauz et de points de branchement de
classe 2 de L;, et si e ne contient aucun point de branchement de classe 2 a part ceux de Ej.
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On donnera par la suite une définition équivalente pour les sous-arbre de L,. Il n’existe qu'un
seul type de sous-arbre 2-simple de L;, qui n’est plus 2-simple dans L;; ce sont les arbres
égaux (au sens de /(A7) a By, 1(L§), la boule de rayon 1 autour du point x4y (voir figure
6.20). Soit e un sous-arbre de Lj, tel que e =y (4,) Bz, 1(L5) et e est I'enveloppe convexe de
E; dans L;,. Alors I’enveloppe convexe de E; dans L7 | est égale (toujours au sens de ./(A,))
a L. Pour tout e =44,y Lj de Ly 4, si e est Penveloppe convexe de E; dans L7, on définit
le sous-arbre e, de L, comme l’enveloppe convexe de v,41(Fy). Vérifier que &,41 conserve les
distances revient & vérifier qu’elle les conserve sur les sous-arbres e, de L, 1. Le raisonnement
effectué sur &, et la propriété 6.2.23 nous permettent de conclure.

La récurrence est ainsi complétée ; pour tout n € IN, 'application &, : BT,, — T conserve les
distances. On en déduit, puisque pour tout n € IN, BT,, C BT,11, que la proposition suivante
est vérifiée.

Proposition 6.2.46 L’application & définie pour tout v de QaL par

& 1 fol) — T
folv) = Q)

conserve les distances.

Densité des points de branchement de classe 2 et des points terminaux dans L

On dira d’un point de L qu’il est de classe 2 §’il est 'image par v, (pour un n quelconque)
d’un point de branchement de classe 2.

On remarque que quel que soit n € IN, tout sommet de L} est a distance au plus 2 d'un point
de branchement de classe 2. On déduit alors de la propriété 6.2.23 (page 138) que si x € Ly,
alors il existe un point de branchement de classe 2 de L, a distance < 2%~ (par exemple). Ce
constat nous permet de montrer la proposition suivante.

Proposition 6.2.47 L’ensemble des points de branchement de classe 2 de L est dense (pour la
topologie métrique) dans L.

Preuve Soit x € L et (x,,), une suite convergente vers x avec pour tout n € N, x,, € L,,. On
choisit un réel € et un entier m tel que € — 2n*"™ > 0. Il existe un entier ng > m tel que pour
tout n > ng, dp(x,xz,) < € —2n%™ et une suite (y,)n telle que pour tout n € N, ot y, est un
point de branchement de classe 2 de Ly, et dp(xn,yn) < 204" Alors, pour tout n > ng > m,
dr(x,yn) < e—2nd=m £ 2pd™ <. O

On peut montrer de la méme maniére que |J TP, est également dense dans L.
nelN

¢ et fo étendent leurs domaines

Proposition 6.2.48 Pour tout élément v de Q% il existe une suite (vy,), de mots de £() telle
que

~ pour tout n € IN, v,w € QF,

— (vp)n converge vers v € QF,

~ la suite (v, P),, de T converge dans T.

Preuve Siwv est un mot de QO \ Qg ou de Q;r, il existe un mot uv de £ et on peut associer au
mot S™1(uv) une unique suite (p;, i, 8;)i>0 de Uautomate des préfizes-suffives vérifiant :

VYmg € IN,Im > mg tel que s, # €.
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On obtient grice auzx suffizes un développement automatique (de 'automate positif décrit figure
6.16 page 130) de v; v = c"(kgy)...0% (ky)... (avec 2 < k; < d pour tout i € IN). Pour tout
n € N, on note v, = 0% (ko)...0""(ky). La suite (vy,), tend effectivement vers v, et puisque
tout v, s’écrit sous forme d’un développement automatique, v,w est bien un élément de QF. De
plus,

doo(Vn—1 P, vp P) = doo (P, 0" (k) P) < ™" doo (P, kn P) < 7 "n (1 + 9% 1)

et (v, P)y, est une suite de Cauchy.

Si v est un mot de Q;, la suite des suffizes du développement (p;, o, S;)i>0 associé au mot
S (uv) de Q est ultimement constante égale a €. On note vy = 0% (ko). .. a”LLO(kn), 0t j = up,
est Uentier mazimal pour lequel s; # € et pour tout n € IN*, v, = voo"(2), avec uy = j+ (k, —1)
et u, = w1 +dn + 1. La suite (0" (2))n>1 tend vers w et la suite (vy), tend vers v. Tout vy,
s’écrit sous forme d’un développement automatique ; vo,w est dans Q. Enfin (pour n > 2),

doo (V1 P, vy P) = doo (0%n=1(2) P, 0" (2) P) < = %n=1(1 4 4= 1) 4~ (1 4+ 1),
et (v, P)y, est encore une suite de Cauchy. O

Pour tout élément v de 27\ Q7 , on choisit une suite (vy,),, de mots finis comme dans la propo-

sition 6.2.48. Puisque £ conserve les distances sur |J TPy, la suite (fo(vpw))n est également
nelN
une suite de Cauchy de |J TP, et est donc convergente dans L (compact).
nelN

On définit alors fg : QT — L. La restriction de fg a Qg U Q;l a été définie précédemment.
SiveQt\ (Qfu Q;l), alors on a mis en évidence une suite (vy,), qui converge vers v et telle
que (fo(vpw))y converge dans L ; on note alors fg(v) = lirf fo(vyw).

n—-+0o0o

Proposition 6.2.49 Si u et v sont deur mots distincts de QT vérifiant di(fo(u), fo(v)) = p,
alors doo (Q(u), Q(v)) = p.

Preuve On choisit deux suites (uy,)y et (vn), de mots finis comme dans la proposition 6.2.48.
(un)n tend vers u, (vy), tend vers v, et les suites (fo(upw))n et (fo(vpw))n sont des suites de
Cauchy de L qui tendent vers fg(u) et fo(v) respectivement ; on note p = dr(fo(u), fo(v)). Pour
toutn € IN, dr,(fo(unw), fo(vhw)) = doo(Q(unw), Q(vpw)) = doo(un P, v, P), et les suites (unP)y,
et (v, P)y, tendent vers Q(u) et Q(v) respectivement. Pour tout € > 0, il existe un entier ng tel
que pour tout n > ng, |p—dp(fo(unw), fo(vaw))| < § et [doo (Q(u), Q(v)) — doo (un P, v, P)| < 5,
ce qui donne |p — deo(Q(u), Q(v))| < €. Finalement, doo(Q(u), Q(v)) = p. O

La proposition est en particulier vraie pour les mots u,v € Q7 tels que fo(u) = fo(v), ce qui
nous permet d’étendre ’ensemble de définition de &.

Remarque 6.2.50 La nouvelle application & définie pour tout v € QT par

& ¢ fo@Y) — T
folv) = Q)

conserve encore les distances. On en déduit, d’aprés la proposition 2.3.5 (page 48), que si (vp)n
(ot pour tout n € N, vow € QF) converge vers v € QF et (fo(vow))n converge dans L, alors

(fo(vpw))n converge vers fo(v).

Proposition 6.2.51 L’application fg : QT — L ainsi définie est surjective.
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Preuve Soitz e L\ |J BT, ; U TP, étant dense dans L, il existe une suite (x,), d’éléments
nelN nelN
de |J TP, convergente vers x. fq est une bijection de Q; dans |J TP, ; on choisit donc la suite
nelN nelN
(upw), de Q;‘ telle que pour tout p € N, fo(upw) = xp. Par compacité de Q, on peut choisir

une sous-suite (vpw), de (upw), convergente vers un élément v de Q. Puisque x € L\ |J BT,,
nelN

v ¢ QF et [vy| — +oo lorsque p — +00. (vp,), converge également vers v et (fo(vyw)), converge
vers x. La remarque 6.2.50 nous permet alors de conclure que fg(v) =z. O

On peut donner grace a cette proposition la nouvelle application ¢ : L — T définie pour tout

v e QF, par {(fo(v)) = Q(v).
Théoréme 6.2.52 L’application & définie pour tout v de QT par

& L — T
fo(v) = Qv)

conserve les distances. & est une bijection isométrique de L dans Q(QT).

6.2.11 Une premiére décomposition de L,

Soit u~! un élément de 5(92;) qui apparait a I'étape n. On note z = fo(ulw), =) =

fo(u=ta™(e"(1))w), pour 0 < h < d—2, et yp = folu to™(k)w), pour 2 < k < d. Chacun de
ces points sépare ’espace ﬁ\ {zp} en 2d composantes connexes, et 'une d’elle contient z. On
notera Cng, () (resp. Cny, (x)) la composante connexe issue de zj, (resp. yj) et contenant x. Si
Ey ={zp,yr,0 < h <d—2,2 <k <d}, on définit

L(z) = (LN () Cn.(x))) U E,.

zeEy

On s’intéresse a l'antécédent de L(x) par 'application fq.
Si u est un mot de £(2), ’ensemble des mots de Q1 dont u est le préfixe est noté O, et
I’ensemble des mots v de Q7 tels que uv est encore un mot de QT est noté P,,.

Autour des mots de §(€2))
Proposition 6.2.53 Si u™! est un élément de (), alors L(fo(u™'w)) = fo(P.).

On note qu’on peut rendre la propriété vraie pour le mot vide € en considérant que celui-ci est
apparu & létape 0; L = L(fo(w)) = fo(P.) = fo(Q1).

Cela est en fait suffisant pour initialiser une récurrence. On supposera que pour tout mot ug !
de 6(Q2}) apparaissant a une étape < n — 1, la propri¢tée L(fo(ug'w)) = fo(Py,) est vérifice.
Siu~l € §(QF) apparait a I'étape n, alors v=! = u=10™(d) est un mot de §(£2}) apparu & une
étape antérieure m, et u~! est un des d mots v~ '™+ ¥(d"1), 1 < k < d (cf. proposition 6.2.34
page 142). Une simple vérification permet d’obtenir les propriétés suivantes.

Propriété 6.2.54 Si u~' est un point de 5(92;) apparaissant a [’étape n, alors
— pour tout 0 < h <d—2, uto™(c"(1))w € P,,
~ pour tout 2 < k < d, u'o"(k)w € P,,
— pour tout 1 < k <d, u*10"+k(d*1)w € P,, et linclusion
Lu'o"*(dYw) C L(u™'w)
est vérifiée.

Une éventuelle récurrence, couplée & la proposition 6.2.34, permet de déduire la conséquence
suivante.
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Conséquence 6.2.55 Si x est un point de branchement de classe 2 ou un point terminal de
L(fo(utw)), alors lantécédent (par fo) de x dans Qf est également dans P,.

L( fQ(uflw)) est compact en tant que fermé du compact L. Si x est un point quelconque de

L(fo(u™w)) \ U BT,, il existe une suite (z,), d’é¢léments de L(fo(u w)) N |J TP, con-
nelN nelN
vergente vers x (par densité) et une suite (wy), d’éléments de §(€) tels que w,w € P, et

fo(wpw) = zp. (wyw), converge (quitte & prendre une sous-suite) vers un mot w par compacité

de Q. De plus, |w,| — +o0o quand n — +occ puisque x ¢ |J BT,. w est également la limite de
nelN
(wn)n et w € P, (ce dernier étant ouvert-fermé); enfin, fo(w) = = (par remarque 6.2.50). On

obtient L(fo(u™tw)) C fo(P.).
L’autre inclusion dépendra de la proposition suivante.

Proposition 6.2.56 Siv~! ¢ 5(92;) apparait a ’étape m, et si u,:l = o™t (d1), 1< h <
d, alors pour tout 1 <1< j<d

Py, NPy, ={vw}.

Lo est

Preuve FEcrire upv~'w = o™ (d)w, pour tout 1 < h < d suffit & montrer que v~
effectivement dans l'intersection. w est ['unique mot infini o droite spécial a gauche (6.2.7 page

128) ; on en déduit que v—'w est le seul élément de cette intersection. O]

Maintenant, par I'hypothése de récurrence, L(fo(v™lw)) = fo(P,); en particulier, pour tout w
de §(Q27) tel que ww € P, on a fo(ww) € L(fo(v~lw))N U BT, (en effet P, C P, puisque v est
nclN

suffixe de u). Par la conséquence 6.2.55 (qu’on appliquera en fait aux points uy, différents de u), et
se rappelant que fg est une bijection de QJ dans fo(Q7), on déduit que fo(ww) € L(fo(u=lw))
(s'il était dans L(fQ(uglw)) \ L(fo(utw)), up # u, on aurait ww # v~'w et ww € Py, N Py, ce
qui est impossible).

On choisit w dans QT \ Qd, w™ tel que w™w € Q, et u un suffixe de w™ (w est donc dans P,).
Le mot S™'(w~w) a un développement en préfixes-suffixes dans lequel les préfixes (resp. suf-
fixes) sont non tous nuls; on note (p;, o, $;)i>0 ce développement. On obtient un développement
automatique de w; w = " (ko) ... 0" (ky) ..., avec 2 < k; < d pour tout 0 <1i < n.

Proposition 6.2.57 Il existe j, tel que pour tout j > j,, le mot uoc™ (ko) ...o% (kj)w (2 <
k; < d pour tout 0 < i < j) est un mot de QaL.

Preuve Le motu est un suffize de w™. Il existe donc un rang hy, tel que le développement donné
par la suite (finie) (p;, o, S;i)i<p 0Gh > hy,y, ¢’est-a-dire o (pr) ... po.coso ... 0" (s,) a exactement
pour suffize uc (ko) ...0% (k;), ot j est supérieur a un certain j,,. On pourra supposer que ce
chemin fini se termine au sommet 1 (quitte a allonger le chemin et o augmenter j). L’étude
des points fizes de 'automorphisme extérieur nous assure qu’il n’y a pas de couple de mots
bi-infinis ayant méme passé et futurs différents sur |J S™(Qper) ; la suite de préfives-suffizes
nez

(pi, iy 8i)i<nl(€,1,€)(1,dye€) ... (1,3,€)(1,2,€)]x correspond donc a un unique mot (par T~1), et
ce mot contient uc® (ko) ...o% (k;j)w, assurant que ce dernier est bien dans Qg . O

Finalement, si j > j,,, 0% (ko) ...0" (k;j)w € P,. On note alors (wy,), la suite définie pour tout n
par w, = c" (ko) ...c%*"(kjiy), pour n’importe quel j > j,,. (wy), converge vers w et pour tout
n, wpw € P,. On vérifiera facilement que la suite (Q(wnw))n est alors une suite de Cauchy (Fy
agit par isométries sur T et w, ' w, = 0%+ (kjy,)), et converge vers Q(w) par 2.3.5 (page 48).
Par isomeétrie, la suite des fg(wpw) converge vers fo(w) dans L. Or, pour tout n, fo(w,w) est
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un élément de L(fo(u~'w)), qui est compact. On déduit finalement que fo(w) € L(fo(u™1w)).

La récurrence est donc complétée, et le résultat annoncé dans la proposition 6.2.53 est vérifié :
si u™! est un élément de §(€2), alors L(fo(u™'w)) = fo(Py).

Etude de la non-injectivité de fg

Note Ce paragraphe est quasiment identique a son homologue du premier exemple ; le corollaire
6.2.60 énonce le résultat dont nous avons besoin pour la suite.

Soit v un élément de Q* et v~ un mot infini & gauche tel que v v € Q. Siv v & U Qper,
nelN
I'automate des préfixes-suffixes donne les développements de certains suffixes de v~ ; on les notera

vy =0 (1)...0"(1). Stv v e |J Qper automate ne produira qu'une suite finie de préfixes
nelN
dont le développement sera par exemple g%+ (1)...c"°(1); dans ce cas, il suffit de voir que si v™v

est un shiftée de w; = lirf o (i.1) (pour un certain i, 1 < i < d), alors pour tout uy; tel que
n—-+0oo

Upr1 —Ug > 2 et ugyy = (1—1)[d], o*+1(1)o™ (1) ...0"0(1) est un suffixe de v~. On notera dans
ce cas v, = o (1)...0%(1) sin < k et v, = o (1)o"(1)...0" (1), ot ugyq est le plus petit
indice tel que ugy1 — ug > 2, ugr1 = (¢ — 1)[d], et uy = ugy1 +d(n — (k+ 1)) sinon.

On pourra se reporter a la conséquence 6.2.55 pour vérifier que dans les deux cas, la suite
(L(fo(vy'w)))y, est une suite de compacts emboités dont la suite des diamétres tend vers 0 (par
la propriété 6.2.23 page 138). Puisque fo(v) appartient a chaque élément de cette suite (par
L(fo(vy'w)) = fo(Py,)), on en déduit

{fo@)} = lim L(fo(v;'w))

On peut facilement déduire de cette définition que si u~u et u~ v sont deux mots de € (avec
u~ un mot infini & gauche et u,v deux mots de Q1), alors fo(u) = fo(v). On va démontrer que
la réciproque est également vraie.

Proposition 6.2.58 Tout point de fo(Qf) a un unique antécédent dans QF par fq.

Preuve On vérifie la propriété pour fo(w) et on concluera grice a l'équivariance. fg étant
une bijection de QE]F dans fQ(QS'), aucun mot de QE]F n’a pour image fo(w) par fg. Soit v est
un élément de QT \ QaL. Si v~ v est un mot de Q, Uautomate des préfives-suffizes produit deuz
entiers ug et uy tels que v € Pyuy(1)5u0 (1) fQ(v) est alors un élément de fo(o™0 (17 )0 (171 )w).
Une simple observation de la figure 6.21 (page 137) et la propriété 6.2.20 permettent d’obtenir
l’équivalence :

folw) € L(fo(u™'w)) & Ik e N;u™t =oP(171)

Finalement, fo(v) est bien différent de fo(w). O

Proposition 6.2.59 Si u et v sont deuz points de Q" tels que fo(u) = fo(v), alors il existe un
mot infini & gauche u~ tel que u~u et u~v sont deux points de Q.

Preuve Si fgo(u) = fo(v) est dans fo(QFf), alors u = v d’aprés 6.2.58.
Si fo(u) = fo(v) est dans L'\ fo(Ul), alors u et v sont des éléments de QO \ QF . On suppose
lexistence de deux mots infinis a gauche u™ et v™, tels que
—uTu€eQetvvel],
—uTv g Qetvuég
L’automate des préfizes-suffizes produira us suffize de u™ et vs suffize de v~ tels que
—ug! et vyl sont des éléments de §(S2)),
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— us (resp. vs) n'est pas un suffive de vs (resp. us),

~uekbP, etve kP,

-u¢ P, etvg P,,.

On déduit de la conséquence 6.2.55 que si ug et vg ne sont pas suffive U'un de 'autre, alors
Uintersection de L(fqo(P,,)) et L(fq(Py,)) est constitué d’au plus un point, et ce point est dans
fo(QF). Finalement, dp(fo(u), fo(v)) > 0, une contradiction. O

Corollaire 6.2.60 Six est un point de L(fo(u™1w)), alors pour tout v de Q7 tel que fo(v) = ,
v e P,.

Preuve L(fo(u='w)) = fo(Py,) d’aprés 6.2.53; il existe donc v de P, tel que fo(v) = z. On
dédwit alors de 6.2.59 que les autres antécédents de x sont également dans P,. [J

Remarque 6.2.61 On note p ['unique mesure de probabilité du systéeme dynamique (QF,S).
Jusqu’a la fin de ce chapitre, toute partition de QT sera en fait une partition modulo un ensemble
de mesure nulle pour p.

L, engendre une partition en cylindres de Q7

On dit qu'un point de L,, est un point de classe 2 si c’est 'image par v, (paragraphe 6.2.7
page 136) d’un point de branchement de classe 2 de L.

Définition 6.2.62 On appelle sous-arbre 2-simple de L, tout sous-arbre mazimal (pour 'inclu-
sion) dont l'intérieur ne contient aucun point de branchement de classe 2.

Soit e un sous-arbre 2-simple de L,,. Pour un certain m > n, e est un sous-arbre 2-simple de L,,_1
et ne l'est plus dans L, ; son intérieur contient exactement un sommet de B7T,,. On sera alors
dans la situation décrite dans la proposition 6.2.53. En supposant que le point de BT, contenu
dans l'intérieur de e est fo(u~'w) (u est alors un mot fini positif), on dira que e a généré P,.
On rappelle que si un mot fini u € 5(93) est tel que fo(uw) € BT, et fo(uw) ¢ BT, 1,
alors on dit que u est apparu a I’étape n. On pourra se reporter au paragraphe 6.2.8 (page 141)

pour les notations.

Proposition 6.2.63 Si u™! est un mot (de 5(93)) apparaissant o [’étape n, alors les d sous-
arbres 2-simples adjacents a fo(u~'w) dans Ly, générent Piy, Py, ..., Py, (pas forcément re-
spectivement).

Preuve Siu~! apparait a 'étape n, alors les d sous-arbres 2-simples adjacents géncrent Py, , Py, ,
oy Py, avee up = o™ (1w, 1 < k < d (6.2.34). On suppose que la dernicre lettre de
o™ tFTL(1) est 2y, ; les 2, sont 2 a 2 distincts.
Si v est dans P, alors il est dans Py, et fo(v) est dans L(fo(u~'w)). De plus,

L(fo(u™'w)) = 1<LkJ<dL(fQ(ulle))-

Si fo(v) est dans L(fQ(uj_lw)) pour un certain j, alors d’aprés la proposition 6.2.53 et le corol-
laire 6.2.60, tous les antécédents de fgo(v) sont des éléments de Py; N Pyyo. Siuj # ug, alors
2 # 2z et puisque w est le seul mot infini a droite qui soit spécial a gauche, on en déduit que
Py, NP, = {u"'w}. Ainsi siv est un élément de P, ,\{u"'w} alors c’est forcément un élément
de Py, . Puisque ulw e P, , on en déduit que P, C P,,. L’autre inclusion est évidente puisque
zpu est un suffize de uy, et on obtient P, , = P,, . [

Proposition 6.2.64 Si v=! est le plus long mot de 5((2;{) a apparaitre a l’étape n, alors tout
sous-arbre 2-simple de L,, génére P, pour un certain u vérifiant |u| = |v| + 1.
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Preuve Soit e un sous-arbre 2-simple de L,. e est adjacent 4 un sommel fQ(w_lw), et e

géneére Py, = Py, o z € {1,...,d} et wg = ™1 (1)w avec m ’étape d’apparition de w="' et
1<k<d. Siv! estle plus grand élément de 5(92;) qui apparait o l’étape n, alors

2w < o] +1 < Jo™ 1 (1wl

(car w™! est apparu au plus tard a létape n, et w*10m+k*1(1*1) n’est pas encore apparu). Il

existe donc un mot u de longueur de |v| + 1 tel que
— u est un suffize de woy,
— zw est un suffize de u,
- P,,=PF,. O

Proposition 6.2.65 Si v=! est le plus long mot de 5(9;) a apparaitre a ’étape n, alors pour
tout mot u de £(2) tel que |u| = |v| + 1, il existe un sous-arbre 2-simple de L, qui génére P,.
Preuve Quel que soit n € IN, L, est une union de sous-arbres 2-simples. Si v™—' est le plus
long mot de 5(Q}) a apparaitre a 'étape n et u est un mot de £() tel que |u| = |v| + 1, alors
il existe un mot w, |w| = |v| + 1, tel que P, est généré par un sous-arbre 2-simple e de L,, et
fo(Py)N fo(Py) est constitué d’une infinité de points. On rappelle que siwy # wy et |wy| = |ws|,
Uintersection P, N Py, comporte au plus 1 point (cela vient du fait que w est le seul mot infini
spécial a gauche) ; par 6.2.59, Uintersection fo(Py,) N fo(Puy,) comporte au plus 1 point. On en
conclut que u = w et que e génére P,. [

Pour tout entier m € IN on note 2, la partition de Q" constituée des ensembles P, ol u est
un mot de £(€2) de longueur m.

Théoréme 6.2.66 Pour tout n € IN, il existe un entier m tel que
— pour tout P, € P, il existe un unique sous-arbre 2-simple qui génére P,,
— réciproquement, pour tout sous-arbre 2-simple e de L, il existe un unique élément P, de
Py généré par e,
- m — 1 est la longueur du plus long mot de 5(92;) a apparaitre a l’étape n.
On dit que L, a engendré la partition &y, .

Des illustrations de ce résultat (dans le cas d = 3) sont données figures 6.23 (page 160) et 6.26
(page 161).

Propriétés des partitions engendrées

Ce paragraphe étudie les partitions de QT qui peuvent étre engendrées par les arbres L,,. On
note p 'unique mesure de probabilité sur QT invariante par shift. u est définie sur tout cylindre
par u(Cy) = hr_’]il %#{0 <k <Mwk... Wpyu-1 = u} ou # désigne le cardinal; pour tout

n—-—r+:od

u € £(92), u(Cy) > 0. Si P, et P, sont les éléments d’une partition &, quelconque, on dit que
P, ~ P, si et seulement si u(P,) = p(P,). On s’intéresse au cardinal de I'ensemble &2,/ ~.

On a vu au paragraphe précédent I'importance des ensembles P,. u étant invariante par le
shift, l'égalité pu(P,) = u(C,) est vérifice pour tout u € £(£2). On travaillera sur les ensembles
C, dans la suite de ce paragraphe.

On rappelle que les préfixes de w sont les seuls mots spéciaux a gauche, et que les suffixes de
w, sont les seuls mots spéciaux & droite.
A est la valeur propre dominante de la matrice d’'incidence de o. La mesure définie est telle que
pour tout u dans le langage, u(a(Cy)) = A~ tu(Cy). Le lemme suivant permettra d’utiliser cette
propriété par la suite.
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Lemme 6.2.67 Siu est un mot de £(§) dont la derniére lettre est différente de d, alors o(C,,) =
Co(u)-

Preuve L'inclusion o(Cy) C Cyy est évidente. Soit v € Cy(yy, v = o(u)w, et puisque d n’est
pas la derniére lettre de u, alors 1 n’est pas la derniére lettre de o(u) et w commence par 1.
Or, tout mot (infini) commencant par 1 a un antécédent par o dans Q, c’est-a-dire qu’il existe
wo € QF tel que o(wp) = w. Une maniére simple de s’en assurer est d’écrire le développement en
préfizes-suffizes d’un mot w™.aw € Q. Dans ce cas, v = o(uwy), assurant que v est dans o(Cy,).

O

A vérifie A= > AF et on en déduit que I'égalité
0<k<d-1

1= > A
0<k<d-1

est vérifiée.

Alors u(Chy,), 1(Cay),

Proposition 6.2.68 Soit u un préfice de w (possiblement €) et u(C,,) = x.
z, 0<k<d-1.

., 1(Cqy) prennent les valeurs (pas forcément respectives) \¥ =9z,

Preuve Siu est un préfize de w, alors u est préfize de o(u). On pourra supposer u spécial @
droite, en remarquant que si ce n’est pas le cas, il existe un mot ug spécial a droite (dont u est
préfive) tel que Cy = Cy, .

Il n'existe qu’une seule lettre ly de {1,...,d} pour laquelle o(ly)u est encore spécial & droite ;
si L est un élément de {1,...,d} et l # ly, o(l)u n'est pas spécial a droite. Le développement des
préfizes de w spéciauz a droite nous permet de dire qu’il n’existe aucun préfize v de o(u) tel que u
est préfive de v, u| < |v| <|o(u)| et v est spécial a droite. On en conclut que Cy)o(u) = Co(1)u-
u étant spécial o droite, sa derniére lettre est 1, et par 6.2.67, o(Cy,) = Co(l)o(u), ce qui donne
0(Cr) = Coyu- On rappelle que tout mot de longueur 1 différent de 1 est non spécial a gauche.
On a ainsi, pour tout I # gy :

w(Cr) = ACrgry) sil#d,
w(Cr) = A(Chu) sil=d.

On note y = (1(Coq1ya) 80 lo # d et y = p(Cry) silo =d; on a alors ARy =, ce qui
0<k<d—1
donne y = A"z, O

On va pouvoir préciser le cardinal des ensembles &,/ ~ aprés un dernier lemme. Pour tout
n € N, on note E,, = {u(Cy);u € £(Q), |u| = n}.

Lemme 6.2.69 Siu est un préfive du point five w, alors u(C.,) est un élément mazimal de E),.
De plus, u est spécial a droite si et seulement si pour tout v € £(Q) tel que |v| = |ul,v # u, on a

1(Cu) > p(Cy).

Preuve Soitv € £() un mot de longueur |u|. Siv n’est pas un préfize du point fize, alors il ex-
iste un préfize w du point fize, tel que |w| > |u|, v est un suffize (propre) de w et p(Cy) = u(Cy) ;
en effet si v n'est pas spécial a gauche av € £(Q) (a € {1,...,d}), alors p(Cay) = u(Cy). Or,
puisque u est un préfive de w, alors Cy, D Cy, et u(Cy) > u(Cy) = u(Cy).

v est toujours un mot de longueur |u|, u est préfize de w et w est un préfize de w tel que v
est un suffize propre de w et pu(Cy) = pu(Cy). On note w = uwwq ; si u est spécial a droite, alors il
existe wy tel que |wy| = |wpl, wy # wo et uwy est dans le langage. Dans ce cas, Cy D CuywyUCuuy
et (Cy) > u(Cy) = u(Cy) (car Cuy, et Cyuy, sont de mesures strictement positives).
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Si pour tout v tel que |v| = |u|,v # u, on a pu(Cy) > p(Cy), on note o une lettre de {1,...,d}
telle que ua est dans le langage. Si v est le suffive de ua de longueur |u|, alors v n’est pas spécial
a gauche et u(Cy) = pu(Cua)- On a alors p(Cy) > p(Cua), ce qui implique que u est spécial
droite. U

Proposition 6.2.70 Soit u un préfize du point fixe w.
-E= U {A0hy
0<k<d—1

- Vn > 2,

— 51 le préfize u,_1 de w de longueur n— 1 est spécial & droite, alors il existe j € IN tel que

En = U {)‘_(j+k)}7
0<k<d—1
— sinon, il existe j € N tel que E, = |J {A~"UtF}.
0<k<d

Preuve Dans cette preuve, on désignera par w, le préfize de w de longueur n.
Par récurrence. On obtient directement de 6.2.68 que By = |J {\"U+R}. 1 est le seul
0<k<d—-1
mot de Ey spécial a gauche, (Cy) = \~1 d’apres 6.2.69, et on obtient par 6.2.68 que les u(Chy),
1 < h < d prennent les valeurs X" 1"0K) 0 <k <d—1. Si % 1, [ n’est pas spécial a gauche

et u(Cy) = wu(C)). On en déduit que By = |J {N"CTRY. On suppose que les propriétés
0<k<d—1
annoncées sont vraies a tous les rangs < n.
Si uy et u,_1 sont spéciauz o droite, il existe j € IN tel que E, = |J {A\"UTRY par
0<k<d—1

hypothese de récurrence, et par 6.2.69, C,, est le seul cylindre de mesure \=7. On peut déduire
de la proposition 6.2.68 que E,.1 = |J {A"UtH}.

1<k<d
Si uy, est spécial o droite, et u,_1 ne Uest pas, il existe j € N tel que E, = |J {A"UTH}
0<k<d
et C,, est le seul cylindre de mesure X=™7. On en déduit que Epy1 = |J {A\"UHRY

1<k<d
St u, n'est pas spécial a droite, et u,_1 est spécial a droite, il existe j € IN tel que E, =
U {\UtRY et O, nest pas le seul cylindre de mesure X7 ; B,y = | {A"UtR)},
0<k<d—1 0<k<d
Si u, et up_1 ne sont spéciauzr & droite ni 'un ni autre, il existe j € N tel que E, =

U {AUTR) et C,, nlest pas le seul cylindre de mesure X™7. On a alors E, 1 = E,.
0<k<d
Les propriétés passent donc aux successeurs. [

On peut finalement conclure que #(%y/ ~) = d, #(Pn/ ~) = d si le préfixe de w de longueur
n — 1 est spécial a droite, et #(Z,/ ~) = d+ 1 sinon. Ce résultat est a rapprocher du théoréme
6.2.66 et de la propriété 6.2.37.

Théoréme 6.2.71 L engendre 7. Pour tout n € N* ’arbre L,, engendre une partition de QT
en Py, avec #( P/ ~) = d. Toute partition Py, telle que #(Pm/ ~) = d est engendrée par
un arbre L,.

6.2.12 D’autres décompositions de L,

Autour des mots de 5(9;1)

Si u est un mot de £(£2), on rappelle que C,, est ’'ensemble des mots de Q1 dont u est preéfixe.
On dit qu’un point de L,, est un point de classe 1 si c’est 'image par v, (paragraphe 6.2.7 page
136) d'un point de branchement de classe 1 de LS.
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Définition 6.2.72 On appelle sous-arbre 1-simple de L, tout sous-arbre mazimal (pour 'inclu-
sion) dont l'intérieur ne contient aucun point de branchement de classe 1.

On va obtenir une partition de Q7 en cylindre grace aux arbres 1-simples de L,,.
L’ensemble fqo(C,) peut étre obtenu par translation (de vecteur u) de I’ensemble fg(P,). On
a montré précédemment que fo(P,) est connexe, et il en est donc de méme pour fo(Cy).

Propriétés 6.2.73
— (1) Pour tout 1 <i<d, fQ(wfz) fo(w; ) (o w, 1o est la projection de w; o sur Q).
- (2) Pour tout u € £(Q) specml a droite, sil< k: < h < d, alors fo uk) N fo(Cun) =
{fQ(uwfz)}
~ (3) Tout point de branchement z = fo(uw; o) de classe 1 partage L en d composantes
connezes et chacune d’elle contient fo(Cyr) pour un certain 1 < k < d.

Soit e un sous-arbre 1-simple de L,. e est ’enveloppe convexe d’un ensemble F; constitué de
points terminaux et de points de branchement de classe 1 (par maximalité). On notera Cv(E;)
'enveloppe convexe de E; dans L. Si C' est un sous-ensemble de Q7 tel que fo(C) = Cv(Ey),
alors on dira que e a généré C.

Proposition 6.2.74 On note l,p le mot de (5((?L ) le plus long apparaissant a Uétape n. Tout
sous-arbre 1-simple génére C,,, avec |u| = |l,| + 1.

Preuve La proposition est vérifiée a ['étape 0 en considérant que p est le seul mot de 5(9;1)
apparu a Uétape 0. On suppose la proposition vraie auzr étapes < n — 1. Soit e un sous-arbre
1-simple de L,_1 ; e génére C, avec |v| = [l,—1| + 1.

Si e est encore 1-simple dans Ly, il faut montrer que C, = Cy, ot |u| = |l,|+1 et v est préfize
de u. Cela revient & montrer qu’il n’y a pas de préfize propre de u de longueur > |v| qui soit
spécial a droite. On suppose qu’il existe et on 'appelle w. Puisqu’il est spécial a droite, wp est un
mot de 5(9;1) et puisque c’est un préfize propre de u de longueur > |v|, il est de longueur > l,,_1
et <l,. On en déduit qu’il est apparu [’'étape n. Puisque v est un préfive de w, alors fQ(wwf,Q)
est dans lintérieur de e (puisque wp est apparu a l'étape n) et e n’est pas 1-simple dans L,,.

Si e n’est plus 1-simple dans L, on note wp le nowveau mot (on pourra vérifier qu’il est ef-
fectivement unique) de 5(9;1) apparu. D’aprés 6.2.73 (3), fQ(wwf,Q) partage e en d composantes
connezes ; ces composantes génerent Cyi,Cya,...,Chq. Soit 1 < a < d; on doit montrer que
Coa = Cy,, avec |ug| = |ly| + 1, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de préfize propre spécial o droite de
U dont va soit préfize. Si w' en est un, w'p est apparu a l’étape n, et fQ(w'wb) est un autre
point de branchement de classe 1 de 'intérieur de e dans L,,, ce qui est imposszble O

Proposition 6.2.75 Si vp est le plus long mot de 5(9;1) a apparaitre o Uétape n, alors pour
tout mot u de £(2) tel que |u| = |v| + 1, il existe un sous-arbre 1-simple de Ly, qui génére C,.

Preuve Quel que soit n € IN, L,, est une union de sous-arbres 1-simples. Si vp est le plus long
mot de 5(9;1) a apparaitre o ’étape n et w est un mot de £(Q) tel que |u| = |v| + 1, alors
il existe un mot w, |w| = |v| + 1, tel que Cy, est généré par un sous-arbre 1-simple e de L,
et fo(Cw) N fo(Cy) est constitué d’une infinité de points. Par la proposition 6.2.59 et I’étude
des points fizes de l'automorphisme extérieur, si wy # wy et |wi| = |wa|, alors intersection
fo(Cw,) N fo(Cuw,) comporte auw plus 1 point. On en conclut que w = w et que e génére C,,. O

Pour tout entier m € IN on note %, la partition de QT constituée des ensembles C,, ol u est
un mot de £(€2) de longueur m.

Théoréme 6.2.76 Pour tout n € IN, il existe un entier m tel que
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— pour tout Cy € G, il existe un unique sous-arbre 1-simple qui génére C,,,
— réciproquement, pour tout sous-arbre 1-simple e de Ly, il existe un unique élément C, de
Gm gENETE par e,
— st wp est le plus long mot de 5(9;1) a apparaitre a ’étape n, alors m — 1 = |w|.
On dit que L, a engendré la partition G,.

Des illustrations de ce résultat (dans le cas d = 3) sont données figures 6.24 (page 160) et 6.27
(page 162).

La décomposition en arc simple

Définition 6.2.77 On appelle arc simple de L., tout sous-arbre mazimal (pour l'inclusion) dont
lintérieur ne contient aucun point de BT,,.

Propriété 6.2.78 Pour tout arc simple eq de Ly, il existe un unique sous-arbre 1-simple e; de
L, et un unique arbre 2-simple eo de Ly, tels que eq C ey et eg C ea. On a alors eg = e1 N es.

)

On note l,(})p le plus grand élément de 5(9;1) de D'étape n et 1) le plus grand élément de 6(€2))

de I’étape n.

Théoréeme 6.2.79 Pour tout n € IN, il existe un couple my, mo d’entiers tels que
— pour tout couple (P,,Cy) de Py X Gy, si Py N Cy # 0, alors il existe un unique arc
simple qui génére P, N Cy,
— réciproquement, pour tout arc simple e de Ly, il existe un unique couple (P,,Cy) de Py, X
Cm, tel que P, N Cy est généré par e,
—my 1= (1),
~me— 1= 11,

Des illustrations de ce résultat (dans le cas d = 3) sont données figures 6.25 (page 160) et 6.28
(page 162).

On termine avec une propriété mystérieuse de cette décomposition en arc simple.

Proposition 6.2.80 Simy et mo sont définis comme dans le théoréme précédent, alors le couple
(mq, mg) vérifie

#(‘@m1+m2/ N) =d.

Preuve On note l,(f) le mot le plus long de 6(9;) a apparaitre a ’étape n et lgl)p le mot le

plus long de 5((2;1) a apparaitre o étape n. Il suffit en fait de montrer (d’aprés 6.2.71) que
|l£z2)| + |l£L1)| +1= |l£i)rl| On se reporte aux propositions 6.2.35 (page 142) et 6.2.39 (page 143).
Dans le cas n > d, 1) = 17to(1= Y. oo™ (1Y) et |l,(11)| +1= |l£22d0"_1(1) ...o(1)1] apres
réduction. On obtient ]l,(f)\ + ]l,gl)\ +1=2x ]l,(f)] - ]lfi)d] et ]ly(f_il] = ]l,(f)\ + |6™(1)| et on conclut
grice & la formule 0%(1) = 0% 1(1)...0(1)1.
Dans le cas n < d, |l§L1)| = o™ 1(1)...o(1)1] et |l§L2)| + |l§zl)| +1=2x |l§L2)| + 1. On conclut
en remarquant que o™(1) = o™ 1(1)...o0()1(n +1). O

6.2.13 Coceur et fractal de Rauzy

Pour d = 3, la substitution est de type Pisot, et puisque pour toute lettre i, o(i) a pour
premiére lettre 1, on en déduit que la condition de forte coincidence est vérifiée : pour tout
i,j € A, il existe k,n tels que la k-iéme lettre de o™ (i) et la k-iéme lettre de o™(j) sont égales
et les abélianisés des préfixes de longueur k — 1 de 0™ (i) et ¢™(j) sont égaux. D’apres [6] et [23]
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(chapitre 3), cela est suffisant pour définir un fractal de Rauzy et un échange de morceaux (a
mesure de Lebesgue nulle prés).

On note 7 Papplication qui & tout mot de Q associe la projection de son abélianisé dans
le plan contractant, parallelement & la direction dilatante. Pour tout point z de L, I’ensemble
m(fg 1({x})) est réduit & un point. On peut donc définir, pour tout élément w de O, 'application

’ Y L — R
fow) —  w(w),

ou R est le fractal de Rauzy.

e
GEUREE

F1G. 6.22: Représentations de @&(Lg), &(L1), &(L2), &(L3), &(Ly) et &(Ls).

Remarque 6.2.81 Les croiz noires (présentes sur #(Lz), ®(L3), #&(Ly) et &(Ls)) indiquent les
points x de R tels que le cardinal de l’ensemble fo(n—({x})) est strictement > 1. Ces situations
sont des défauts de la représentation planaire ; en effet, certains couples de points de QT dont les
images par fg sont distinctes ont méme abélianisé, et ont donc méme image par .

La figure 6.23 (resp. 6.24, 6.25) illustre le théoréme 6.2.66 (page 154) (resp. 6.2.76 (page 157),
6.2.79 (page 158));
— sur la figure 6.23, les sous-arbres 2-simples (vert, rouge et bleu) de Ly ont engendrés re-
spectivement P,, Py, et P,
— sur la figure 6.24, les sous-arbres 1-simples (vert, rouge et bleu) de Ly ont engendrés re-
spectivement Cy, Cp, et C.,

— sur la figure 6.25, les arcs simples (jaune, vert, bleu, rouge, cyan) de Lo ont engendrés

respectivement P, N Cy, P, NCy, P, NC., P,NCy, et P.NC,.

On illustre maintenant les mémes théorémes en se basant sur Lz. Sur la figure 6.26, on
représente le fractal de Rauzy en attribuant une méme couleur a w(P,) et w(P,) (o P, et P,
sont dans Pg) si u(Py,) = u(Py); w(P,) et w(P,) sont égaux a translation prés. On note que
tout sous-arbre (maximal pour 'inclusion) entiérement contenu dans 7(P,) pour un certain u est
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e e
e s
e
T
', i
SRfeseient e,
e e

T

e
Tt
2Esees
e e
e e P
Smoiegeneer

F1G. 6.25: Représentation de #(Lg) et @ (Lj2).
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I'image par # d’un sous-arbre 2-simple de Lz. Sur la figure 6.27, on attribue une méme couleur
a m(Cy) et m(Cy) (ou Cy et Cy sont dans 67) si pu(Cy) = p(Cy); m(Cy) et w(C,) sont égaux a
translation prés. On note que tout sous-arbre (maximal pour inclusion) entiérement contenu
dans 7(Cy) pour un certain u est I'image par # d’un sous-arbre 1-simple de Ls. L’intersection
est représentée sur la figure 6.28. L’image par & de L3 est représenté sur les trois figures.

F1G. 6.26: Représentation de R (selon &) et #(Ls).
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F1G. 6.27: Représentation de R (selon %7) et #(Ls).

F1G. 6.28: Représentation de R (selon g N 67) et &(Ls3).
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6.3 Vers des cas plus généraux

Une substitution primitive inversible o sur un alphabet A engendre un systéme dynamique
(QF,S) ou QF peut étre vu comme une partie de F'(A). On peut construire un arbre invariant 7'
associé a o~ ! et, si action de F/(A) sur T est & orbites denses, 'application @Q : 9F(A) — TUOT
équivariante surjective associée. L’objectif est de savoir dans quels cas I'ensemble Q(Q") peut
étre atteint par une substitution d’arbre. Pour avoir une idée de la réponse, il faut comprendre
pourquoi les deux exemples proposés précédemment ont eu de bons résultats.

On donne ici quelques facteurs susceptibles d’affecter la construction d’une substitution d’ar-

bre qui décrit Q(QF). ®; est la classe extérieure associée & o~

Les points fixes de o

Essentiellement, les images par ) des points fixes de "automorphisme extérieur représenté
par o donnent les emplacements des points communs aux domaines qui constituent ’échange de
domaines. Si la borne des points fixes n’est pas atteinte par o, un argument géométrique montrera
que Q(27) ne peut pas étre connexe; c’est un ensemble de Cantor. Compte tenu du caractére
auto-similaire de Q(27), il est tout a fait envisageable que 1'on puisse adapter les définitions
des substitutions d’arbre afin d’obtenir Q(27); on parlera alors de substitutions sur des graphes
sans cycles, et pas forcément connexes.

®, n’est pas forcément iwip

Si ®; n’est pas iwip, on ne pourra pas trouver de représentation train-track. En fait, la
construction d’arbre invariant d’un automorphisme peut se faire sans représentation train-track.
L’article [10] introduit les représentants train-track partiels (qui sont proches des train-track
relatifs définis dans [4]), et énonce la proposition suivante.

Proposition 6.3.1 Etant donné un automorphisme extérieur ®, il existe un représentant train-
track partiel qui induit ®.

On pourra donc construire un arbre invariant & partir de n’importe quel automorphisme.

®; peut admettre une représentation train-track sur un graphe différent de la rose

Le second exemple donne une trés bonne illustration de ce qu’il y a faire dans ce cas; on note
cependant que la représentation train-track est sans chemin de Nielsen.

La représentation train-track de ®; peut avoir des chemins de Nielsen.

Il y a deux types de chemins de Nielsen ; on peut se débarasser de certains d’entre eux grace a
un algorithme du méme type que celui proposé par [4] dans le cadre de la recherche de train-track.
La substitution suivante illustre le phénomeéne.

Soit o la substitution primitive inversible sur A = {1,2,3} définie par :

o 1 = 21 ot -1 — 371
2 — 21213 2 — 3
3 — 2 3 — 1711712

La représentation sur la rose de I’automorphisme o~! est train-track. Un moyen de se rendre
compte qu’il y a un chemin de Nielsen est de constater que o~ 1(13) = 37111711712 = 3711712,
La paire 13 produit une annulation, et on retrouve (13)~! dans son image par o~

Obtenir Q(Q2F) par une substitution d’arbre dont le tronc est codé par o~! devient alors
compromis ; notamment, on ne pourra placer le point 13w (ot w = lim o¢"(1)) qu’a la limite,

n—-4o0o
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ce qui va a l'encontre des résultats obtenus sur les deux classes d’exemples. On peut cependant
se débarasser de ce chemin de Nielsen en donnant une autre représentation train-track hg sur le
graphe G de la figure 6.29. On choisit un ensemble A, = {p1, p2, p3,ps} de 4 entiers successifs.
On identifie le groupe fondamental 71 (G, %) de G avec F(A) par

= 1~ p1pa,
-2~ p2.1
- 3 py ps.
£1
P4
P2 * *k 3k
P3

F1G. 6.29: Graphe G; hg : G — G est train-track.

Si on identifie 71 (G, %) avec 71 (G, ho(x)) en choisissant le chemin trivial comme chemin de * a
ho(%), ho induit Pautomorphisme

ot 1 F(4,) — F(4,)
P = P;»Ti
P2 = Pglﬂs
P3 = N
P4 = Pap1P4

sur le groupe libre muni de la base A,. Une substitution d’arbre 7 associée a o est donnée en
figure 6.30, et I’arbre initial L§ est représenté figure 6.31.

A priori, rien ne s’oppose a I'obtention de Q(Q1) si la représentation train-track n’a aucun
de chemin de Nielsen. Dans certains cas, on ne peut pas se débarasser de tous les chemins de
Nielsen. Il semble qu’il y ait ici un vrai probléme et il est possible que les substitutions d’arbre
ne permettent pas d’obtenir Q(Q1).

6.4 Quelques conjectures

On a vu 'importance des facteurs spéciaux dans les études des deux classes d’exemples (voir
propriétés 6.1.33 page 107, 6.1.60 page 117, 6.2.37 page 143, 6.2.66 page 154). En fait, étre spécial
a gauche (resp. a droite) n’est pas important en soit, ce qu’il faut, ¢’est étre préfixe du futur (resp.
suffixe du passé) d'un des points fixes de 'automorphisme extérieur. Dans les cas étudiés, ces
deux propriétés étaient équivalentes ; la conjecture suivante tente de généraliser cette équivalence.

Conjecture 6.4.1 Soit o une substitution primitive inversible sur un alphabet de cardinal d ;
(Q,8) est le systéeme dynamique symbolique engendré par o et £ (Q) est son langage. Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

— la fonction de complezité p du langage vérifie, pour tout n € IN*, p(n) = (d — 1)n + 1,

~ la borne donnée dans la proposition 3.0.12 (page 50) est atteinte.
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X 21 (X)) 03
x Y x Yy
P2
05
p
X5 g2 7(Xo) P4 1 03
s y Y
P5
X; 23 T(Xg) P1 P2
€ Y x Y
1\%
Xy L1 (X)) pi o p1
T Y T ‘L )
;031\ P3
X5 g5 7(X5) o1 pi
z Y T Y

F1G. 6.30: Substitution d’arbre associée a o.

1\04
A5 P1

'

F1G. 6.31: Représentation de Lg.

P4

P3

L B2

Les trois conjectures ci-dessous partageront les hypothéses suivantes.
Soit ¢ une substitution primitive inversible sur un alphabet A (on note également o I'automor-
phisme de F(A) associé) et (27,9) et (2, S) les systémes dynamiques symboliques engendrés par
0. On suppose que o~ ! est iwip, et que le coefficient de dilatation de son représentant train-track
est > 1. On note T l'arbre invariant de o~ !, et on construit application Q : F(A) — T U 9T
associée.

Dans les exemples proposés, les points fixes de l'automorphisme extérieur jouent un roéle
crucial ; ils révelent la non-injectivité de 'application @ (ou fg) (deux mots u et v de QT ont méme
image par fg si et seulement si il existe un mot ™~ infini & gauche tel que u"u € Qet u~v € Q) et
délimitent ainsi les domaines qui constituent I’échange de domaines. Dans les sous-sections 6.1.9
(page 108) et 6.2.9 (page 146), on explique également la présence de leurs développements en
préfixes-suffixes dans les substitutions d’arbre considérées. De maniére informelle, on peut voir
la substitution d’arbre comme un outil permettant d’approcher, partant de I’orbite d’un mot, les
points fixes de ’automorphisme extérieur. Les deux conjectures suivantes portent sur 'influence
des points fixes sur 'ensemble Q(21), et par transition sur une éventuelle substitution d’arbre
associée.

Conjecture 6.4.2 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
— la borne donnée dans la proposition 3.0.12 (page 50) est atteinte,
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- Q) est connexe.

Conjecture 6.4.3 Si (uD, . w0y (w02 w22y (u(BP) | wP)) sont des points
fizes distincts de la classe extérieure de o, alors le degré des points de ’enveloppe conveze de

Q™) est < max n;. Notamment, si pour tout 1 < i < p, n; = 2, alors l'enveloppe convexe de
<i<p

Q(QT) est un intervalle.

Enfin, en se basant sur la discussion de la section 6.3, on conjecture sur 'existence d’une
substitution d’arbre ou de graphe sans cycles dont Parbre limite est isométrique a Q(Q1).

Conjecture 6.4.4 Si 0~ admet un représentant train-track sans chemin de Nielsen, alors il
existe une substitution d’arbre dont l’arbre limite est isométrique a [’enveloppe conveze de Q(Q)
et une substitution de graphe sans cycles dont 'arbre limite est isométrique a Q(Q2T).
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RESUME : Dans cette thése, on s’intéresse au probléme de la représentation géométrique
des systémes symboliques substitutifs. On se place dans le cadre des substitutions inversibles, que
I’'on étend en automorphismes de groupe libre. La dynamique de ces derniers est parfois étudiée
au moyen d’arbres réels munis d’une action du groupe libre par isométries. Ces méthodes sont
mises en commun avec des résultats habituels sur les substitutions.

On étudie un peu plus en détails le systéme dynamique symbolique (£2,.5) (ot S est applica-
tion shift) engendré par une substitution primitive inversible o (o désigne également ’automor-
phisme associé). Notamment, si o est un élément de ’automorphisme extérieur ®, on montre que
le développement en préfixes-suffixes (par rapport & o) d’un mot bi-infini de Q est ultimement
périodique si et seulement si il est fixe par un élément de ®. On en déduit une méthode pour
caractériser les couples (u,v) de mots de Q vérifiant u; = v; pour tout i de IN (resp. —IN*).

On introduit les substitutions d’arbre. Combinatoirement, elles peuvent étre vues comme
des généralisations des substitutions sur les mots. Les points fixes des substitutions d’arbre sont
d’abord étudiés. Puis, on se sert de cette analyse pour associer un compact & toute substitution
d’arbre vérifiant certaines conditions combinatoires; ce compact est muni d’une action minimale
de pseudo-groupe.

On étudie également les substitutions d’arbre d’un point de vue métrique. On a ainsi un
moyen simple de construire des arbres fractals auto-similaires; on montre que ceux-ci peuvent
étre vus comme des invariants de constructions graphes-dirigées au sens de Mauldin et Williams.

Enfin, on se sert des substitutions d’arbre pour représenter des systémes symboliques substitu-
tifs sur deux classes d’exemples. Pour une substitution, on construit un arbre réel par substitution
d’arbre et on définit un échange de domaines conjugué au systéme symbolique initial.

ABSTRACT : We study ways of giving geometric representations to symbolic substitutive
systems. We consider invertible susbtitutions, and see them as automorphisms of the free group.
Real trees endowed with actions of the free group by isometries are often used to study the
dynamics of these automorphisms. These methods will be exploited alongside usual results on
substitutions.

We study properties of the symbolic dynamical system (£2,.5) (S is the shift map) generated
by a primitive invertible substitution o (o also refers to the induced automorphism). Specifically,
if o is an element of the outer morphism ®, we prove that the prefix-suffix developpement (with
respect to o) of a bi-infinite word of € is ultimately periodic if and only if it is a fixed word of
an element of ®. We then give methods to identify pairs (u,v) of words in € verifying u; = v;
for all 7 in IN (resp. —IN*).

Tree substitutions are introduced. From a combinatorial side, these can be seen as generali-
sations of substitutions on words. We start the study by identifying fixed points of tree substi-
tutions. We use this analysis to associate a compact set to each tree substitution which verify
simple combinatorial properties; this compact set will be endowed with a minimal action of a
pseudogroup.

We also study tree substitutions from a metric point of view. They give an easy way to obtain
self-similar fractal real trees ; we show that these trees can be seen as invariants of graph-directed
constructions (in the sense of Mauldin and Williams).

Lastly, we use tree substitutions to give geometric representations to substitutive symbolic
systems on two sets of examples. For each substitution, we produce a real tree using a tree sub-
stitution, and we define a domain exchange which is conjugate to the original symbolic system.

Mots clés : dynamique symbolique, substitutions, automorphismes de groupe libre, arbres
réels, substitutions d’arbre, automate des préfixes-suffixes



