Chapitre 3: Variables aléatoires discrétes,
espérance, variance et loi des grands
nombres.

1 Introduction

Le nombre de piles obtenus au cours d’une série de n lancers de pile
ou face ou plus généralement dans un jeu de hasard (roulette,dés,...), le
gain d’un parieur est une grandeur variable qui dépend du déroulement
aléatoire du jeu. Une telle grandeur numérique qui est fonction des
éventualités d’une expérience aléatoire s’appelle une variable aléatoire.

Pour rendre compte mathématiquement d'une variable aléatoire,
on doit la considérer comme une application X : w +— X(w) définie
sur un univers des possibles 2 est & valeurs réelles. Dans ce chapitre, et
pour des raisons de simplicité, toutes les variables aléatoires considérées
seront discrétes (i.e. 'ensemble X (€2) des valeurs prises par X est fini
ou dénombrable).

2 Généralités

Soit (2, F,P) un espace probabilisé modélisant une certaine expé-
rience aléatoire. Dans ce chapitre I'espace () sera le plus souvent discret
et dans ce cas on supposera que la tribu F des événements est égale a
I’ensemble P(2) de tous les sous-ensembles de €.

Définition 2.1 : 1) On appelle variable aléatoire (v.a. en abrégé)
discreéte définie sur ) toute application X : 2 — R telle que

a) L’ensemble X () = {xy; i € D} des valeurs prises' par X est fini
ou dénombrable.

b) (condition de mesurabilité) Pour tout z; € X(2), on a

(1) (X =x] ={we; X(w)=x;}€F

(i.e. Uensemble [X = x;] est un événement)*. On dit que c’est I’événe-
ment «X prend la valeur x;».

*Notes du cours de Probabilités de M1 de M. L. Gallardo, Université de Tours,
année 2009-2010. Les démonstrations sont détaillées dans le cours oral.

1On suppose que D = {1,2,... N} (resp.N*) si I'ensemble X (Q) est fini (resp.
dénombrable)

2cette condition est toujours satisfaite si Q) est discret et F = P(Q).



4) La famille (p;)iep des nombres p; = P(X = z;) (i € D) s’appelle la
distribution de probabilité (ou loi de probabilité) de la v.a. X.

Remarque 2.2 : Il est important de noter que les événements [X = ;]
(1 € D) forment un systéme complet d’événements et par conséquent

Zieppi = 1.

Exemple 2.3 : On lance trois fois une piéce réguliére. Lorsqu’il sort
pile, on gagne 1E, s’il sort face OE. Soit X le gain obtenu par le joueur.
L’expérience aléatoire considérée a 8 éventualités équi-probables :

Q = {000,001,010, 100,011,101, 110,111}

et & chaque éventualité w € €, correspond une valeur X (w) du gain X.
On peut résumer ceci par un tableau :

w 000 001 010 100 011 | 101 | 1107 111
Xw o [z 1 |17 |2 |2 |2 |3
Pw) || 1/8] 1/8 1/8| 1/8| 1/8| 1/8]| 1/8 1/8

On voit que X (2) = {0,1,2,3} et on détermine aussitot les événe-
ments [X = ;] :

(X
X = 0] = {000}
1] =
2] =

[
[X = 1] = {001, 010, 100}
[X =2] = {011, 101, 110}
X =3] = {111}

On en déduit la loi de probabilité de X :

7 o 1 2 |3
pi=P(X=ux) | 1/8]3/8] 3/8]| 1/8

Définition 2.4 : Supposons que les valeurs prises par la v.a. X puis-
sent s’écrire dans lordre croissant x1 < Ty < x3 < -+ < T, < -+ (ce
qui est le cas par exemple si X () = N). On appelle alors probabilités
cumulées la suite (finie ou infinie) (ax) des nombres

ap = X<$k sz .

Remarque 2.5 : Pour les v.a. dont les lois sont tabulées, les probabi-
lités cumulées sont intéressantes du point de vue pratique car pour des
valeurs x; < x,,, on a aussitot

Plr; < X <xp) = am — a_1-

2.1 Opérations sur les variables aléatoires

La notion de variable aléatoire discréte se préte bien aux tranforma-
tions déterministes ainsi qu’aux opérations algébriques usuelles qu’on
fait sur les applications & valeurs réelles. Ainsi par exemple si les gains



de plusieurs joueurs sont des variables aléatoires relatives a un cer-
tain jeu, toute fonction déterministe de leur gain (comme le carré ou
la puissance troisiéme) mais aussi la somme totale (ou le produit) de
leurs gains sont aussi des variables aléatoires relatives au jeu considéré.

Toutes les variables aléatoires qu’on considére dans ce paragraphe
sont supposées définies sur le méme espace probabilisé (2, F,P). Soient
X et Y des variables aléatoires discrétes, f : R — R et g : R2 — R des
applications.

Théoréme 2.6 : Les applications

(2) f(X) 1w f(X)(w) = f(X(w))
et
(3) gX)Y) rw i g(X,)Y)(w) = g(X(w)), Y(w))

définies sur €2 sont des variables aléatoires discréetes.

Par exemple X™ (n entier > 0), AX (A € R), X +Y, X - Y, XY,
etc...sont aussi des variables aléatoires discrétes. Mais plus générale-

ment si Xq,..., X, sont desvariables aléatoires discrétes et si g : R” —
R est une application, g(Xj,...,X,) est aussi une variable aléatoire
discréte.

démonstration du théoréme : Il est clair que les ensembles f(X)(Q2)
et g(X,Y)(Q) sont discrets. Il reste a voir que la condition de mesura-
bilité (1) est satisfaite. Montrons le pour f(X). Soit y € f(X)(f2) et
A, ={z € X(Q); f(x)=y}. L'ensemble A, est fini ou dénombrable
et on voit facilement que

[f(X) =y] = Usen, [X = 2] € T,

car F est stable par réunions finies ou dénombrables. D’ou le résultat.
De la méme fagon on montre aussi que g(X,Y’) est une v.a. 0]

3 Les lois classiques

3.1 Loi de Bernoulli

Soit A un événement relatif & une expérience aléatoire modélisée
par un espace (2, F,P).

Définition 3.1 : On appelle v.a. indicatrice de l’événement A la v.a.
définie sur  par

lylw)=1siwe A

1a(w) =0 siw e A

Si on note p = P(A) la probabilité de I’événement A. La loi de proba-
bilité de la v.a. 14 (appellée loi de Bernoulli B(1,p)) est donnée par

1400 1
pi || 1-p||p




3.2 Loi binomiale

On considére une expérience aléatoire a deux issues S(succes) et
E(échec) avec P(S) =pet P(E) =1—p (0 < p < 1). On fait n répé-
titions indépendantes de cette expérience qu’on modélise par 1’espace
produit Q = {S, F}" muni de la probabilité produit comme expliqué
au chapitre 2.

Définition 3.2 : La variable aléatoire X =«nombre total de succésy
(au cours des n répétitions) est appelée v.a. binomiale de para-
métres (n,p). Pour abréger la loi d’une telle v.a. sera désignée par

B(n,p) >
Proposition 3.3 : L’expression de la loi B(n,p) est
p=P(X =k)=C*"A —p)"* (k=0,1,...,n).

démonstration : L’événement [X = k| est 'ensemble des n-uplets
composés de k lettres S et n — k lettres £ qui sont au nombre de CF.
Tous ces n uplets ont la méme probabilité p*(1 — p)"~* (par définition
de la probabilité produit). D’ou le résultat. O

3.3 Loi géomeétrique (ou loi de Pascal)

On considére une infinité de répétitions indépendantes d’une ex-
périence & deux issues S et E modélisée par l'espace produit infini
Q = {8, E}"" des suites infinies w = (24)k>1 (2 € {S, E}), muni de la
probabilité produit comme expliqué au chapitre 1. On considére la v.a.
X —«instant du premier succés»* qui est telle que

(4) Xw)=n st Vee{l,..n—1}, ay=FE et z,=25.

Si on consideére les événements E;=«échec au i-éme coupy et S;=«succeés
au i-éme coup, on peut écrire ’événement [X = n] sous la forme

(5) X=n|=ENEN---NE,1NS,
(intersection d’événements indépendants) d’ou il résulte aussitot que
(6) P(X =n)=(1-p)"'p (neN)

Définition 3.4 : La loi de probabilité (6) de la v.a. «instant du premier
succesy considérée en (4) s’appelle loi géométrique (ou loi de Pascal).

3S8i n =1, c’est la loi de Bernoulli.

4attention X est bien discréte mais ici 'espace 2 oit X est définie n’est pas
discret ! il convient de vérifier la condition de mesurabilité de la définition 2.1 b) .
Mais c’est évident car pour tout n € N*, I'ensemble [X = n] est cylindrique d’aprés
la formule (5) donc il appartient a la tribu produit.



3.4 Loi de Poisson

Définition 3.5 : Soit A > 0 un paramétre fizé. On dit qu’une v.a. X
a valeurs dans l’ensemble des entiers N suit la loi de Poisson de
parameétre \ si

AT

VneN, P(X=n)=e
n!

Remarque 3.6 : On notera que les nombres p, = e_)‘% (n € N)

constituent bien une loi de probabilité sur N puisqu’ils sont positifs et
oo TASTER AL — o Aeh = ],

de somme ) " p, =e 0 o
Proposition 3.7 (les succes rares et la loi de Poisson) : Soit n € N
et 0 < p < 1. Supposons que n tende vers +oo et que p tende vers 0
de telle sorte que np tende vers une constante A > 0. Alors pour tout
k €N fize,

k k(1 _ \n—k —,\)‘_k_
Cop (1 =p)"™" — e

démonstration :

ChpF(1—p)"* = % [(n—k+1)(n—k+2)---n]p"(1—p)"*

(7) I%(np)k(l—p)" (1_ ’“—1) <1_2> (1—p)*,

n n

Si on pose np = A + € ou lime = 0, alors
A oe)”

l—p)"=(1-=+— - 0

(1-p) ( n+n) — e (c—0)

et comme les facteurs a la droite de (1 —p)™ dans la formule (7) tendent
tous vers 1, le résultat en découle. [l

Remarque 3.8 : La loi de Poisson apparait donc comme une approxi-
mation de la loi binomiale quand n est "grand" et p est "petit" (succés
rare). Par exemple si n = 100 et p = 0,1 la loi binomiale B(100; 0,1)
est trés bien approchée par la loi de Poisson de parameétre A = 10. Ce
fait est exploité dans la construction des tables de la loi binomiale.

4 Espérance, variance et moments d’une v.a.

4.1 Introduction

Soit X une v.a. prenant un nombre fini de valeurs x1, zs, . . ., x,, avec
les probabilités respectives py1, po, ..., p,. La somme

P11 +p2$2 + - Pnln

peut étre interprétée de deux maniéres :

a) mathématiquement c’est une moyenne pondérée. Plus précisé-
ment, c’est le barycentre du systéme (x;,p;) (i = 1,...,n), le «point»
x; étant affecté de la «masse» p;.



b) heuristiquement supposons qu’on répéte N fois 'expérience aléa-
toire attachée a X et soit IV; le nombre de fois ou X prend la valeur z;
(t=1,...,n). La moyenne arithmétique des valeurs de X observées au
cours des N essais est :
N1$1+N2$2+"‘+Nn$n N1

= B P
N TN N

L,

qui puisque % est proche de p; si NV est grand (loi empirique des grands
nombres®), est pratiquement égale & pyz; + paxs + -+ + ppx, si N est
grand.

4.2 Généralités

4.2.1 Définitions de ’espérance et des moments

Considérons une v.a. X discréte prenant les valeurs z; avec la pro-
babilité p; (i € D, o D est fini ou infini dénombrable)®.

Définition 4.1 : 1) Si Y., pilvi| < +o0 7, on dit que X a un mo-
ment d’ordre un. Dans ce cas, le nombre réel

E(X) = Z biZ;

€D

(somme finie si D est fini et somme d’une série convergente si D est
dénombrable) est appelé espérance (ou moyenne) de la v.a. X.

2) SiE(X) =0 on dit que la v.a. est centrée.

3) Pour r > 0, le nombre E(X"), lorsqu’il existe, est appelé moment
d’ordre r de la v.a. X.

4) Le nombre Var(X) = E (X —E(X))?), lorsqu’il existe, est appelé
variance de X et le nombre ox = \/Var(X) est I’écart type de X.

5) Une v.a. X telle que E(X) = 0 et ox = 1 est dite centrée et
réduite.

Remarque 4.2 : Si D est dénombrable, la condition ), , pi|z;| <
400 (i.e. la convergence absolue de la série ) ., p;x;) est fondamentale
pour la définition de I'espérance. En effet on sait (cours d’analyse du L2)
que lorsqu’'une série est absolument convergente, elle est évidemment
convergente mais elle est surtout commutativement convergente, c¢’est
a dire que la somme ) ., p;z; est la méme quel que soit 'ordre dans
lequel on écrit les termes. Cette propriété est indispensable, comme on
va le voir ci-dessous.

Remarque 4.3 : Comme on I’a vu dans l'introduction, 'espérance
d’une v.a. X peut-étre vue comme une position moyenne des valeurs
de X, c’est donc un indicateur de position. La variance (resp. l’écart
type) est un indicateur de dispersion qui mesure 'espérance des écarts

5voir le chapitre 1
6on peut supposer D = {1,..., N} si D est fini et D = N si D est dénombrable.
“ce qui est toujours le cas si D est fini.



quadratiques entre X et sa valeur moyenne E(X), le nombre Var(X)
(resp. ox) étant d’autant plus petit que les valeurs de X sont plus
concentrées autour de E(X). On pourrait aussi utiliser 'espérance des
écarts absolus, c’est a dire le nombre E(|X — E(X)|), pour mesurer la
dispersion mais ce nombre ne se préte pas bien au calcul contrairement
a la variance qui a de trés bonnes propriétés mathématiques comme
nous aurons l'occasion de le voir.

Exercice 4.4 : Supposons que 'univers €0 ot la v.a. X est définie, est
discret. L’espérance de X existe si et seulement sila série’y o X (w)P(w)
est absolument convergente® et dans ce cas on peut la calculer par la
formule®

(8) E(X) =) X(w)Pw).

weN

solution : 1)(=) Supposons que l'espérance de X existe. Comme les
événements [X = z;] (z; € X(€)) forment une partition de (2, la somme
S de la série a termes positifs ) ., | X (w)|P(w) peut se décomposer en
blocs!? :

S= Y IX@PW+-+ Y |1X@IPw) -+

we[X=x1] we[X=z;]
= || Z P(w) + - + |z Z Plw) 4 ---
we[X=1z1] we[X=x;]
(9) = [n[P(X =21) + - + [5[P(X = 2;) + -

Mais comme ., pi|z;| < +oo par hypothése, on a S < +oo et
donc la série ), X(w)P(w) est absolument convergente. Mais la série
> wea X (w)P(w) est aussi commutativement convergente'! et on peut
reprendre mot & mot le calcul précédent en remplagant | X (w)| par X (w)
ce qui montre que E(X) s’exprime par la formule (8).

2) (<) Reéciproquement, supposons que la série ) o X (w)P(w) soit
absolument convergente. En reprenant le calcul ci-dessus (formule (9))
on montre que Y .., pi|z;| < +oo donc l'espérance existe. De plus la
série Y .o X (w)P(w) étant commutativement convergente, le calcul
(9) avec | X (w)| remplacé par X (w) montre que E(X) est donné par la
formule (8). D’ou le résultat. O

4.2.2 Espérance d’une somme de variables aléatoires

Dans ce paragraphe toutes les v.a. considérées sont discrétes et sont
supposées définies sur le méme espace probabilisé (Q2, F, P).

8le. sl Y cq | X (w)[P(w) < +oo, ce qui, par exemple est toujours vérifié si 2 est
fini.

Yattention il faut que I'univers €2 soit discret sinon cette formule n’a pas de sens !
Dans le cas général d’un univers quelconque nous verrons dans un prochain chapitre
que la sommation doit étre remplacée par une intégrale : [, X (w)dP(w).

Oceci est valable que S soit finie ou égale & 400
Hear elle est absolument convergente



Théoréme 4.5 : St X etY sont deuz v.a. ayant une espérance, la v.a.
X +Y a aussi une espérance et

(10) E(X+Y)=EX)+EY)
démonstration : Pour x € X () et y € Y(Q), posons
Ay =X =2zNnY =y

Les événements A,, ((z,y) € X(©2) x Y(Q)) forment un systéme com-
plet et satisfont les deux relations suivantes

{ZzeX(Q)P(Ary> = PY =y)
Zyey(Q)P(Amy) = P(X =1)

Posons Z = X + Y, admettons pour l'instant qu’on ait démontré la
condition

(12) Z |2|P(Z = 2) < +00

z€Z(Q)

(11)

et calculons E(Z) = 3 ;) ?P(Z = z). Pour tout = € Z(2), considé-
rons l’ensemble

B, ={(z,y) e X(Q) xY(Q); x+y==z}.

Il est clair que les ensembles B, (z € Z(f2)) forment une partition de
X(Q) xY(Q) et que P(Z =2) =3, \ep. P(Asy). On a donc

E(Z)= Y =z Y PA,)

2€Z(Q) (x,y)€B;

=Y Y (z+yP4,)

2€Z(Q) (z,y)€B;

= Z (z +y)P(Azy)
(z,y)EX (Q) XY (22)

= > aP(Ay,) + > yP(A,)
(z,y)eX(Q) XY (22) (z,y)eX(Q) XY (22)

@ =Y DI PIN

z€X(Q) yeY(R) yeYy (Q) zeX(Q)

= E(X)+E®Y).

(ot pour (13) on a utilisé la propriété de Fubini et les relations (11)
pour obtenir la derniére égalité. Enfin, pour justifier la condition (12),
on fait un calcul analogue en remplagant z par |z| et (avec les mémes
notations), on obtient une majoration :

Z |2[P(Z Y (el ly)P(AL)

2€Z(Q (ac,y)EX(Q)xY(Q)

et le membre de droite est fini puisqu’il est égal a E(|X|) + E(|Y|). O



Remarque 4.6 : Dans le calcul précédent, on notera que la légitimité
de la sommation par paquets : ZzGZ(Q) Z(m,y)EBz - Z(z:y)eX(Q)Xy(Q) et
I'utilisation de la propriété de Fubini, est assurée par la condition de
convergence absolue (12).

Corollaire 4.7 (linéarité de l'espérance) : Soient Xi,..., X, des v.a.
ayant une espérance et aq,...,a, des réels. Alors la v.a. a1 X1 + -+ +
a,X, a une espérance donnée par

E(a1X1 + -+ Gan> = alE(Xl) +--F Cln]E(Xn)

Exercice 4.8 : On suppose que 'espace €2 est discret. Démontrer le
résultat précédent en utilisant la formule de ’espérance donnée a 'exer-
cice 4.4.

solution : Il suffit de prouver le résultat pour n = 2. Il est facile de
voir que E(|a; X7 + a2 Xs|) < |aq|E(|X1]|) + |az|E(|X2|) < 400, donc
a1 X1 + as X5 a une espérance et d’aprés 4.4 on a

E(a1 X1+ a:X5) = > (a1X1(w) + a2 X5(w)) P(w)

=a1 ) Xi(w)Pw) +az Y Xo(w)P(w)
weN weN

= E(X)) + asB(Xy).

4.2.3 Fonction d’une variable aléatoire

Etant donné une v.a. X on considére souvent des v.a. de la forme
Y = g(X) o g : R — R est une fonction usuelle. Pour trouver si Y a
une espérance, il faudrait en principe déterminer la loi de probabilité
de Y ce qui peut s’avérer difficile. Voici un résultat qui permet le calcul
de E(Y) a partir de la loi de X uniquement.

Théoréme 4.9 : Soit X une v.a. discrete , g une application de R dans
R et Y = g(X). Alors l’espérance de la v.a. Y existe si et seulement si
> vex() [9(@)[P(X = z) < +o0 et on peut dans ce cas la calculer par
la formule

(14) EY)= 3 g)P(X = 1)

zeX ()
démonstration : Pour tout y € Y(2), soit B, = {z € X(Q);¢(x) = y}.
Il est clair que les ensembles B, (y € Y(2)) forment une partition de
I'ensemble X (Q2) des valeurs prises par X et que ) P(X =2x) =
P =y)
a) Supposons la condition }_ v o) [9(2)|P(X = z) < +oo vérifice.
Alors 'espérance de Y existe puisque

Yo lg@PX=2)= ) > lg@)PX =2

zeX () yeY (Q) T€By

>yl Y B(X =2

yeY (Q) zE€By

= > Py =y).

yeY ()

zEBy



Dans ces conditions en reprenant le calcul précédant avec y au lieu de
ly| et g(x) au lieu de [g(z)|, on obtient E(Y) = >~ _ v (q) 9(x)P(X = z).
b) Réciproquement, si E(Y') existe, on montre immédiatement en «re-
montant» le calcul précédent que Y v o) [9(2)|[P(X = z) < +o0 et
que E(Y) est donnée par la formule (14). O

Exemple 4.10 : Pour toute v.a. discréte X prenant les valeurs z; avec
les probabilités p; (i € D), X admet un moment d’ordre r(entier > 0)'?
si et seulement si ), pi|z;|" < 400 et dans ce cas

E(X") = szx:
i€D
Il suffit en effet d’appliquer le théoréme 4.9 avec la fonction g(z) = z”.

Corollaire 4.11 (Formule pour la variance) : Soit X une v.a. discréte
prenant les valeurs x; avec les probabilités p; (i € D) et ayant un mo-
ment d’ordre 2. Alors elle a aussi un moment d’ordre 1 et

(15) Var(X) = E(X?) — (E(X))*
(16) = (sz(%)z) - (sz%)

démonstration : X a un moment d’ordre 1 car d’aprés l'inégalité de
Cauchy-Schwarz 3, pilzi| < (Zz‘eri)l/z (Zz‘eri@i)Q)l/Q < +Foo.
Par définition Var(X) = E ((X — E(X)?) = E (X? - 2XE(X) + E(X)?)
et la formule (15) découle alors de la linéarité de 'espérance (corollaire
4.7). La deuxiéme formule (16) résulte alors du théoréme 4.9 (appliqué
avec g(zr) = z?). O

Remarque 4.12 : Pour une v.a. discréte, il est évident que Var(X) =
0 si et seulement si X est constante. Avec le résultat précédent, on
montre alors immédiatement que si X a un moment d’ordre 2, il en est
de méme pour aX + b (a et b réels fixés) et on a

(17) Var(aX +b) = a*Var(X).

4.3 Exemples
4.3.1 Loi binomiale et loi de Poisson

Proposition 4.13 : 1) Si X suit la loi binomiale B(n,p) on a E(X) =
np et Var(X) =np(l —p).

2) St X suit la loi de Poisson de parametre \(> 0), X a des moments
de tous les ordres et E(X) = Var(X) = .

12

on notera que si X est a valeurs positives, on peut aussi considérer la notion de
moment d’ordre r > 0 (pas forcément entier).

10



démonstration : 1) X a des moments de tous ordres!3. Calculons
E(X) :

n

n! k n—k
Z’f =" =D i ()

k=1

(n—1)! k—1 —1—(k—
= 1 — p)» (k—1)
npz D 1= P

Le calcul de la variance de la loi B(n,p) est laissé en exercice.

2) La v.a. de Poisson X prend toutes les valeurs entiéres. Soit r > 0 fixé.
D’aprés le théoréme 4.9 4, la v.a. X" a une espérance si et seulement si
la série Zﬂo ke ’]\C, converge ce qui est vrai (exercice de niveau L2).
On a alors

+o00 )\k 1

+00 7}\/\]@ 7)\—1—00 /\lc 7}\
:kz;ke H:e ;(k’—l Z

Le calcul de la variance de X est laissé en exercice (indication : com-
mencer par calculer E(X (X — 1)) et en déduire E(X?) puis Var(X)).

4.3.2 Jeux équitables

Deux joueurs A et B jouent & un jeu d’argent ou la probabilité de
gagner est égale & p pour A et & 1 — p pour B (0 < p < 1). Les mises
de A et B sont respectivement s et s’ euros et le vainqueur empoche le
total des enjeux. Soient X et X' les gains des joueurs A et B. Le jeu
est dit équitable si E(X) =E(Y) : On a

E(X)=sp—s(1—p) et EY)=(1-p)s—sp.
Le jeu est donc équitable si 2 = IST/, autrement dit si les enjeux des
joueurs sont proportionnels & leur probabilité de succes.

4.3.3 Le jeu de St Petersbourg

Imaginons le jeu de casino suivant : On lance une piéce!d jusqu’a
I’apparition du premier pile. Si cela se produit au n-iéme lancer, la
banque verse au joueur la somme X = 2" euros. Quel doit étre I’enjeu
que la banque devrait exiger du joueur pour ne pas étre perdante ?

Pour que le jeu soit équitable, la mise doit étre égale a ’espérance de
gain du joueur. Mais l'espérance de X n’est pas finie car X prend les
valeurs 2" (n > 1) et P(X = 2") = .& donc 372 2"P(X = 2") = +o0.

1car elle prend un nombre fini de valeurs.

4appliqué avec la fonction g(x) = a”.
Bnon truquée
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5 La loi des grands nombres

5.1 Variables aléatoires indépendantes

Définition 5.1 : 1) On dit que les v.a. X etY sont indépendantes
si pour tout x € X () et tout y € Y () , les événements [ X = x] et
Y = y] sont indépendants i.e.

B(X = ] N[Y = y)) = P(X = 2)B(Y = ).

2) La définition se généralise au cas de n v.a. Xy,..., X, qui sont

dites indépendantes (dans leur ensemble) si pour tout choir de a® €
Xi(Q) (i =1,...,n), les événements [X; =a?] (i = 1,...,n) sont
indépendants.

3) Une suite (X, )nen de v.a. indépendantes est une suite telle que pour

tout entier N, les v.a. Xq,..., Xy sont indépendantes

Exemple 5.2 : Des v.a. X et Y sont indépendantes si elles se rap-
portent & deux expériences aléatoires indépendantes. Ainsi lorsqu’on
fait plusieurs répétitions indépendantes d’une méme expérience : Soit
X1 le résultat du premier essai,..., X, le résultat du n-iéme essai. Les
v.a. Xq,...,X, sont indépendantes.

Théoréme 5.3 (espérance d’un produit de v.a. indépendantes) : Si les
v.a. X et'Y ont un moment d’ordre un et sont indépendantes, alors la
v.a. XY a un moment d’ordre un et on a

(18) E(XY) = E(X)E(Y).

démonstration : 1) Supposons que X et Y soient & valeurs positives.
Les valeurs de Z sont de la forme z = xy, pour x € X(Q) et y € Y().
Pour z € Z(f2), considérons l'ensemble

A, ={(z,y) € X(Q) xY(Q); zy ==z}
Il est clair que les A, forment une partition de X (2) x Y () et que
[Z = 2] = Uy)eA. (X =z]Nn[Y =y

(réunion d’événements deux a deux incompatibles). Alors

Z 2P(Z =2) = Z z Z P(X =z]n[Y =y])

z€Z(Q) z€Z(Q) (z,y)EA,

= > |z Y PX=xPY =y

2€Z(Q) (z,y)€A:

= Z Z 2yP(X = 2)P(Y =y)

z€Z(Q) \(z,y)€A.

Y mP(X =2)B(Y = y)
(z,y)eX(2) XY (22)

= Y aP(X =z) Y yP(Y =y) < +oc.

TEX(Q) yey(Q)
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(la deuxiéme égalité d’aprés l'indépendance des v.a. X et Y et la qua-
triétme par le fait qu'une série a termes positifs est sommable par pa-
quets).

2) Si X et Y sont de signe quelconque, le 1) montre que Z a un moment
d’ordre un. On peut alors reprendre le calcul précédent pour prouver la
formule (18) car la sommation par paquets est valable pour des séries
absolument convergentes.

Corollaire 5.4 (Variance d’une somme de v.a. indépendantes) : Si X
et Y ont un moment d’ordre deux et sont indépendantes, X +Y a un
moment d’ordre deux et

(19) Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y).

démonstration : En développant (X +Y)? et en utilisant le corollaire
4.7, on voit tout de suite que X + Y a un moment d’ordre deux. On a
alors

Var(X +Y)=E (X —E(X)+Y —E(Y))?)
= Var(X) + Var(Y) + 2 (E(XY) — E(X)E(Y))

et le terme résiduel'® est nul puisque E(XY) = E(X)E(Y). O

5.2 La loi des grands nombres

Théoréme 5.5 (inégalité de Bienaymé-Tchebychev) : Soit X une v.a.

ayant un moment d’ordre deuz. On note m = E(X) et 0 = /Var(X).
Alors pour tout a > 0, on a l'inégalité
X—-m 1
20 P >al < —
e (155z) =3
démonstration : La v.a. centrée réduite ¥ = % est telle que

E(Y?) = 1. Or si on désigne par y; les valeurs prises par Y,

E(Y?) =3 yP(Y =9) > > yiP(Y =y)

(on somme seulement sur les indices ¢ tels que |y;| > a). Ainsi on a

1=E(Y?) >a’ ) PY =y)=aP(Y|>a)

lyi|>a
et I'inégalité (20) en découle. O

Remarque 5.6 : L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev est valable pour
tout a > 0. Pour a petit, a% est grand et I'inégalité ne nous apprend rien.
Par contre si a est grand, I'inégalité nous dit qu’il est trés improbable
que X s’écarte de m de plus de ao.

16La quantité E(XY) — E(X)E(Y) est appelée la covariance des v.a. X et Y. Si
X et Y sont indépendantes la covariance est nulle mais la réciproque est fausse.
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Théoréme 5.7 (loi des grands nombres) : Soit Xi,...,X,,... une
suite de v.a. indépendantes et de méme loi, d’ espérance m et de va-
riance o2. Alors quel que soit e > 0, on a

lim P(‘leL”'—’—Xn—m'Ze) =0.

n—-+4oo n

démonstration : Posons Y, = 214t Alors E(Y,,) = 1 3" E(X;) =

m et Var(Y,) = 5> Var(X;) = % L’inégalité de Bienaymé-
Tchebychev implique

ao 1

_

o )

on obtient

En particulier si a

2

P([Y, —m|>e) < —— =0 si n— +oc.
ne

C’est le résultat annoncé. O

Corollaire 5.8 : Soit €& une expérience aléatoire et A un événement
pouvant se réaliser avec la probabilité p. Soit % la fréquence de A au
cours de N répétitions indépendantes de [’expérience E. Alors pour tout
e >0,

N
P(WA—p‘Ze)%O quand N — +o00.

démonstration : Considérons les v.a.

{ 1 si A se réalise au i-éme coup
Xi - .

0 sinon
Les v.a. X; (i =1,...,N) sont indépendantes et de méme loi (de Ber-
noulli), avec E(X;) = pet Var(X;) = p(l—p). De plus X;+-- -4+ Xy =
N 4. Le résultat découle donc du théoréme 5.7. O

Remarque 5.9 : La notion de convergence qui apparait dans le théo-
réeme et son est une notion probabiliste qu’on appelle convergence en
probabilité : On dit qu’une suite (X,,) de v.a. converge en probabilité
vers une v.a. X si

(21) Ve >0, P(| X, — X|>¢€) — 0 sin— +o0.

La moyenne arithmétique 21£2X2 converge donc vers m = E(X;) en
probabilité quand n — 4o00. Concrétement cela signifie que pour tout

€ > 0, 'événement
H—l o —m' >€}
n

que la moyenne arithmétique s’écarte de m de plus de €, est pratique-
ment nulle si n est assez grand.

Le corollaire peut donc étre considéré comme la justification mathé-
matique de la loi empirique des grands nombres dont on a parlé au
chapitre 1.
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