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I) Généralités du calcul des probabilités : Soit 2 un ensemble (univers des possibles)
Espace probabilisé (2, F,P) : F est une tribu sur Q c’est a dire F C P(Q) vérifie

+oo

NQeF,  2) (Awen-€F=>JAnedF, 3)AcF=>A€T,

n=1
et P: F — [0,1] (la probabilité) est telle que :

00 +o0
HP(Q) =1 ,Q)P(U An) = Z]P’(An) pour tous (A4,) € F, tels que A, NA; =0 sii#j.
n=0 n=0

Limite sup et Limite inf : Si (A,)nen+ € F, on note

o0 , 400 too , +oo
1) liminf A,, = U < ﬂ Am), 2) limsup 4,, = ﬂ ( U Am>. On a alors :
n=1 m=n n=1 m=n

1)liminf A, C limsup 4,, 2) (liminf A4,,)¢ = limsup A¢, 3) (limsup A,)¢ = liminf AS.

Continuité de P : Pour toute suite monotone (4,) € ¥, on a P(lim A4,) = hI_P P(A,)
(oulimA, =, A, si A, /et limA, =, A, si 4, \).

Probabilité conditionnelle : Si B € F (avec P(B) > 0) est un événement fixé, pour tout
A € F, la quantité Pg(A) = P(A|B) = P(A N B)/P(B) est la probabilité conditionnelle
de A sachant B. L’application Pp : F — [0, 1] ainsi définie est la probabilité conditionnelle
sachant B.

Formule de Uintersection : Si Ay, As, ..., Ay € Fet P(A;NAyN...NA.4) >0,

P(A NAsN...NAg) =P(A)P(As|A1)P(A3] A1 N Ag) .. . P(Ag]A1 N oo Agy).

Formule de la probabilité totale : Soit (A,) un systéme complet d’événements. Alors :
VA€ F, P(A) =) P(A|A,)P(A,).

Formule de Bayes : P(A,|A) = P(AJA,)P(A,) (A€ F)si(A,) est un systéme complet.
> P(AJANP(A)
k
Evénements indépendants : Ce sont des événements A, ..., A, tels que P(A;N...NA,) =

P(A,)...P(A,).

Espace probabilisé produit : Si (€2;,F;,P;) (1 < i < n) sont des espaces probabilisés, leur
espace produit est (Q,F, P)ou Q=0 x-+-xQ,, F=F,® - -F, et P=P,® - - P, ou F
est engendrée par les rectangles Ay x -+ - X A, A; € F;, et P est telle que P(A; x --- x A,) =
H?:1 Pi(Az‘)-




IT) Variables aléatoires discrétes : Ce sont les applications X : Q — R telles que
X(R2) = {xx; k € D} est fini ou dénombrable (D = {1,...,N} ou D = N) et vérifiant la
condition de mesurabilité : Vk € D, [X = x;] € F.

Distribution de probabilité : C’est la suite des nombres p, = P(X = z) (k € D). Ce sont
des nombres 0 < p, <1 tels que Y, pr = 1.

Moments : La v.a. X a un moment d’ordre n (n € N*) si >, pp|zi|™ < 400 et le moment
d’ordre n est E(X™) = >, _,, pral ( c’est Pespérance si n = 1). Si E(X?) existe, la variance
est Var(X) = E(X —E(X))?) = E(X?) — (E(X))? et ox = v/Var(X) est I'écart type.

Fonction génératrice : Si X est a valeurs dans N, c’est la série entiere Gy (t) = Y oo, pit®. Si
X et Y sont indépendantes, Gx.y(t) = Gx(t)Gy(t). Si X a un moment d’ordre 2, Gx est
deux fois dérivable, E(X) = G’y (1) et Var(X) = G%(1) + G (1) — (G’ (1))

v.a. binomiale B(n,p) : Toute v.a. X telle que X(Q2) = {0,1,...,n} et pour tout 0 < k <n
P(X = k) = CFp(1 —p)"* (ottn > 1 et p € [0,1] sont fixés). Si n = 1, on dit que X est
une v.a. de Bernoulli. On a E(X) = np et Var(X) = np(1 —p).

v.a. de Poisson de paramétre A > 0 : Toute v.a. X telle que X (Q) = Net P(X = k) = e )];_;:
(keN).OnaE(X)=Var(X)= A\

v.a. de Pascal de paramétre p €]0,1[ : Toute v.a. telle que X(2) = N* et P(X = k) =
p(1 — p)*=! (k entier > 1) (on l'appelle aussi v.a. géométrique, ou v.a. instant du premier
succes).

IIT) Variables aléatoires quelconques, lois de probabilité : Soit (2, F,P) un espace
probabilisé.

Vecteur aléatoire (v.a.) (ou variable aléatoire si d = 1) : C’est une application mesurable X :
(,F) — (R4, By) ot By est la tribu borélienne de R?, c’est a dire :
VB € By, [X € Bl ={w e Q; X(w) € B} € F (condition de mesurabilité).

Condition suffisante de mesurabilité : Soit € une partie génératrice de By. Si X : Q — R?
est telle que VC € C, [X € C] € F, alors X est un v.a.

Transformée déterministe d'un(e) v.a. : Si X : (,F) — (RP,B,) est un v.a. de RP et f :
(RP,B,) — (R%,B,) est mesurable, alors f o X = f(X) est un vecteur aléatoire de R¢.

Limite d’une suite de v.a. : Si (X,,) est une suite de v.a. telle que Vw € Q, lim X, (w) =

n—oQ

X(w) € R existe, alors X est une v.a..

v.a. indicatrice et v.a. simple : Soit A € F. La v.a. indicatrice de A est donnée par 14(w) =0
siwé¢ Aet =1siwe A Toute via. X = Z a;1y, (o € Ret A; € F) est dite v.a. simple.

finie

Théoréme de structure : Toute v.a. X : (2,F) — (R, B;) (resp. toute v.a.> 0) est limite
simple d’une suite de v.a. simples (resp. de v.a. simples> 0).

Loi de probabilité d'un v.a. X de R? : C’est la mesure de probabilité jx sur B, définie par :
VB e Bd , MX(B) = P(X c B)




Fonction de répartition d’'une v.a. X : C’est la fonction F': R — R telle que : Vt € R, F(t) =
P(X <t). Elle est telle que : 1) 0 < F(t) < 1; 2) F est croissante (au sens large), continue
a droite en chaque t € R; 3) tlim F(t)=0et tli+m F(t) =1

Densité d'un v.a. : Le v.a. X de R? a une densité f si f : R — R, est intégrable avec
Jpa f(z1, .. xg)day .. .dxg =1 et siVB € By, ux(B) = [, f(z1, ..., xq9)dzy ... dzy.

Densité normale N(0,1) : C’est la fonction f(z) = ——e *"/2 (z € R).

1
V2

- 127r exp (—3(=2)?) (z € R).

Densité normale N(m.o?) : C’est la fonction f(z) =

Densité uniforme sur [a,b] : C'est la fonction f(z) = ;2=1(,4(2) (x € R).

Densité exponentielle de parameétre A > 0 : Cest la fonction f(z) = Ae™* 1g, (z).

Densités marginales : Si (X,Y") est un couple de v.a. ayant une densité f(z,y) sur R?, les
densités marginales sont données par fx(z) = ffooo flz,y)dy et fy(y) = ffooo f(x,y)dx.

v.a. indépendantes : Les v.a. Xq,..., X} sont dites (mutuellement) indépendantes si
VBi,...,By € B, P(X, € By,..., X € By) =P(X, € By)...P(X,, € By).

CNS d’indépendance : Des v.a. X et Y de lois respectives pux et py, sont indépendantes si et
seulement si pixy) = pix ® py (00 px,y) est la loi dans R? du vecteur (X,Y)). Si (X,Y) a
une densité f(z,y) ceci équivaut a : f(z,y) = fx(z)fy(y) (produit des densités marginales).

IV) Espérance, variance et moments des v.a. : Soit (2, F, P) un espace probabilisé.

Espace L! : Une v.a. X est dans L' si [, |X|dP < +00. On pose alors E(X) = [, XdP et
on 'appelle 'espérance mathématique de X.

Formule de I'espérance totale : Soit X un v.a. de L' et (A,) un systéme complet d’événe-
ments. Alors :

E(X) = 3 E(X|4,)P(4,).

o E(X|A,) = [, XdPy4, et P4, est la probabilité conditionnelle sachant A,.

Théoréme (ou Formule) du transfert : Soit X un v.a. de R? et px sa loi de probabilité sur
Ba. Soit ¢ : R? — R borélienne. Alors ¢ o X € LY (Q,F, P) & ¢ € LYRY, By, ux) et
onaE(poX) = [,p0XdP = [.eo(x)dux(x). Ainsi si X est réelle et dans L' on a :
E(X) = f]R rdpx ().

Espérance d'un produit : Si X7, ..., X, sont dans L' et sont indépendantes : E(T]_, X;) =
L= E(XG).

Espace L2 et variance : Une v.a. X est dans £2 si E(X?) < +00. On a £2 C L' E(X?) est
le moment d’ordre 2 de X. La variance de X est le nombre VarX = E (X — E(X))?) =
E(X?) — (E(X))? et I'écart type est ox = VVarX.

Espace de Hilbert L2 : Si dans £2, on considére comme égales deux v.a qui sont égales PP-
presque stirement, on obtient 'espace L?. Avec la norme || X|]y = /E(X?2), Pespace (L?, ||.||2)
est un espace de Hilbert.




Covariance : Pour X et Y dans L2 ¢’est le nombre cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y —E(Y))).
Si X et Y sont indépendantes alors cov(X,Y) = 0 (la réciproque est fausse).

Variance d'une somme : Soient X1, ..., X, des v.a. de £2? deux a deux de covariance nulle.
Alors Var(X; + -+ X,,) =VarXy + - - + VarX,.

Inégalité de Markov : Si X € L', alors Va > 0, on a P(|X| > a) < E(‘iﬂ).

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : Si X € £2,Va > 0 ]P’<|—| > a) < %

Espace LP : Soit p > 1 un entier. Une v.a. X est dans LP si E(|X|?) < +o0. La quantité
E(XP) est le moment d’ordre p de X. Si X est dans LP alors X est dans L? pour tout p’ < p.

V) Convergence des v.a., loi forte des grands nombres et théoréme limite central

Convergence p.s. et en probabilité : La suite de v.a. (X}) converge p.s. (resp. en probabilité)
vers la v.a. X si P([limg—oo X = X]) = 1 (resp. Vo > 0, liril P(|X,, — X| > 6) =0). La

convergence p.s. implique la convergence en probabilité.

CS de convergence p.s. Si Ve >0, Y oo, P(| Xy > ¢) < +oo alors X,, — 0 p.s. En particu-
lier si (X,,) € LP et si E(|X,|P) < 400 alors X,, — 0 p.s.

Lemme de Borel Cantelli : Si (A,,) € F et ZIP’ ) < 400. Alors P(limsup A,,) = 0.

Loi forte des grands nombres : Si (X}) est une suite de v.a. de £?, de méme espérance m,
de variances bornées et 2 a 2 de covariance nulle alors + 1" | X}, — m p.s. (n — +00).

Loi forte des grands nombres de Kolmogorov : Si (X}) est une suite de v.a. de L' indépen-
dantes et de méme loi alors lim,, . oo + >0 Xj, = m p.s. (m =E(Xy)).

La convergence en loi : La suite de v.a. (X,,) (de loi u,) converge en loi vers la v.a. X (de loi
) sivVf € Cy(R), imy, 4o < pin, f >=<p, f >.Si F,, (resp. F') est la fonction de répartition
de X, (resp. X) ceci équivaut a : lim,,_,, F,,(t) = F(t) en tout point de continuité ¢ de F.

Théoréme limite central : Si X,,(n > 1) sont des v.a. de £?, indépendantes et de méme loi
d’espérance m et de variance o2 , alors lim,, #ﬁ((Z:‘:l X;) —nm) = N(0,1) en loi .




