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I) Généralités du calcul des probabilités : Soit Ω un ensemble (univers des possibles)

Espace probabilisé (Ω, F, P) : F est une tribu sur Ω c’est à dire F ⊂ P(Ω) vérifie

1)Ω ∈ F, 2) (An)n∈N∗ ∈ F ⇒
+∞⋃
n=1

An ∈ F, 3) A ∈ F ⇒ Ac ∈ F,

et P : F → [0, 1] (la probabilité) est telle que :

1)P(Ω) = 1 , 2)P
( ∞⋃

n=0

An

)
=

+∞∑
n=0

P(An) pour tous (An) ∈ F, tels que Ai ∩ Aj = ∅ si i 6= j.

Limite sup et Limite inf : Si (An)n∈N∗ ∈ F, on note

1) lim inf An =
+∞⋃
n=1

( +∞⋂
m=n

Am

)
, 2) lim sup An =

+∞⋂
n=1

( +∞⋃
m=n

Am

)
. On a alors :

1) lim inf An ⊂ lim sup An, 2) (lim inf An)c = lim sup Ac
n, 3) (lim sup An)c = lim inf Ac

n.

Continuité de P : Pour toute suite monotone (An) ∈ F, on a P(lim An) = lim
n→+∞

P(An)

(où lim An =
⋃

n An si An ↗ et lim An =
⋂

n An si An ↘).

Probabilité conditionnelle : Si B ∈ F et P(B) > 0, la quantité P(A|B) = P(A∩B)/P(B) est
la probabilité conditionnelle de A sachant B.

Formule de l’intersection : Si A1, A2, . . . , Ak ∈ F et P(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Ak−1) > 0,

P(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Ak) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 ∩ A2) . . . P(Ak|A1 ∩ . . . ∩ Ak−1).

Formule de la probabilité totale : Soit (An) un système complet d’événements. Alors :
∀A ∈ F, P(A) =

∑
n

P(A|An)P(An).

Formule de Bayes : P(An|A) =
P(A|An)P(An)∑

k

P(A|Ak)P(Ak)
(A ∈ F) si (An) est un système complet.

Événements indépendants : Ce sont des événements A1, . . . , An tels que P(A1 ∩ . . . ∩ An) =
P(A1) . . . P(An).

Espace probabilisé produit : Si (Ωi, Fi, Pi) (1 ≤ i ≤ n) sont des espaces probabilisés, leur
espace produit est (Ω, F, P) où Ω = Ω1×· · ·×Ωn, F = F1⊗· · ·⊗Fn et P = P1⊗· · ·⊗Pn où F

est engendrée par les rectangles A1×· · ·×An, Ai ∈ Fi, et P est telle que P(A1×· · ·×An) =∏n
i=1 Pi(Ai).

II) Variables aléatoires discrètes : Ce sont les applications X : Ω → R telles que
X(Ω) = {xk; k ∈ D} est fini où dénombrable (D = {1, . . . , N} ou D = N) et vérifiant la
condition de mesurabilité : ∀k ∈ D, [X = xk] ∈ F.
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Distribution de probabilité : C’est la suite des nombres pk = P(X = xk) (k ∈ D). Ce sont
des nombres 0 ≤ pk ≤ 1 tels que

∑
k∈D pk = 1.

Moments : La v.a. X a un moment d’ordre n (n ∈ N∗) si
∑

k∈D pk|xk|n < +∞ et le moment
d’ordre n est E(Xn) =

∑
k∈D pkx

n
k ( c’est l’espérance si n = 1). Si E(X2) existe, la variance

est V ar(X) = E((X − E(X))2) = E(X2)− (E(X))2 et σX =
√

V ar(X) est l’écart type.

Fonction génératrice : Si X est à valeurs dans N, c’est la série entière GX(t) =
∑∞

k=0 pkt
k. Si

X et Y sont indépendantes, GX+Y (t) = GX(t)GY (t). Si X a un moment d’ordre 2, GX est
deux fois dérivable, E(X) = G′

X(1) et V ar(X) = G′′
X(1) + G′

X(1)− (G′
X(1))2.

v.a. binomiale B(n, p) : Toute v.a. X telle que X(Ω) = {0, 1, . . . , n} et pour tout 0 ≤ k ≤ n
P(X = k) = Ck

npk(1 − p)n−k, (où n ≥ 1 et p ∈ [0, 1] sont fixés). Si n = 1, on dit que X est
une v.a. de Bernoulli. On a E(X) = np et V ar(X) = np(1− p).

v.a. de Poisson de paramètre λ > 0 : Toute v.a. X telle que X(Ω) = N et P(X = k) = e−λ λk

k!

(k ∈ N). On a E(X) = V ar(X) = λ.

v.a. de Pascal de paramètre p ∈]0, 1[ : Toute v.a. telle que X(Ω) = N∗ et P(X = k) =
p(1 − p)k−1 (k entier ≥ 1) (on l’appelle aussi v.a. géométrique, ou v.a. instant du premier
succès).

III) Variables aléatoires quelconques, lois de probabilité : Soit (Ω, F, P) un espace
probabilisé.

Vecteur aléatoire (v.a.) (ou variable aléatoire si d = 1) : C’est une application mesurable X :
(Ω, F) −→ (Rd, Bd) où Bd est la tribu borélienne de Rd, c’est à dire :
∀B ∈ Bd, [X ∈ B] = {ω ∈ Ω ; X(ω) ∈ B} ∈ F (condition de mesurabilité).

Condition suffisante de mesurabilité : Soit C une partie génératrice de Bd. Si X : Ω → Rd

est telle que ∀C ∈ C, [X ∈ C] ∈ F , alors X est un v.a.

Transformée déterministe d’un(e) v.a. : Si X : (Ω, F) → (Rp, Bp) est un v.a. de Rp et f :
(Rp, Bp) → (Rq, Bq) est mesurable, alors f ◦X = f(X) est un vecteur aléatoire de Rq.

Limite d’une suite de v.a. : Si (Xn) est une suite de v.a. telle que ∀ω ∈ Ω, lim
n→∞

Xn(ω) =

X(ω) ∈ R existe, alors X est une v.a..

v.a. indicatrice et v.a. simple : Soit A ∈ F. La v.a. indicatrice de A est donnée par 1A(ω) = 0

si ω /∈ A et = 1 si ω ∈ A. Toute v.a. X =
∑
finie

αi1Ai
(αi ∈ R et Ai ∈ F) est dite v.a. simple.

Théorème de structure : Toute v.a. X : (Ω, F) → (R, B1) (resp. toute v.a.≥ 0) est limite
simple d’une suite de v.a. simples (resp. de v.a. simples≥ 0).

Loi de probabilité d’un v.a. X de Rd : C’est la mesure de probabilité µX sur Bd définie par :
∀B ∈ Bd , µX(B) = P(X ∈ B).

Fonction de répartition d’une v.a. X : C’est la fonction F : R → R telle que : ∀t ∈ R, F (t) =
P(X ≤ t). Elle est telle que : 1) 0 ≤ F (t) ≤ 1 ; 2) F est croissante (au sens large), continue
à droite en chaque t ∈ R ; 3) lim

t→−∞
F (t) = 0 et lim

t→+∞
F (t) = 1.
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Densité d’un v.a. : Le v.a. X de Rd a une densité f si f : Rd → R+ est intégrable avec∫
Rd f(x1, . . . , xd)dx1 . . . dxd = 1 et si ∀B ∈ Bd, µX(B) =

∫
B

f(x1, . . . , xd)dx1 . . . dxd.

Densité normale N(0, 1) : C’est la fonction f(x) = 1√
2π

e−x2/2 (x ∈ R).

Densité normale N(m, σ2) : C’est la fonction f(x) = 1
σ
√

2π
exp

(
−1

2
(x−m

σ
)2

)
(x ∈ R).

Densité uniforme sur [a, b] : C’est la fonction f(x) = 1
b−a

1[a,b](x) (x ∈ R).

Densité exponentielle de paramètre λ > 0 : C’est la fonction f(x) = λe−λx 1R+(x).

Densités marginales : Si (X, Y ) est un couple de v.a. ayant une densité f(x, y) sur R2, les
densités marginales sont données par fX(x) =

∫∞
−∞ f(x, y)dy et fY (y) =

∫∞
−∞ f(x, y)dx.

v.a. indépendantes : Les v.a. X1, . . . , Xk sont dites (mutuellement) indépendantes si
∀B1, . . . , Bk ∈ B1, P(X1 ∈ B1, . . . , Xk ∈ Bk) = P(X1 ∈ B1) . . . P(Xk ∈ Bk).

CNS d’indépendance : Des v.a. X et Y de lois respectives µX et µY , sont indépendantes si et
seulement si µ(X,Y ) = µX ⊗ µY (où µ(X,Y ) est la loi dans R2 du vecteur (X, Y )). Si (X, Y ) a
une densité f(x, y) ceci équivaut à : f(x, y) = fX(x)fY (y) (produit des densités marginales).

IV) Espérance, variance et moments des v.a. : Soit (Ω, F, P ) un espace probabilisé.

Espace L1 : Une v.a. X est dans L1 si
∫

Ω
|X|dP < +∞. On pose alors E(X) =

∫
Ω

XdP et
on l’appelle l’espérance mathématique de X.

Formule du transfert : Soit X un v.a. de Rd et µX sa loi de probabilité sur Bd. Soit ϕ : Rd → R
borélienne. Alors ϕ◦X ∈ L1(Ω, F, P ) ⇔ ϕ ∈ L1(Rd, Bd, µX) et on a E(ϕ◦X) =

∫
Ω

ϕ◦XdP =∫
Rd ϕ(x)dµX(x). Ainsi si X est réelle et dans L1 on a : E(X) =

∫
R xdµX(x).

Espérance d’un produit : Si X1, . . . , Xn sont dans L1 et sont indépendantes : E(
∏n

i=1 Xi) =∏n
i=1 E(Xi).

Espace L2 et variance : Une v.a. X est dans L2 si E(X2) < +∞. On a L2 ⊂ L1. E(X2) est
le moment d’ordre 2 de X. La variance de X est le nombre V arX = E ((X − E(X))2) =
E(X2)− (E(X))2 et l’écart type est σX =

√
V arX.

Covariance : Pour X et Y dans L2 c’est le nombre cov(X,Y ) = E
(
(X −E(X))(Y −E(Y ))

)
.

Si X et Y sont indépendantes alors cov(X, Y ) = 0 (la réciproque est fausse).

Variance d’une somme : Soient X1, . . . , Xn des v.a. de L2 deux à deux de covariance nulle.
Alors V ar(X1 + · · ·+ Xn) = V arX1 + · · ·+ V arXn.

Inégalité de Markov : Si X ∈ L1, alors ∀a > 0, on a P(|X| ≥ a) ≤ E(|X|)
a

.

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : Si X ∈ L2,∀a > 0, P
(
|X−E(X)

σX
| ≥ a

)
≤ 1

a2 .

V) Convergence des v.a., loi forte des grands nombres et théorème limite central

Convergence p.s. et en probabilité : La suite de v.a. (Xk) converge p.s. (resp. en probabilité)
vers la v.a. X si P([limk→∞ Xk = X]) = 1 (resp. ∀δ > 0, lim

n→+∞
P (|Xn − X| ≥ δ) = 0). La

convergence p.s. implique la convergence en probabilité.
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CS de convergence p.s. : Si ∀ε > 0,
∑∞

k=1 P (|Xk| > ε) < +∞ alors Xn → 0 p.s. En particu-
lier si (Xn) ∈ Lp et si

∑+∞
n=1 E(|Xn|p) < +∞ alors Xn → 0 p.s.

Lemme de Borel Cantelli : Si (An) ∈ F et
∞∑

n=1

P(An) < +∞. Alors P(lim sup An) = 0.

Loi forte des grands nombres : Si (Xk) est une suite de v.a. de L2, de même espérance m,
de variances bornées et 2 à 2 de covariance nulle alors 1

n

∑n
k=1 Xk → m p.s. (n → +∞).

Loi forte des grands nombres de Kolmogorov : Si (Xk) est une suite de v.a. de L1 indépen-
dantes et de même loi alors limn→+∞

1
n

∑n
k=1 Xk = m p.s. (m = E(X1)).

La convergence en loi : La suite de v.a. (Xn) (de loi µn) converge en loi vers la v.a. X (de loi
µ) si ∀f ∈ Cb(R), limn→+∞ < µn, f >=< µ, f >. Si Fn (resp. F ) est la fonction de répartition
de Xn (resp. X) ceci équivaut à : limn→+∞ Fn(t) = F (t) en tout point de continuité t de F .

Théorème limite central : Si Xn(n ≥ 1) sont des v.a. de L2, indépendantes et de même loi
d’espérance m et de variance σ2 , alors limn→+∞

1
σ
√

n

(
(
∑n

i=1 Xi)− nm
)

= N(0, 1) en loi .

VI) Chaînes de Markov : Soit (Xn) une chaîne de Markov homogène à espace d’états fini
E = {1, 2, . . . , r} et P = (pij) la matrice des transitions.

Chaînes de Markov absorbantes : On renumérote les états en commençant par les r−s états
absorbants puis par les s états transients pour écrire P . Soit Q la sous matrice s × s des
transitions entre les états transients et R la matrice s × (r − s) des transitions des états
transients vers les états absorbants. La matrice N = (Is − Q)−1 (matrice fondamentale) a
pour coefficient nij =le nombre moyen de passages en j partant de i et n(i) :=

∑
j nij est

la durée de vie moyenne de la chaîne partant de i. Le coefficient aij de A = NR est la
probabilité partant de i d’être absorbé en j.

Chaînes de Markov ergodiques régulières : Elles sont telles qu’il existe un entier n tel que
P n ait tous ses coefficients > 0. Il existe un vecteur ligne de probabilité α à coefficients > 0
(loi stationnaire) tel que pour tout vecteur de probabilité c, cP n → α (n → +∞) et c’est
l’unique vecteur de probabilité tel que αP = α. De plus la i-ième coordonnée de α est égale
à l’inverse du temps moyen de retour en l’état i.

Chaînes de Markov ergodiques périodiques : Elles ont une seule classe d’éléments communi-
cants mais pour tout état i, les éléments de Aii = {n ∈ N; p

(n)
ii > 0} sont des multiples d’un

même nombre d ≥ 2 (la période). Les états sont partitionnés en d classes cycliques telles
qu’on passe avec probabilité 1 d’une classe à l’autre et on revient au bout de d étapes dans la
classe de l’état initial. Il existe une loi stationnaire α telle que αP = α et pour tout vecteur
de probabilité c, cP n converge au sens de Cesaro vers α.

Fonctions harmoniques : Si f : E → R, soit f̄(i) =
∑

j∈E pijf(j). Alors f est harmonique
(resp.sur(-sous)harmonique) sur A ⊂ E si pour tout i ∈ A, f(i) = f̄(i) (resp. f(i) ≥ f̄(i),
resp. f(i) ≤ f̄(i)). Dans une chaîne absorbante, soit ` un état absorbant fixé, la fonction
a(i) := ai` est harmonique sur les états transients, la fonction n(i) est surharmonique (car
∀i transient, n(i) = 1 + n̄(i)). Enfin pour j transient fixé, la fonction m(i) := nij vérifie
m(j) = 1 + m̄(j) et m(i) = m̄(i) si i 6= j est transient (pour les notations voir ci-dessus le
résumé sur les chaînes de Markov absorbantes).
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