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Les trois exercices sont indépendants

Exercice 1

1) Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Montrer que la fonction caracté-
ristique de X est donnée par la formule suivante :

φX(t) =
sin(t/2)

t/2
exp(it/2) (t ∈ R).

2) Soit (Xk)k≥1 une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et de même loi
donnée par P(Xk = 0) = P(Xk = 1) = 1

2
. Pour tout entier n ≥ 1, on pose

Yn =
n∑

k=1

Xk

2k
.

a) Calculer la fonction caractéristique φn de la variable aléatoire Yn.

b) Pour tout t ∈ R, calculer la limite limn→+∞ φn(t) (indication : On pourra utiliser la
formule

∏n
k=2 cos(t/2k) = sin(t/2

t/2
t/2n

sin(t/2n)
, à condition de la justifier).

c) En déduire que la suite Yn converge en loi quand n→ +∞ vers une loi qu’on précisera.

d) Montrer que la série
∑+∞

k=1
Xk

2k
converge presque sûrement. Quelle est la loi de la somme

de cette série ?

Exercice 2

Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes.

1) Soit f : R2 → R, une fonction borélienne. On suppose que la variable aléatoire Z =
f(X, Y ) est dans L1. Démontrer alors que E(Z|X) = φ(X), où φ est la fonction définie
par φ(x) = E(f(x, Y )) (x ∈ R) (indication : on utilisera la propriété caractéristique de
l’espérance conditionnelle et le fait que tout événement de la tribu B(X) engendrée par X
est de la forme [X ∈ C] où C est un borélien de R).
2) On suppose dans cette question que X est une variable aléatoire bornée et que Y est de
loi uniforme sur [0, 1]. Montrer que l’espérance conditionnelle E(exp(XY )|X) est bien définie
et calculer sa valeur explicite.

3) Si Y est de loi de Poisson de paramètre λ > 0, vérifier que l’espérance conditionnelle
E(cos(XY )|X) est bien définie et qu’elle est donnée par la formule

E(cos(XY )|X) = cos(λ sinX) exp
(
− λ(1− cosX)

)
.
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Exercice 3

Soit (X0, X1, . . . , Xd) un vecteur gaussien centré de Rd+1 non dégénéré. On note Γ = (Γij)0≤i,j≤d

sa matrice des covariances.

1) Montrer que X0 est une variable normale et que (X1, . . . , Xd) est un vecteur gaussien
centré de Rd dont on précisera l’expression de la matrice des covariances.

2) Montrer que la variable aléatoire X0 et le vecteur aléatoire (X1, . . . , Xd) sont indépendants
si et seulement si E(X0Xj) = 0 pour tout j = 1, . . . , d.

3) On pose X̃0 = X0 −
∑d

i=1 aiXi, où a1, . . . , ad sont des constantes réelles.

a) Montrer que (X̃0, X1, . . . , Xd) est un vecteur gaussien de Rd+1 dont on précisera la matrice
des covariances.

b) Montrer qu’il existe des constantes a1, . . . , ad uniques telles que E(X̃0Xi) = 0 pour tout
i = 1, . . . , d.

c) Soit B la tribu engendrée par les variables aléatoiresX1, X2, . . . , Xn. Déduire de la question
3) b) que E(X0|B) =

∑d
i=1 aiXi, où les ai sont les constantes trouvées en 3) b).
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