Chapitre 2: Le théoréme de projection et ses
applications

21 décembre 2007

1 Introduction

En géométrie élémentaire, si P est un plan et x un point qui n’appartient
pas & P, il existe un unique point y € P qui est le plus proche de x au sens
de la distance euclidienne. Ce point y est en fait la projection orthogonale de
x sur le plan P. On va généraliser de maniére abstraite cette propriété aux
espaces de Hilbert.

2 Projection sur un convexe fermé

2.1 Le résultat général

Soit V' un espace normé sur R ou C. On rappelle les définitions suivantes

Définition 2.1 : 1) On appelle segment d’extrémités a,b € V, le sous en-
semble de V' défini par

(1) [a, 0] ={da+(1=XNbeV; 0< A< 1}

2) un sous ensemble A C 'V est convexe si pour tous a,b € A, |a,b] C A.

Exemple : Tout sous espace vectoriel de V' est un ensemble convexe.

On considére a partir de maintenant un espace de Hilbert H sur C avec sa

norme ||z|| = /< x,x >.

Théoréme 2.2 (de projection) : Soit A un sous ensemble convexe fermé (et
non vide) de H. Alors pour tout x € H, il existe un unique y € A tel que

(2) inf ||z —af| = [l - yll.

Autrement dit il existe un unique point y € A qui est a une distance de x la
plus petite possible. Ce point y s’appelle la projection de x sur A.

*Notes du cours sur les espaces de Hilbert de M. L. Gallardo, Licence 3-iéme année,
Université de Tours, année 2007-2008. Les démonstrations sont données dans le cours oral.

Lon notera qu’une borne inf n’est pas toujours atteinte. Ici le théoréme dit que I'inf est
atteint et en un unique point.



2.2 Projection sur un sous espace fermé

Le cas particulier le plus important du théoréme précédent est la projection
sur un sous epace vectoriel fermé F' de H. Soit alors z € H.

Corollaire 2.3 : 1) soity € F tel que ||x —y|| = inf,cp ||z — 2||. Alors z —y
est orthogonal a F (i.e. orthogonal a tous les vecteurs z € F ).

2) Réciproquement siy € F est tel que x—y L F, alors ||x—y|| = inf.cp ||[z—2||
1.e. y est la projection de x sur F.

Définition 2.4 (et Notation) : Dans le cas du résultat précédent, on notera
y = Pr(x) et on dira que y est la projection orthogonale de x sur F.

Corollaire 2.5 : La projection orthogonale Pr : H — F est une contraction
linéaire (i.e. une application linéaire telle que pour tout x € H, ||Pr(z)|| <

[lz[])-

3 Applications du théoréme de projection

3.1 Supplémentaires orthogonaux

Soit H un espace de Hilbert et A C H, A # () un sous ensemble quelconque.
Définition 3.1 : On appelle orthogonal de A, ’ensemble
(3) At ={rcH, VycA <z,y>=0}.

Proposition 3.2 : At est toujours un sous espace vectoriel fermé de H.

Exercice : Soit M un sous espace vectoriel de H. Montrer que z € M~ si et
seulement si

(4) Vy € M, [z —yl[ = [|=]].

(indication : pour la condition suffisante, pour yo € M et F' = Cyq la droite
engendrée par yg, on pourra remarquer que Pr(x) = 0 puis utiliser la propriété
caractéristique de Pp).

Théoréme 3.3 : Soit F' un sous espace vectoriel fermé de H. Alors
(5) H=F@®F*- (somme directe orthogonale).
Autrement dit :

(6) VeeH AyecF zeF o=y+z

(ou le quantificateur 3! signifie «il existe un uniquey ).

Remarque et Exercice : L’hypothése que F' est fermé dans H est fonda-
mentale. Par exemple si H = [2, le sous espace vectoriel E des = (z;)ien
tels que seules un nombre fini des coordonnées x; sont non nulles?, n’est pas
fermé dans H et on a E+ = {0}. Dans ce cas E @ E*+ = E n’est pas égal a H.

%i.e. z; = 0 pour tout i assez grand.



3.2 Décompositions orthogonales

Soit D un ensemble fini ou dénombrable. Dans toute la suite on conviendra
que D ={1,2,...,d} si D est fini et D = N* si D est dénombrable. Soit alors
H un espace de Hilbert et (e;,),ep une famille de vecteurs de H.

Définition 3.4 : On dit que (e,)nep est un systéme orthonormal dans H si :

(7) VYn#méeD, <ey e, >=0.

(8) Vn € D, |le.]] =vV<enen>=1

Proposition 3.5 : Si (e,)nep est un systéme orthonormal, alors c’est une
famille (algébriquement) libre de vecteurs de H.

Corollaire 3.6 : Si (€,)nep est un systéme orthonormal dans H, alors
cardD < dimH. En particulier dans un espace de Hilbert de dimension finie
les systémes orthonormauz sont finis.

Théoréme 3.7 (projection sur un s.e.v. de dimension finie) : Soit ey, ..., e,
un systéme orthonormal fini et V.=V l]ey,...,e,] le sous espace vectoriel de
H engendré par les e;. Alors

9) Ve e H, Py(z)= Z <z, e > e
i=1
Corollaire 3.8 : Siz € Viey,...,e,], alors on a
(10) xzz<x,ei>ei et ||x||2:Z|<x,ei>|2.
i=1 i=1

Corollaire 3.9 (inégalité de Bessel) : Soit (en)nep est un systéme orthonor-
mal dans H, alors

(11) Voe H Y | <ze > < x|

neD

(00> ,cp| < e > |* est une somme finie si D est fini et une série conver-
gente si D = N*).

3.3 Séries de Fourier associées a4 un systéme orthonormal

Soit (e,)nep est un systéme orthonormal dans H qu’on suppose fixé pour
les définitions et les résultats qui suivent.

Définition 3.10 : Pour tout x € H, on appelle :

1) coefficient de Fourier d’ordre n € D (ou n-iéme coefficient de Fourier) le
nombre < x,e, > (€ C),

2) série de Fourier de x la série® Y., _, < ,e, > €.

3c’est une série de vecteurs de H si D = N* et une somme finie si cardD < +oo.



Théoréme 3.11 : Pour tout x € H, la série de Fourier de x est convergente
dans H et sa somme est telle que

Z<x,en>en

neD

2

:Z|<x,en>]2.

neD

(12)

Exercice : Soit (\,),ep une suite de nombres complexes. Montrer que la série
Y nep Anén est une série de vecteurs convergente dans H si et seulement si la
série numérique Y [A|> est convergente. Dans ce cas si © =Y, Ane, est

la somme de la série, quels sont les coefficients de Fourier de z et que vaut
2
||| 7

3.4 Bases hilbertiennes

On a vu au paragraphe précédent que la série de Fourier d'un vecteur z € H
est toujours convergente, mais quelle est la valeur de sa somme ? Nous allons
aborder cette question dans ce paragraphe puis y répondre complétement dans
le paragraphe 3.5. On suppose toujours qu’'un systéme orthonormal (e,)nep
de H est donné.

Définition 3.12 : On dit que (e,)nep est un systéme total dans H si
(13) {en; ne DY ={0}.

Autrement dit si x € H est tel que < x,e,, >= 0 pour tout n € D, alors x = 0.

Proposition 3.13 : Si V [e,; n € D] est le sous espace fermé* engendré par

les e, (n € D), alors (e,)nep est un systéme total si et seulement si

_\L
(14) (v len; 11 € D]) — {0}
Théoréme 3.14 : Si (e,)nep est un systéme orthonormal total dans H, alors

(15) Va:GH,:v:Z<$,en>en.

neD

Autrement dit tout vecteur de H est somme de sa série de Fourier. De plus
pour tous x,y € H, on a l’égalité de Bessel-Parseval

(16) <x,y>zz<x,en><y,en>,
neD

en particulier pour x =1y, on obtient

(17) el => [ <z en>["

neD

Définition 3.15 : Un systéeme orthonormal total (e,)nep de H est appelé
aussi base hilbertienne de H.

10n rappelle que V := V [e,,;; n € D] est Pensemble de toutes les combinaisons linéaires
(finies) > Agen, et que V' [e,; n € D] est 'adhérence de V' dans H.



Remarque : Une base hibertienne (e, ),cp de H n’est une base algébrique de
H que si cardD < +oo i.e. si H est de dimension finie.

Exercice : Montrer que si (e,,)nen+ est une base hilbertienne de H, le vecteur
Yo %en € H ne peut pas s’écrire comme une combinaison linéaire (finie)
des vecteurs e,. En déduire que (e,)n,en+ n'est pas une base de H au sens
algébrique. (On remarquera que d’aprés l'exercice du paragraphe 3.3, la série
Yo %en est bien convergente dans H et elle représente donc un vecteur de

H).

Exemple : Si H = [* (voir le chapitre 1), pour tout n € N* considérons
Pélement e™ = (e )pene € 2 tel que e = 0si k # n et ) =1 ie.
e™ a toutes ses coordonnées nulles sauf la n-iéme qui vaut 1. Le systéme
(e(™),en- est une base hilbertienne de [? qu’on appelle parfois base hilbertienne

canonique.

3.5 Cas général d’un systéme orthonormal quelconque
Soit (e, )nep un systéme orthonormal dans H.

Remarque : on notera que (e, )ep est toujours une base hilbertienne du sous
espace vectoriel fermé de H qu’il engendre.

Théoréme 3.16 : Soit V = V [e,; n € D] le sous espace vectoriel fermé de
H engendré par les e, (n € D) et Py l'opérateur de projection orthogonale sur
V. Alors pour tout © € H, on a

(18) Py(z)=> <ze,>e, et [|[Pr(@)]>= |<mze,>]|"

neD neD

On notera que lorsque le systéme (e,)nep est total, on a V- = H, Py(z) = x
et on retrouve le résultat du théoréme 3.14. comme cas particulier.

Question pratique : Soit V' un sous espace vectoriel fermé de H, comment
déterminer Py (z)?

Si dimV = d < +o00, il suffit de déterminer une base orthonormale puis d’ap-
pliquer le théoréme 3.7.

Si dimV = 400, il suffit de disposer d’un systéme orthonormal total dans V'
et d’appliquer le théoréme 3.16. Ceci n’est possible que dans les espaces de
Hilbert séparables comme on le verra dans le paragraphe 4.

Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt : Soit (b,,),ep (o1
D est fini ou dénombrable), une famille libre de vecteurs de H et soit V =
V' [bn; n € D] le sous espace vectoriel engendré par les b,. Pour tout k& € N*,
soit Vi, = V' [by, ..., bg] le sous espace engendré par les k premiers vecteurs. On
considére alors la suite des vecteurs (¢, )nep obtenus de la maniére suivante :

(19) C1 = bl,Cg = bg — Pvl(bg), ey, Cp = bk — ka_l(bk), e (k’ c N*)

Théoréme 3.17 : Les vecteurs e, = IIEQII’ n € N* forment un systeme ortho-
normal qui engendre V' i.e. tel que

(20) V=VIb,; neD]=Vlie,; néeD]



Corollaire 3.18 : Soit (by)nep (0% D est fini ou dénombrable), une famille
libre de vecteurs de H. Alors la famille orthonormale (e,)nep obtenue par le

procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt du théoreme précédent, est une
base hilbertienne de V [b,; n € D].

3.6 Structure des espaces de Hilbert ayant une base hil-
bertienne

Dans cette partie nous abordons deux questions théoriques sur d’une part
la structure algébrique et d’autre part la structure topologique d’un espace de
Hilbert ayant une base hibertienne.

3.7 Le théoréme d’isomorphisme

Définition 3.19 : Deux espaces de Hilbert H et K sont dits isomorphes s’il
existe une application linéaire U : H — K telle que :

1) U est bijective.

2) U est unitaire i.e. conserve le produit scalaire :

(21) Ve,ye H, <U(x),U(y) >k=< 2,y >n,
ou, ce qui est équivalent, U conserve la norme :
(22) Ve e H, [|[U(x)l|x = [|2||a-

Exercice : Démontrer ’équivalence affirmée dans la définition précédente i.e.
une application linéaire U : H — K conserve le produit scalaire si et seulement
si elle conserve la norme.

Théoréme 3.20 (théoréme d’isomorphisme) : Soit H un espace de Hilbert
ayant une base hilbertienne (e, )nep. Alors :

-ou bien cardD = d < +oo et H est isomorphe a CY.

-ou bien D = N* et H est isomorphe & 2.

3.8 Espaces de Hilbert séparables

Définition 3.21 : Un espace normé (E, ||.||) est dit séparable s’il posséde un
sous ensemble dénombrable dense, c’est a dire sl existe ® = {b,; n € N*} C
E tel que

(23) Ve e EVe>0, IbeD: |lz—b| <e

Théoréme 3.22 : Un espace de Hilbert H posséde une base hilbertienne si et
seulement s’il est séparable.

Pour la preuve de ce résultat, on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.23 : 5i® = {b,; n € N*} est un sous ensemble dénombrable dense
d’un espace de Hilbert H, alors il existe une sous famille libre {by,; k € D}

(finie ou dénombrable) de vecteurs de © dont le sous espace fermé engendré
est égal & H i.e. V [b,,; k€ D] =H.




4 Exemple d’orthonormalisation et de base hil-
bertienne

Sur Pespace vectoriel C([—1,1]) des fonctions f : [0,1] — C continues,
muni du produit scalaire

24 <ro>= [ sglo

on considére la famille libre des fonctions monoéme :

(25) b, :t—t" (neN).

Le sous-espace Vi, = V[bg, by, ..., bx] est constitué des fonctions polynomiales

de degré < ket V = VI[b,; n € N] est le sous-espace de toutes les fonctions
polynomiales. Le probléme est d’orthonormaliser la famille (b, )nen-

Avec les notations de (19), on calcule :

ep=0by:t—1,]lcol[* =2et donceozt»—>\/$§.
2) c1 = b1 — on(b1>. Mais < bo,b1 >= 0 donc on(bl) =0etc = bl, ||Cl||2 =
2/3, Aot ey : t — t1/2/3.

3) Cy = by — PVl<b2) Pvl(bg) =< bg,eo > e+ < b2,€1 > e = \/Tieg donc
et) =17 — 3 et ex(t) = /2 (2 — 3).
A ce stade on constate que

1414 5 d 241 5 d2 )
_ _ 12,
o1 11 dt( ) elt) = "5, dt2(t )

On fait 'hypothése de récurrence que pour tout £ <n :

(26) ex(t) =

27 t) = 2 — 1)~

(27) ) = T3 dtk( )

On vérifie assez facilement cette hypothése en montrant que e,,; L V, =
Vleg,e1,...,e,] et que |le,1|| = 1. Pour cela on utilise les propriétés sui-

vantes des polynomes P, (t) = 4= (2 — 1)" :
1) P, est de degré n.
2) b (t2 1)n a2 —1)mdt = (—1)" [T D (2 - 1) (12— 1)mdt

—1dtn dtm 1 dtn—r
f P,( dt—051n7ém

2
4) [1, P20t = 357

Les polynomes e, donnés par (27) s’appellent les polynomes de Legendre (nor-
malisés par la condition ||e,||2 = 1). Ils constituent une famille orthonormale

de C([-1,1]) telle que V' = VI[b,; n € N] = V]e,; n € N]. Mais l'espace
C([-1, 1]) est seulement un espace préhilbertien®. On sait d’aprés le cours
d’intégration que C([—1,1]) est dense dans I'espace L?*([—1,+1]) des classes

de fonctions de carré intégrable sur [—1,1] pour la mesure de Lebesgue®.

Théoréme 4.1 : Les polynomes de Legendre forment une base hilbertienne de
Uespace de Hilbert L*([—1,+1]).

5

voir le chapitre 1.
OEn fait L2([—1, +1]) est le complété de C([—1, 1]) pour la norme ||.||2 associée au produit
scalaire (24).



Pour la démonstration il suffit de montrer que 1'espace Ve,; n € N] est dense
dans C'(]—1, 1]) pour la norme [|.||o. Mais comme la norme ||.||> est moins fine
que la norme ||.||o, de la convergence uniforme puisque pour f € C([—1,1]),
on a

1 1
(28) ||f||§=/ If(t)lzdtﬁ/ sup | f(t)[*dt = 2|| f|2,

1 —1t€[0,1]

il suffit de savoir que les polynomes sont denses dans C'([—1, 1]) pour la conver-
gence uniforme. Mais ce résultat est bien connu; c’est le théoréme de Weiers-
trass :

Théoréme 4.2 : Pour toute fonction f continue sur un intervalle compact
la, b], il existe une suite (P,) de fonctions polynéme qui converge uniformément
vers f sur [a,b].

Pour la démonstration de ce résultat, on peut supposer que [a, b] = [0, 1] (faire
le changement de variable t = a +t'(b — a), avec ¢’ € [0, 1]) et on montre alors
le résultat plus explicite suivant :

Théoréme 4.3 (Bernstein) : Si f € C([0,1]), la suite P, des polynomes tels
que

(20) P(e) = Z F(E) etata—ayn,

converge uniformément vers f sur [0,1] quand n — +oc.

Le seul point délicat dans la preuve de Bernstein est ’estimation suivante

Lemme 4.4 : Soit x € [0,1] et pour tout a > 0, soit I, ’ensemble des entiers
ke {0,1,...,n} tels que |k — nz| > na. Alors

1 —
(30) Z CFaP(1 —2)"F < u

a“n
ke€ln

Ce résultat est facile si on connait la loi binomiale. En effet soit X une variable
aléatoire de loi binomiale B(n,z). Alors puisque E(X) = nx, la quantité du
membre de gauche dans (30) est justement la probabilité P(|X —E(X)| > an).
Or 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne justement

VarX  nz(l — )
2 2

(31) P(|X —E(X)| > an) <

(an) a’n?

C’est I'inégalité du lemme.



