Solution détaillée de I’épreuve d’Espaces métriques du 16/12/2010

Exercice 1

1) 1) Pourn < m, ||fu—fmlli = fol le™™—e~™|dt = fol e e~ (Mt _1|dt < 2 fol e mMdt < 2.
Pour tout € > 0, posons N, = [2]. Alors :

n,m Z:A& = Hjh'_tﬁnHl 5;6

Ceci prouve que la suite (f,),>1 est de Cauchy dans (E, ||.|]1).

2) Notons 1y la fonction identiquement égale a 1 (c’est la limite évidente de (f,,) au sens

l—e™ ™

de la convergence simple). On a || f, = 1o |1 = fol e "dt = — 0 sin — +oo. Donc la

suite (fn)n>1 converge vers 1y ) pour la norme ||.||;.

) 1) i) VfeF, |[fllr=0et

1fllr =0 [f0)] =0 et |f]le=0
& f(0)=0 et f(z)=0
& f = C(constante) = f(0) =0
< f=0.

i) Vf € F, VA € R, [[Mfllr = M|f||F (trivial).
iii) Vf, g € F,

1f +gllr = 1(f + 9)O) + [I(f + 9)l]se
= 1£(0) + gO)[ + 1/ + ¢l
<O+ 1g9(O)] + 11 Tloo + 119l o0

par l'inégalité triangulaire pour la valeur absolue et pour la norme ||.||o. Dot ||f + g||r <
l|fIl7 + ||g||#- Les points i), ii) et iii) prouvent que ||.||r est une norme sur F.

2) a) La fonction x — ®(f)(x) est la primitive (nulle en z = 0) de la fonction continue
t+— f(t)g(t) donc elle est dérivable et de dérivée continue, donc ®(f) € F.

b) VA € R, Vf, f1, fo € E, D(Af) = AP(f) et ®(f1 + f2) = P(f1) + P(f2) grace a la linéarité
de l'intégrale. Donc 'application ® : F — F' est linéaire. De plus

Vf e F [@Nlr = 12O+ [12(f) lec = sup [f(2)g(x)] < Igllocllf]e;

z€0,1]

(car Va € [0,1], | f(2)g(x)] = [f(2)llg(x)] < [[fllcollglloc)- De Vinegalite [|O(f)[|r < [lgllooll f]oo
valable pour toute f € E, on déduit que I’application linéaire ® est continue et que |||®||| <

llglloe (*)-

c¢) Pour la fonction f = 1y, on a ®(1pq)( fo t)dt, dou [|®(11)|lr = |19l
Comme ||1j9,1))||oc = 1, on en déduit que

l9lloc < < i N@e = NPT ().

flleo<
Les deux inégalités () et (xx) montrent que |||P®||] = ||g]|o-

Exercice 2



1) ¥(f) est la somme des 2 fonctions continues : x — z et x — f; e ' f(t)dt (qui est continue
puisque primitive de ¢ — —e~"f(¢)). Donc ¥(f) est continue i.e. ¥(f) € E.

2) Pour tout z € [0,1] et tout h € £, on a

1
dt' /|e |dt<\|h||oo/e-tdtz<e-x—e-1>||h||oos<1—e-1>nh||oo.

Ainsi pour toutes f et g dans F,

1900 = 9@l = s | [ (70) - o] < (1= 17 =l

z€(0,1]

Ceci prouve que 'application W est lipschitzienne de constante 0 < k = 1 —e ! < 1 (car
1~ 0,368).

3) Comme l'espace (E, ||.||s) est complet (résultat du cours) et que 'application ¥ : £ — E

est contractante d’aprés le 2), le théoréme du point fixe nous assure alors que ’équation

U(f) = f a une solution et une seule dans E. Cette solution vérifie = + fxl et f(t)dt = f(x)

(Vo € [0,1]) et f(1) = 1. Donc f est dérivable et satisfait I’équation différentielle linéaire du

premier ordre :

flw) +efz) =
o)

avec condition initiale f(1) = 1. L’équation sans second membre o = —e ™" a pour solution

générale Ce® ". Par variation de la constante, on obtient une solution particuliere g de
I'équation avec second membre de la forme g(z) = C(z)e® " ot C(z) = [y e 'dt. La
solution f cherchée est donc f( ) = (C(z) + Cp)e® " ou, puisque f(1 ) 1, la constante
Cy est telle que (C(1) + Cp)e® ~ =1 (il est inutile de chercher & avoir une expression plus
explicite de Cp).

Exercice 3

1) On sait (résultat du cours) que les compact de R? sont les fermés bornés.

i) A n’est pas compact car il n’est pas borné. En effet, pour tout n € N*, (n,0,0) € A et
[1(n,0,0)[[2 = n — +o0.

ii) B est fermé car c’est I'image inverse du singleton {1} par 'application continue (z,y, 2) —
In(z? + y* + 22°) (composée des applications continues (z,y, 2) — (2% + y* + 22°) et In).

B est borné car (v,y,2) € B & 22+ y* +22° = e donc 22 < e, y* < e, 22% < e, ce qui
implique |z| < e'/?, |y| < e'/* et |2] < (£)Y/5. Donc B est compact.

iii) C' n’est pas compact car il est non borné. En effet Vn € N, (0,0, 27n) € C'et |[(0,0,27n)||2 =
2mn — 400 (sin — 400).

2) a) Un sous-ensemble de (E, d) est ouvert (resp. fermé) si et seulement s’il est de la forme
ENO (resp. ENF), ot O est un ouvert (resp. F est un fermé) de R (résultat du cours).
Ainsi les ensembles [—2, —1[, {0}, [1, 2] sont des ouverts de (E,d) car

[—2,—1[= EN] — 3, — [ {0} = En] — %, 5[ et [1,2] = ENJ3, 3.

Ces mémes ensembles sont aussi fermés car

[—2,-1[=EnN(1,2], {0} = EN[-1,3] et [1,2] = EN[L,2].
b) [—2, —1] est un fermé borné de (E, d) mais ce n’est pas un compact car, par exemple, la
suite 2, = —1 — L n’a aucune sous-suite convergente dans [—2, —1[.



c) (F,d) a 3 composantes connexes qui sont [—2, —1[, {0} et [1,2]. En effet, par exemple il
n’existe pas de point x € E extérieur a [—2, —1] et qui serait connecté & ce sous-ensemble
car en prenant les ouverts de R : O =] —3, —%[ et Oy =] — %, 3[, on peut écrire [—2, —1[U{x}
comme réunion des deux ouverts disjoints (et non vides) [-2, —1[NO; et {z} N Os. Le rai-
sonnement est analogue pour les autres composantes.

3) a) Pour tout (X,Y,Z) € R3 lesystétme X =z +y, Y =y + 2, Z = z a une solution est
une seule
x=X-Y+Z y=Y—-Z, z2=27 (%)

Ce qui prouve que f est bijective de R? sur R? et que
XY, 2) = (X-Y+2Y -2 7).

De plus f et f~! sont des applications continues de R? sur lui méme car leurs applications
coordonnées sont des fonctions polyndémes (de degré 1) (donc sont continues). Donc f est un
homéomorphisme.

b) On sait que la sphére unité de R, S = {(x,y,2) € R® 22 +y>+ 2% = 1} est un ensemble

compact et connexe. Or si (z,y,2) € S, d’aprés (x), le point f(z,y,2) = (X,Y,Z) est tel
que (X =Y + 22+ (Y —2)>+ Z*=1 clest a dire :

X2 42Y2 4322 —2XY —AYZ +2XZ =1 (xx)

L’ensemble f(S) a donc pour équation (k%) (car f est bijective de S sur f(.5)). Comme
I'image continue d’'un compact (resp. d'un connexe) est un compact (resp. un connexe),
I'ensemble f(S) est compact et connexe.



