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Question de cours : transformée de Fourier dans L!(R)

Soit f une fonction intégrable sur R et

~

fk) = /_ ~ timok f(z)dx  VkER.

Montrer que f est une fonction continue bornée sur R qui vérifie

~ ~

lim f(k)= lim f(k)=0.

k——o00 k—+o00

1 Probléme

Pour n € N, on définit F}, sur R} x R par

F,(a,x) = g2near’ V(a,z) € R} x R.

1- Montrer que

0< Fl(a, (L‘) < 7F0(%,:II)
et que
2k a
0< F,_k(a,x) < —Fn_k_l(Q—k,x) vVk=0,1,...,n—1
a
En déduire

2<n+1>/2>" a

0< Fy(a,x) < ( FO(Q—n,a:) V(a,z) € R} xR,

a
n(n+ 1)

5
2- Montrer que pour tout a > 0, z — F,(a,z) est intégrable sur R. On pose alors

pour tout n € N. On rappelle que 1 +2+ 3+ .... +n =

+oo
I,(a) = F,(a,z)dx.

—00

Calculer Iy(a).



dl
3- Montrer que a +— Ip(a) est dérivable sur R et donner I'expression intégrale de d—o(a).
a

En déduire que
T\ 1/2
n@=5(m) "

a3

oF, 1
4- Calculer —(a,z). Montrer que a — I,,(a) est dérivable sur R et calculer d—n(a) en
a

fonction de I, 41(a).

5- Montrer par récurrence sur n que

:3><5><....><(2n—3)><(2n—1)( s )1/2

I,(a) o TS Vn > 2.

6- On note Fy(a,z) = Fpq(x). Calculer la transformée de Fourier F(]\a(k) et la transformée
de Fourier inverse Fy,(k) de Fp .

7- Calculer la transformée de Fourier de

v (Fon + Fon) () = / Forx(y) Fon (& — ).
— 00

On pourra utiliser la transformée de Fourier inverse.

8- Sin € N, n > 2, on définit par récurrence

(Fox)""(z) = For % For % ... « Fo r ().

)

n -fois

Montrer que

1 T
FTrn* = F7r
(Fo,x)"" () =Fon(—=

).

On rappelle que
(0.9]
/ e dy = Nz
—0o0

—

2 . . . .
que x — e ™" = Fy »(x) est invariante par transformation de Fourier sur R, que f x g =

fqetquef= (f)v, ot on note fV(k) = f(—k:)



