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Question de cours : Approximation des transformées de Fou-
rier dans L?

On désigne par LP(R) (1 < p < oo) lespace des fonctions de puissance p-ieme
intégrable pour la mesure de Lebesgue L1 ou dx sur R.

1- En admettant 'identité de Plancherel, a savoir
h e LYNR) NLA(R) = Na(h) = Na(h),

montrer que la transformée de Fourier sur L(R) N L2(R) s’étend de facon unique en une
isométrie linéaire de L2(R) dans L2(R).

2- On désigne par Iy Uintervalle [—¢, £] et x 1, Sa fonction caractéristique. Montrer que pour
tout f € L2(R) on a

2
lim/‘fxlf‘ dz = 0.
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En déduire que
2

dk = 0.
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1 Premier exercice

Dans cet exercice dx désigne la mesure de Lebesgue sur R.

1- Soit p € [1,00). Pour quelles valeurs du paramétre o > 0 la fonction

1
x— folx) = m

appartient-elle a LP(R)?

2- Montrer que la fonction
+o00
z—D(2) = / * e %dx
0

est bien définie pour z > 0. Calculer I'(1) et I'(2). Monrer que I' est dérivable sur ]0, +o0].



3- Montrer, par une intégration par parties qu’on justifiera, que

1 [t
I'(z) = / xe *dx Vz > 0.
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En déduire, en justifiant 'utilisation du théoreme de convergence dominée, que

lim 2I'(z) = 1.
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2 Deuxiéme exercice

1- Soit eq (o > 0) la fonction définie sur R par eq(z) = e%°. On pose fo(z) = zeq(z).

a) Montrer rigoureusement que €, est de classe C'! sur R et que

den, . . -
ﬁ(k) = —2im fo(k).

b) Montrer que
— ik __
falk) = ——eq(k).
e
On justifiera les intégrations par parties sur R.

c¢) En déduire la formule

deq 212k __
%(k) = Ca (k).

2- Montrer, en intégrant 1’équation différentielle précédente, que
€ (k) = & (0)e ™/,
En déduire la valeur explicite de e, (k). On rappelle que

/ e dy = Nz

—00

3- Montrer que, pour tout n € N,

o —

(ex * €r... x ex)(k) = enn(k) VEER.
—_——

n—fois

4- Soit b > 0. Calculer la transformée de Fourier de la fonction caractéristique x, de
I'intervalle I, := [—b, b]. En déduire la formule

sin(27kb)

— er(k).

ex * Xy, (k) =



