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1 Exercice sur la régularisation par convolution

Soit {ηn} une suite de fonctions positives et de classe C∞ sur R à support dans l’in-

tervalle [−n−1, n−1] et telles que

� n−1

−n−1
ηndx = 1 ∀n ∈ N∗.

1- Montrer directement que si f est une fonction continue sur R

(f ∗ ηn)(x) :=

� ∞

−∞
f(x− t)ηn(t)dt

est définie pour tout x ∈ R

2- Montrer que f ∗ ηn est une fonction de classe C∞ (on démontrera d’abord que f ∗ ηn

est continue).

3- On suppose que f est uniformément continue sur R. Montrer que f ∗ηn converge vers

f uniformément sur R quand n →∞.

2 Exercice sur l’espace L2(R)

Dans cet exercice dx désigne la mesure de Lebesgue sur R et l’espace L2 est relatif à

cette mesure. Soit n ∈ Z et In = [n, n + 1]. On désigne par χn la fonction caractéristique

de In. Soit f une fonction de R dans R, constante sur chaque intervalle In et soit an la

valeur de f sur In. Pour � ∈ N∗, on pose

f�(x) =

�

−�≤n≤�

anχn(x).

1- Montrer que � +∞

−∞
χn(x)χm(x)dx =

�
1 si n = m
0 si n �= m,

et en déduire � +∞

−∞
f2

� dx =

�

−�≤n≤�

a2
n.
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Montrer que

lim
�→+∞

� +∞

−∞
f2

� dx =

� +∞

−∞
f2dx =

�

−∞<n<+∞
a2

n,

quantité qui peut-être finie ou infinie.

2- On suppose que f ∈ L2(R). Montrer que

� +∞

−∞
(f − f�)

2dx =

�

−∞<n<−�

a2
n +

�

�<n<+∞
a2

n.

En déduire que la suite {f�} converge vers f dans L2(R) quand � → +∞.

3- Montrer que

χ̂n(k) :=

� +∞

−∞
e−2iπxkχn(x)dx =

sin πk

πk
e−(2n+1)iπk.

.

4- Montrer que x �→ sin x
x appartient à L2(R) et que

� +∞

−∞
χ̂n(k)χ̂n(k)dk =

1

π

� +∞

−∞

sin
2 t

t2
dt.

5- On suppose m �= n. Montrer que

� +∞

−∞
χ̂n(k)χ̂m(k)dk =

1

π

� +∞

−∞

sin
2 t

t2
e2(m−n)itdt.

6- Déduire du 1- et du théorème de Plancherel que

� +∞

−∞

sin
2 t

t2
dt = π,

et � +∞

−∞

sin
2 t

t2
e2(m−n)itdt = 0 si m, n ∈ N∗, m �= n.


