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Question de cours : inégalité de Hölder

Soient p ∈]1,∞[ et p� = p/(p− 1).

1- Montrer que pour tout a ≥ 0, b ≥ 0, on a

a1/pb1/p� ≤ a

p
+

b

p�

2- Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré, f ∈ Lp
µ(Ω) et g ∈ Lp�

µ (Ω). Montrer, en choisissant

judicieusement a et b, que l’on a

����
�

Ω
fg dµ

���� ≤
�

Ω
|fg| dµ ≤

��

Ω
|f |p dµ

�1/p ��

Ω
|g|p�

dµ

�1/p�

.

1 Premier exercice

On considère la fonction f définie sur R \ {kπ : k ∈ Z} par

f(x) =
1

(x2 + 1)
�

| sinx |
.

1- Si k ∈ N, montrer que x �→ 1�
| sinx |

est intégrable sur ]kπ, (k + 1)π[. Montrer qu’il

existe une constante c, indépendante de k telle que

� (k+1)π

kπ
f(x)dx ≤ c

k2π2 + 1

En déduire que f ∈ L1(R, λ1).

2- Soit {an}n∈N une suite de nombres réels. On pose S = {an + kπ : n ∈ N, k ∈ Z} et on

définit la fonction g par

g(x) =

∞�

n=1

2
−nf(x− an) ∀x ∈ R \ S.

Montrer que g est mesurable pour la mesure de Lebesgue, puis que g ∈ L1(R, λ1) (on

étudiera chaque terme de la série définissant g) et en déduire l’expression de N1(g) en

fonction de N1(f).
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2 Deuxième exercice

1- Montrer que pour tout x ≥ 0, la fonction t �→ e−xt2

1 + t2
est intégrable sur R+. On pose

alors

f(x) =

� +∞

0

e−xt2

1 + t2
dt.

Donner la valeur explicite de f(0).

2- Montrer que f est continue sur [0,+∞[ et dérivable sur ]0,+∞[. Calculer f �(x) pour

x > 0. Montrer que

f �(x)− f(x) = −
� +∞

0
e−xt2dt ∀x > 0

3- Montrer que f(x) tend vers 0 quand x tend vers +∞. En déduire que

f(x) = ex
� +∞

x
e−y

� +∞

0
e−yt2dtdy. ∀x > 0

4- Déduire de ce qui précède et en faisant des changements de variables appropriés, que

f(0) =

�� +∞

0

e−y

√
y

dy

� �� +∞

0
e−y2

dy

�
= 2

�� +∞

0
e−y2

dy

�2

.

En déduire la valeur de

� +∞

0
e−y2

dy.


