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Exercice 1. Soient F et F' deux ensembles et f : E — F une application. On consideére A et
B deux sous-ensembles de E et C et D deux sous-ensembles de F'. Montrer que

(1) f(AUB) = f(A)U f(B).
(2) f(ANnB)C f(A)N f(B), dans quel cas on a 'égalité ?

(3) fFCuD)=fHO)uf D). @ fHCND)=fHC)NfHD).

Exercice 2. Démontrer que I’ensemble
T = {ACE | Aestau plus dénombrable ou A est au plus dénombrable } .

est une sigma-algebre sur E (une tribu de E).

Exercice 3. Soit F = {1,2,3,4} et A = {{1,2},{3}}.
Décrire la sigma-algebre (tribu) engendrée par A.

Exercice 4. Sigma-algebre (tribu) image réciproque.

Soient E et F' deux ensembles, f : E — F une application et B une sigma-algebre (tribu) de
parties de F'.

Démontrer que f~1(B) définie par f~1(B) = {f~1(B)| B € B} est une sigma-algebre (tribu) de
parties de F.

Exercice 5. On note f : R — R I'application x — 22 et I Iintervalle [0, 1] de R.

Soit T la plus petite sigma-algebre (tribu) de parties de R dont I soit élément.

Décrire T, f(T), f~HT), f7HF(T)), F(FHT)).

Lesquels de ces ensembles sont des sigma-algebres (tribus) 7

Exercice 6. Démontrer que la sigma-algebre (tribu) de Borel du plan R? est engendré par la
famille des pavés ouverts

{Ja,b[x]e,d[| a,b,c,d € R, a <b c<d}.
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Exercice 7. Soit p une mesure sur un clan (sur une algebre) C (resp. sur une tribu(sur une
sigma-algebre)) de parties d'un ensemble E.

(1) Démontrer que, pour tous A,B € C, AC B = u(A) < u(B).
(2) Démontrer que, pour tous A, B € C, p(AU B) + (AN B) = u(A) + u(B).
(3) Démontrer que, pour tous A, B,C € C,

p(AUBUC)+u(ANB)+u(BNC)+pu(CNA) = u(A)+ pu(B)+p(C)+p(ANBNCO).

Exercice 8. Soit X un ensemble et P I’ensemble des parties de X. Pour toute partie A de X,
on pose

o 111(A) =0 si A est au plus dénombrable, p1(A) = 400 si A est infini non dénombrable,

o (12(A) = Card A si A est au plus dénombrable, pa(A) = 0si A est infini non dénombrable.
Parmi les p;, lesquels sont des mesures sur (X, P) 7

Exercice 9. Soient (E, 7T, p) un espace mesuré et (A,),>1 une suite d’éléments de 7.

1. Démontrer que
“+oo +o0
(U < S unn.
n=1

n=1

2. On suppose que :{i’i u(A,) < 4o0o. Démontrer que

+00 +00 +oo

(AU = s (U] -0,
n=1k=n k=n

Traduire ce fait de la fagon suivante : pour p-presque tout élément = de E, il existe un entier

n(x) tel que, pour tout entier m > n(x), on a x & A,,.



