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Exercice 1. Soit α une fonction croissante sur [a, b]. Calculer
∫ b
a 1 dα.

Exercice 2. (extrait du partiel 2009)

(1) Démontrer la première formule de la moyenne :
Soient f une fonction continue et α une fonction croissante sur [a, b]. Alors il existe
c ∈ [a, b] tel que ∫ b

a
f(x) dα(x) = f(c) (α(b)− α(a)) .

(2) En déduire que si f est une fonction continue sur [0, 1] et si a et b sont deux réels
strictement positifs, alors

lim
ε→0+

∫ bε

aε

f(x)

x
dx = f(0) ln

(
b

a

)
.

Exercice 3. Soit α une fonction croissante sur [0, π] telle que∫ π

0
sinx dα(x) = α(π)− α(0) .

Démontrer que α(x) = α(0) si x ∈ [0, π2 [ et α(x) = α(π) si x ∈]π2 , π].

Exercice 4. Les fonctions suivantes sont-elles intégrables au sens de Riemann sur [0, 1] ?

i)
1

1 + sin2 x
, et ii) x 7→

{
lnx si x 6= 0
0 si x = 0 .
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Exercice 5. Sommes de Riemann.

Soit [a, b] un intervalle de R et P une partition finie de [a, b] : a = x0 ≤ x1 ≤ . . . ≤ xn−1 ≤
xn = b. On note σ(P) = max1≤j≤n(xj − xj−1) le pas de la partition P et, si T = (t1, . . . , tn)
avec tj ∈ [xj−1, xj ], on pose

S(P,T, f) =
n∑
j=1

f(tj)(xj − xj−1) .

Pour toute fonction f intégrable au sens de Riemann sur [a, b] on a

b− a
n

n∑
j=1

f(a+ j
b− a
n

)→n→+∞

∫ b

a
f .

Déterminer les limites si elles existent des suites suivantes :

(1)

(
1

n

n∑
k=1

cos

(
kπ

2n

))
n∈N∗

; (2)

(
1

n

n∑
k=1

n2

k2 + n2

)
n∈N∗

;

(3)

(
1

np+1

n∑
k=1

kp−1(k + 1)

)
n∈N∗

, p > 1 ; (4)

(
(2n)!

n!nn

) 1
n

n∈N∗
;

(5)

(
2n∑
p=n

1

p

)
n∈N∗

; (6)

(
1

n

n−1∑
k=0

e
n−k
n

)
n∈N∗

.


