L3 MATHEMATIQUES - SECOND SEMESTRE - INTEGRATION ANNEE 2010-2011

Feuille 3 - Convolution
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Définition 1. Soient f et g € L'(R). Le produit de convolution est la function suivante:

+00
(f*9)(x) = / f(& — y)g(y)dy

—00

On a: (Commutativité) fxg=g=xf, et
I f*gllpm<Ilfllowl gl w)

Si f est a fois dérivable alors D¥(f % g) = D¥(f) * g pour tout k < a.
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Exercice 1
(Proprietés des convolution) Soient f, g et h dans L!(R).
Montrer les suivants proprietés des produits de convolution.
(1) (Associativité) (f*g)xh = fx(gxh).
(2) (Distributivié) fx (g +h) = (f*g)+ (f = h).
(3) (Invarlance par transalation) Soit 7, f(x) := f(x — h). On a ((7,f) x g) = Th(f * g).
(4) (f* g ) est paire si f et g sont tous les deux paires ou toutes les deux impaires, et impaire
si 'une est paire et I’autre est impaire.
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Exercice 2
(1) Calculer les produits de convolution suivants
(I_q,q) * sin)(x) et (I[_q,q) * cos)(x) ,a > 0.

Soient f et g les fonctions obtenues. Vérifier que f est impaire, que g est paire et qu’elles sont
toutes les deux indéfiniment dérivables sur R.
Expliciter leurs dérivées f’ et ¢'.

2) Soient f une fonction continue sur R et g = 1;_;, b > 0. Montrer que f * g € C'(R) et
[—b,0]
exprimer (f * g)" en fonction de f.

(3) On suppose que f := 1_y ] ; calculer f* f. Quelle est la régularité de f * f * f (on ne
demande pas de faire les calculs).



Exercice 3
(Equation de la chaleur).
Soit t > 0 et € R on pose:
o2
1 B \4t\
(4mt)
(I ) Montrer que Vt > 0, ®(-,t) € L*(R) en calculant son intégral sur R.
(IT) Soit up une fonction C*° et a support compact dans R.
Montrer que u(zx,t) := (®(y,t) * up(y))(x) est une fonction C*° dans Rx]0, +oo[ et que:

(1) u(z,t) — ugg(x,t) = 0 dans Rx]0, 4+o0].

O(x,t) :=

2 lim  u(z,t) = ug(x Vrg € R
(2) o (x,t) = uo(wo) Vo

(III) Montrer que:
(3) (1) [ Lo ) <l o Lo ®)

et que si de plus ug est une fonction non nulle & valeurs positives ou nulles alors u(z, t)
est positive en tout point x € R" et temps ¢ > 0.



