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Exercice 1
Montrer que si A ⊂ R×R est négligeable, alors pour presque tout x ∈ R, Ax est négligeable.
Réciproquement, soit A un ensemble mesurable de R × R. Montrer que si, pour presque
tout x, Ax est négligeable, alors A est négligeable.
Notation. Pour tout A ∈ B(R2) et tout x ∈ R, on a posé Ax = {y ∈ R : (x, y) ∈ A}.

Exercice 2
Soit f une fonction positive mesurable au sens de Borel sur R. On note E l’ensemble des
points (x, y) de R2 tels que tels que 0 < y < f(x).
1. Montrer que E est mesurable au sens de Lebesgue sur R2 et calculer son intégrale.
2. On note G le graphe de f , c’est-à-dire l’ensemble des couples (x, y) de R2 tels que
y = f(x). Montrer que G est mesurable sur R2 et calculer son intégrale.
3. En déduire que λ

(
{x ∈ R

∣∣ y = f(x)} = 0 pour presque tout y.

@@@@@@@@@@@@@@@@@ RAPPEL @@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@

Théorème 1. (Fubini -Tonelli).
Soient (Ω1,Σ1, µ1) et (Ω2,Σ2, µ2) deux espaces mesurés, Σ1 et Σ2 sigma-finies, Σ = Σ1×
Σ2, µ = µ1 × µ2 et f une fonction mesurable sur Ω1 × Ω2.
Si f ≥ 0 les trois intégrales suivantes sont égales (possibilement infinies).∫

Ω1×Ω2

f(x, y)d(µ1×µ2)(x, y) ;

∫
Ω1

(∫
Ω2

f(x, y)dµ2(y)

)
dµ1(x) ;

∫
Ω2

(∫
Ω1

f(x, y)dµ1(y)

)
dµ2(x).

Si f est de signe quelconque les égalitées restent vraies pourvu que∫
Ω1×Ω2

|f(x, y)|d(µ1 × µ2)(x, y) < +∞

Théorème 2. (Fubini -Lebesgue).
Soit f une fonction intégrable pour la mesure de Lebesgue Ln+p. Alors:
pour presque tout x ∈ Rn la fonction y → f(x, y) : Rp → R est intégrable pour Lp;
pour presque tout y ∈ Rp la fonction x→ f(x, y) : Rn → R est intégrable pour Ln.
De plus ∫

Rn

∫
Rp

f(x, y)dxdy =

∫
Rn

(∫
Rp

f(x, y)dy

)
dx =

∫
Rp

(∫
Rn

f(x, y)dx

)
dy.

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@

Exercice 3
Calculer l’intégrale ∫ +∞

0
e−x

2
dx

en intégrant de deux façon différentes∫ +∞

0

∫ +∞

0
ye−y

2(1+x2)dxdy.
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Exercice 4

Soit f : R2 → R la fonction définie par f(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2
.

1. Montrer que f est une fonction mesurable sur (R2,B(R2)).

2. Calculer

∫ 1

0

(∫ 1

0
f(x, y) dx

)
dy et

∫ 1

0

(∫ 1

0
f(x, y) dy

)
dx. Où est le problème?

Exercice 5
Soit f ∈ L1(R2) et soit T > 0. Montrer que

∫ T

0

∫ t

s=0
f(s, t) dsdt =

∫ T

0

∫ T

t=s
f(s, t) dt ds .

Calculer, pour f ∈ L1(R) ∫ T

0

∫ t

0
f(s) ds dt .

Exercice 6
Soit f : R2 → R la fonction définie par

f(x, y) = e−xy sinx .

(1) Montrer que pour tout A > 0, f est intégrable au sens de Labesgue sur [0, A] ×
[0,+∞[.

(2) En déduire que lim
A→+∞

∫ A

0

sinx

x
dx =

π

2
.

(Indication : on pourra écrire e−xy sinx = Im(e−x(y−i)) et utiliser le théorème de
convergence dominée).


