L3 MATHEMATIQUES - SECOND SEMESTRE - INTEGRATION ANNEE 2010-2011

Feuille 2

Exercice 1

Montrer que si A C RxR est négligeable, alors pour presque tout x € R, A, est négligeable.
Réciproquement, soit A un ensemble mesurable de R x R. Montrer que si, pour presque
tout x, A, est négligeable, alors A est négligeable.

Notation. Pour tout A € B(R?) et tout x € R, on a posé¢ A, = {y € R : (z,y) € A}.

Exercice 2

Soit f une fonction positive mesurable au sens de Borel sur R. On note E ’ensemble des
points (z,y) de R? tels que tels que 0 < y < f().

1. Montrer que E est mesurable au sens de Lebesgue sur R? et calculer son intégrale.

2. On note G le graphe de f, c’est-a-dire 'ensemble des couples (x,%) de R? tels que
y = f(x). Montrer que G est mesurable sur R? et calculer son intégrale.

3. En déduire que )\({9: eR ‘ y = f(x)} = 0 pour presque tout y.
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Théoréme 1. (Fubini -Tonelli).

Sotent (1,31, 1) et (Qo, Lo, ua) deux espaces mesurés, X1 et Yo sigma-finies, ¥ = ¥q X
o, p=p1 X pg et f une fonction mesurable sur 21 x Qs.

Sif >0 les trois intégrales suivantes sont égales (possibilement infinies).

/QlXQ2 fla y)d(pxpz)(@,y) /Q1 ( o, f(fv,y)dm(y)> dp(z) /92 ( Qlf(:ﬂ,l/)(i#l(l!)) dpa ().

Si f est de signe quelconque les égalitées restent vraies pourvu que

[ el < ey < +oc
Q1 %09

Théoréme 2. (Fubini -Lebesgue).

Soit f une fonction intégrable pour la mesure de Lebesgue L, ,. Alors:
pour presque tout x € R™ la fonction y — f(z,y) : RP — R est intégrable pour Ly;
pour presque tout y € RP la fonction x — f(x,y) : R™ — R est intégrable pour L,,.
De plus

/n @ y)dedy = / ( Rpf(m,y)dy) do = /R ( Rnf(x,y)dx) dy.
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Exercice 3
Calculer I'intégrale

+o00 5
/ e Udx
0

en intégrant de deux facon différentes

+oo  p+oo 9 9
/ / ye ¥ ) qdady.
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Exercice 4

Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) =

22 — o2
(22 + y2)2

1. Montrer que f est une fonction mesurable sur (R?, B(R?)).

1 1 1 1
2. Calculer / (/ flx,y) dx) dy et / </ flz,y) dy> dx. Ou est le probleme?
0 0 0 0

Exercice 5
Soit f € L'(R?) et soit T > 0. Montrer que

/OT/:Of(S,t)dsdt = /OT thf(s,t)dtds,

Calculer, pour f € L'(R)

T rt
/ / f(s)dsdt.
o Jo
Exercice 6

Soit f : R? — R la fonction définie par
flz,y) =e ¥sinx .

(1) Montrer que pour tout A > 0, f est intégrable au sens de Labesgue sur [0, A] x

[0, +ool.
Asing T
(2) En déduire que lim de = —.
A—doo Jg @ 2
(Indication : on pourra écrire e”*¥sinx =
convergence dominée).

Im(e~*W=9) et utiliser le théoreme de



