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Exercises

Exercice 1
Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré et soit f une fonction mesurable positive telle que

0 <
∫

Ω f(x) dµ(x) < +∞. On fixe un réel strictement positif α .

Déterminer suivant les valeurs de α

lim
n→+∞

∫
Ω
n ln

(
1 +

(
f(x)

n

)α)
dµ(x) .

Indications : On pourra utiliser le fait que si t ≥ 0 et α ≥ 1, 1 + tα ≤ eαt.

Exercice 2
Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré et soit (fn) une suite de fonctions intégrables positives.
Montrer que: ∫

Ω
(

∞∑
n=0

fn)dµ =

∞∑
n=0

(

∫
Ω
fndµ)

On considère l’espace mesuré (N,P(N), µd), où µd est la mesure de dénombrement ou de mesure

comptage. Soit f : N→ [0,+∞] une suite positive, expliciter

∫
N
fdµd.

En déduire que pour toutes suites doubles (um,n)(m,n)∈N×N des réels positifs on a:

∞∑
m=0

(
∞∑
n=0

um,n) =
∞∑
n=0

(
∞∑
m=0

um,n)

Exercice 3
Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré et (fn)n∈N une suite décroissante de fonctions mesurables

positives, telle que

∫
Ω
f0dµ < +∞ .

1. Démontrer que si la suite (fn)n∈N converge simplement vers une fonction f , alors f est

mesurable positive et

∫
Ω
fdµ = lim

n→+∞

∫
Ω
fndµ < +∞ .

2. Démontrer que l’hypothèse
∫

Ω f0dµ < +∞ est nécessaire.
3. Que devient cette assertion lorsque fn = 1IAn , où (An)n∈N est une suite d’éléments de Σ ?

Indications : 1. Considérer la suite (f0 − fn)n≥1 et utiliser le théorème de convergence mono-
tone.
2. Prendre, par exemple, (E,Σ, µ) = (R,B(R), λ) et fn = 1I[n,+∞[.
3. Démontrer qu’on a alors l’égalité suivante : µ(∩nAn) = lim

n→+∞
µ(An) (propriété de la conti-

nuité décroissante de la mesure).
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