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PREPARATION A L’AGREGATION DE MATHEMATIQUES
ANNEE 2011-2012

Suites de fonctions

1. A SAVOIR

Convergences simple, uniforme

Critere de Cauchy, critére de Cauchy uniforme

Convergence en probabilité, presque sure, en loi, dans LP

Convergence uniforme des fonctions en escalier vers les fonctions Riemann-intégrables
- Continuité de la limite, dérivabilité, double limite, intégration
- Théorémes de convergence monotone et dominée

Théoréme de Weierstrass (cf U.E. 5)

2. POUR APPROFONDIR
Théoreéme de Dini (cf U.E. 3)
3. EN LIEN AVEC..
la. feuille sur I'interversion limite-intégrales

4. EXERCICES

Exercice 1 : Convergences simple et uniforme, exemples [P, M]
Etudier la convergence simple, puis la convergence uniforme des suites (f,)nen définies par

1.1. fo(x) = n“ze™™® sur R.
n

) T

1.2. folz) = i sur [0,1].
o nre "

1.3. fn(C(') = '1—:——6‘_—_; sur R.

Exercice 2 : Convergences simple et uniforme, contre - exemples [H, P]

2.1. Trouver une fonction g continue et une suite de fonctions (fr)nen qui converge uniformément
telles que (gofn)nen ne converge pas uniformément.

2.2. Trouver une suite de fonctions dérivables (f,,)nen qui converge uniformément vers f telle que f
ne soit pas dérivable.

2.3. Trouver une suite de fonctions (fy)nen qui converge uniformément vers 0 sur [0, +oc[ et telle
+ 7

que , fa(t)dt e 1.

Exercice 3 : Limite et continuité [P]

3.1. Soit X un espace topologique et E un espace métrique et (f,)nen une suite de fonctions de X
dans E convergeant uniformément vers la fonction f. Si chacune des fonctions f, est continue au point
« de X, montrer que la fonction f est continue au point a.

3.2. Soit X un espace topologique, A une partie de X, a € A et E un espace métrique complet. Soit
(fi)nen une suite de fonctions de A dans E convergeant uniformément vers la fonction f sur A. Si
chacunc des fonctions f,, posséde une limite b, au point a, montrer que la suite (by)nen converge vers
b et que la fonction f posséde comme limite b au point a.

Exercice 4 : Fonctions lipschitziennes / convexes et convergence uniforme [P, G]

4.1.a. Soit (f,)nen une suite de fonctions lipschitziennes de [a,b] < R dans un R-evn E, convergeant
simplement vers une fonction f telle que la suite des rapports de Lipschitz est uniformément bornée.
Montrer que la convergence est uniforme.

b. Que se passe-t-il si les rapports de Lipschitz ne sont pas bornés?

4.2.a. Soit (f,)nen une suite de fonctions convexes sur le segment [a, b] qui converge simplement vers

f. Montrer que la convergence est uniforme sur tout compact de Ja, b[.
b. Y a-t-il convergence uniforme sur [a, b] 7

Exercice 5 : Polyndmes et convergence uniforme [P, G] Soit (P, )nen une suite de polynomes
convergeant uniformément sur R vers une fonction f. Montrer que f est un polyndme.
1



Exercice 6 : Vers I’exponentielle [G]
n
Montrer que la suite de fonctions (fn)nen définie sur C par falz) = (1 + E) converge uniformément
n

sur tout compact de C vers f : z — €.

Exercice - Examen 7 : Théoréme de Chudnovsky [FGN2; p. 129]

Soit, I un segment inclus dans ]0,1[ et ¢ Papplication définie par p(x) = 2z(1 — ). On définit la
suite de fonctions (@ )nen Par Yn = Yo <+ - 0.

7.1. Etudier la convergence sur I de la suite de fonctions (¢n)nen-

7.2. Soit f : I — R une fonction continue. Montrer qu’il existe une suite de fonctions polynomes a
coefficients dans Z convergeant uniformément vers f sur I.

Exercice - Examen 8 : Critére de convergence uniforme [FGN2; p. 167]

Soit fn : [0,1] — R une suite de fonctions telle que pour toute suite (Tn)nen de [0, 1] convergente,
la. suite (fn(Zn))nen converge.

8.1. Prouver la convergence simple de la suite (fn)nen.

8.1. Prouver la continuité de f.

8.2. En déduire que la convergence de la suite (fa)nen est uniforme.

Exercice - Examen 9 : Théoréme de sélection de de Helly [FGN2; p. 165]

9.1. On suppose E c R dénombrable. Soit f, : £ — R telle que | fo(x)| <1 pour tout x € E. Montrer
qu’il existe une sous-suite de (fy)nen qui converge simplement vers une fonction f.

9.2. Montrer que 'ensemble des points de discontinuité d’une fonction croissante de R dans R est
au plus dénombrable.

9.3. Soit fn : R — [~1,1] des fonctions croissantes. Montrer qu’il existe une sous-suite de (fn)nen
qui converge simplement vers une fonction f: R — [-1,1].

5. INDICATIONS

Exercice 3 :

3.1. Découpage avec des €.

3.2. Utiliser le critere de Cauchy uniforme et la question précédente.

Exercice 4 :

4.1.a. Le caractére lipschitzien permet de se ramener & un nombre fini de points.

4.2.a. La convexité de f, et la convergence simple permettent de montrer que les f, sont K-
lipschitziennes (penser aux taux d’accroissement).

Exercice 5 :

Penser au critére de Cauchy uniforme : le polyndéme P, — Py, borné sur R, est une constante.

Exercice 6 :

Majorer et utiliser que Ci,‘—lg < —1—

n k!

Exercice 7 : o

7.2. Montrer que R < Z[X] & P’aide de la premiere question et de la densité des dyadiques dans R.

Exercice 8 :

8.1. Pour une suite (2 )nen qui converge vers x, considérer la suite définie par yon, = Ton €t Yopy1 = &

8.2. Par labsurde, construire une suite (Zn)nen qui converge vers a et une sous-suite extraite
(xgp(n))’neN telle que |ftp(n)(x¢(7b)) - f(a)| = €/2.

8.3. Par I'absurde, construire une suite (z,)nen de [0,1] telle que |fo(m)(zn) — f(2a)] 2 €/2 et en
extraire une sous-suite convergente.

Exercice 9 :

9.1. Utiliser le procédé diagonal de Cantor.

9.2. Construire Papplication z — g, ol ¢, € Q est tel que lim f < gz < liIP f.

oo
9.3. Utiliser la question 9.1. avec E = Q, puis avec I'ensemble des pointszde discontinuité de f.
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