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Module UEL1/0O1 : Analyse Numérique des EDP’S (I).

EXAMEN FINAL
(Durée 3h)

I. Equations elliptiques.

On rappelle que, pour tout g € C([0,1]) et pour tout p > 0, le probleme :
{ w"(z) + pw(z) = g(z) dans |0, 1]
w(0) = w(l) =0,

1
admet une unique solution w € C?([0, 1]) qui satisfait ||w||ec < —||g|]oo-
w

On se propose de résoudre 1’équation :

u'(z) + a(z)u(z) = f(x) dans]0,1]
") ) = al1) =,

ou a et f sont des fonctions continues sur [0,1]. On suppose de plus qu’il existe une
constante 3 > 0 telle que a(x) > [ pour tout x € [0, 1].

z€[0,1]
C([0,1]) qui, & v € C([0, 1]), fait correspondre u = T'v I'unique solution de :
{ —u"(z) + pu(r) = f(x) = (a(z) — po(z) dans ]0, 1]
u(0) =u(1) =0,

Dire pourquoi T est bien définie et prouver que 1" est contractante.

1
1. On pose u := 5 <max a(z) + xrél[(i)rh a(x)) et on considere 'application 7" : C([0, 1]) —

2. En déduire que le probléme (P) admet une unique solution et que cette solution est de
classe C* si a et f sont de classe C2.

3. Montrer que, si u € C?([0, 1]) est une solution de (P) alors u est aussi 'unique solution
du probleme :
Trouver u € Hg(]0, 1]) tel que :
(P") .
J(u)= min J(v),
veH(10,1])

J(v) = ;/01 \v’(t)|2dt+;/01 a(t)[v(t)]2dt—/01 FOo(t)dt

4. Démontrer que si uy,us € C*(]0,1[) N C([0,1]) satisfont u1(0) < up(0), uy(1) < uy(1)
et :

ou :

—uf(x) + a(x)uy(z) < fi(z) dans |0, 1],

1



—uy(x) + a(x)uz(x) > fo(r) dans 0,1,
ou fi, fo € C([0,1]) alors :

1
max (u(z) —us(z)) < =
xE[O,l]( 1(7) 2(7)) < 0 z€[0,1]
ousite R, tt=max(t,0).
5. On suppose que a et f sont de classe C? et on consideére le schéma d’approximation
numérique :
U'+1—|—U'_1—2U' 1
- (ij)z ’ +5 ( (x]-‘!-l) +CL(.Z'] 1)) f] )
pour 1 < j < N, ou z; = jAz, Az =
fi = flx;).
Montrer que ce schéma est consistant et déterminer son ordre.
6. Prouver que ce schéma s’écrit sous la forme :

AU = F |

DO |

1 . .
~¥ii» Uj est une approximation de u(z;) et

ou U = (u;); et F' = (f;); et dire pourquoi A est inversible.
7. Montrer que si V € IRY satisfait :

(AV); <G; pour1 <j< N,
on G = (G;); € RN, alors :

1
max V; < — max GJr
1<j<N [ 1<i<N

ou G = max(G;,0) pour 1 < j < N.
8. En déduire que ||U]|o < %HFHOO et que 'on a une convergence en O((Ax)?) pour ce
schéma.

II. Equations d’évolution.
Pour I'équation de transport :

ou ou

— 4+c— =0 dans IR x (0,T
ot "o ans It x (0,1},
on considere le schéma d’approximation numérique :
n+1 n CAt n n CQ(At> n+1 n+1
utt = —m(uj+l—uj_1)+2(Ax) (ul + it =200t

1. Montrer que ce schéma est consistant et déterminer son ordre.
2. Etudier sa stabilité.



