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Introduction

Nous allons présenter dans cettte partie les idées de base de la méthode
des différences finies qui est sans doute la méthode la plus intuitive, la plus
simple et la plus utilisée pour résoudre numériquement des équations aux
dérivées partielles (EDP ou edp dans le jargon des spécialistes). En fait,
résoudre numériquement une EDP signifie calculer de bonnes approxima-
tions de la solution (encore faut-il que le probléme ait une solution unique)
en un nombre (généralement grand) de points bien répartis sur 1’ensemble
ou elle est définie.

Pour simplifier la présentation, nous ne considererons presque exclusi-
vement que des équations en dimension 1 d’espace, une variable temporelle
pouvant éventuellement s’y rajouter. Des exercices seront néanmoins pro-
posés en dimensions supérieures. Nous nous intéresserons & la résolution
des trois types classiques d’EDP : elliptique, parabolique et hyperbolique.
Chacune de ces classes d’équations possedent des propriétés particulieres que
nous rappellerons brievement. Commencons par indiquer quelques problemes
modeles pour ces trois classes : Ne faudrait-il pas mettre néanmoins quelques
pistes pour la dimension supérieure ? On pourrait rajouter une phrase du
style :

Equations elliptiques :
Le probleme modele est ici ’équation de Poisson :

(1) —u"(z) = f(x) Vx e (0,1)

ou f est une fonction continue sur Uintervalle [0, 1] & valeurs dans R et on
cherche une fonction u aussi réguliere que possible qui satisfait (1).

Pour résoudre (1), il faut lui associer des conditions aux limites. Nous
étudierons en détails le cas ou (1) est associé a des conditions de Dirichlet
homogeénes :

(2) u(0) = u(1) = 0.

Plus généralement on peut prescrire les valeurs de u(0) et u(1), ce sont les
conditions de Dirichlet non-homogenes :

(3) w0)=a  wu(l)=0,

ou « et 3 sont deux nombres réels donnés.
Il existe aussi des conditions de Neumann ou ce sont les dérivées qui sont
prescrites sur le bord de 'intervalle :

(4) W0)=a d(1)=4,
ou encore des conditions miztes, par exemple :

(5) u(0)=a u(l)=4,



Dans le premier chapitre, nous étudierons les propriétés du probleme
de Dirichlet (1)-(2) : formule (quasi-)explicite pour la solution, principe du
maximum, caractérisation variationnelle,. . .etc. Puis nous montrerons com-
ment résoudre numériquement (1)-(2) par la méthode des différences finies.
Nous introduirons a cette occasion les notions de grille (ou maillage), de pas
de discrétisation, de discrétisation de I’équation, de schémas numériques,
de consistance et de monotonie. Nous discuterons également des propriétés
de convergence de certains schémas. L’ouvrage essayant d’étre aussi ”self-
contained” que possible, nous indiquerons un certain nombre de méthodes
de résolutions des systemes linéaires auxquels conduisent inévitablement les
différents schémas. Bien entendu, des références seront proposées pour que le
lecteur puisse en découvrir d’autres. Les exercices proposés seront 1’occasion
de généraliser ou d’approfondir quelques notions (en particulier en analyse
fonctionnelle) ou de découvrir les propriétés de 1’équation (1) associée a
d’autres conditions aux limites.

Equations hyperboliques : L’exemple modele est ici celui de ’équation
de transport :

(6) g;t—l—cgz =0 dans Rx]0, T

ou la vitesse de transport ¢ € R et le temps T" > 0 sont donnés. On cherche

une solution u qui est une fonction de = € R et t € 0,7, & valeurs dans R.
Il s’agit d’une équation d’évolution et, pour pouvoir la résoudre, il faut lui

associer une donnée initiale qui décrit la fonction a I'instant initial supposé

ici étre t = 0. Cette donnée initiale s’écrit :

(7) u(z,0) = ug(z) dans R,

la fonction wg sera supposée au moins continue (pour des généralisations,
voir les exercices du chapitre).

Dans le deuxieme chapitre, nous étudierons les propriétés de 1’équation
(6) : méthode des caractéristiques, vitesse finie de propagation,...etc. Puis
nous montrerons comment résoudre (6)-(7)par la méthode des différences
finies. Nous introduirons les notions de schémas stable, monotone, implicite,
explicite et celles de dissipation et de dispersion. Les propriétés de conver-
gence de certains schémas seront étudiées, d’autres vues en exercice. Les
exercices proposeront aussi I’étude de I’équation des ondes, de la résolution
d’autres équations par la méthode des caractéristiques , ...etc.

Equations paraboliques : L’exemple modele est ici celui de I’équation de
la chaleur :

ou  0%u

(8) a — % =0 dans R x (O,T)



a laquelle on associe la donnée initiale :
9) u(z,0) = up(z) dans R,

ou ug est ici aussi une fonction continue donnée, satisfaisant certaines condi-
tions de croissance a 'infini. Dans le troisieme chapitre seront étudiées la
encore d’une part les propriétés de I’équation puis celles de quelques schémas
numériques envisagés pour résoudre numériquement (8)-(9). Compte tenu
des analogies avec les équations hyperboliques, nous insisterons plus parti-
culierement sur les différences -vitesse infinie de propagation en particulier-.

L’intérét de ces trois équations est de posséder des solutions explicites
(et simples) au moins si les données ont une assez grande régularité. Cela
permet de tester la validité des méthodes numériques proposées, en particu-
lier leurs précisions. Testées sur es exemples simples, les méthodes peuvent
étre ensuite adaptées pour traiter des cas plus complexes. [Le choix de se
limiter a la dimension un pour ’espace pour cette partie est motivé par le
désir de ne pas obliger le lecteur a ce plonger dans un premier temps dans
la théorie des distributions et 1’analyse fonctionnelle “pure et dure”]
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Chapitre 1

Equations Elliptiques

1.1 Le probleme de Dirichlet : étude théorique

On s’intéresse ici a 1’équation (1) avec la condition de Dirichlet homogene
(2) et, comme nous 'avons annoncé dans I'introduction, nous allons calculer
une solution explicite de ce probleme (en fait, LA solution de ce probéme).

Si u est une solution de (1)-(2), on commence par intégrer (1) de 0 a
y€(0,1):

W) =) = [ rte) .
puis on ré-intégre de 0 & z € (0,1) :
(1.1) W' (0)z — u(z) = /Ox /Oy f(t) dt dy,

oll, au passage, on a utilisé le fait que u(0) = 0. Reste & calculer u/(0), ce
qui est immédiat en faisant z = 1 dans (1.1) et en tenant compte du fait

que u(1) =0:
1 ry
o (0) :/ / F(#) dt dy .
0o Jo
On obtient finalement :

(1.2) u(:z):(/ol /Oyf(t) dt dy)x—/ox/oyf(t) dt dy .

En intégrant par parties les deux termes du membre de droite de (1.2), on
peut réécrire cette formule sous la forme :

(1.3) u(x) = /O (1 - y)af(y) dy - /0 “(@— ) f(y) dy.

On retrouve ainsi la forme générale des solutions d’équations du se-
cond ordre, dites de Sturm-Liouville, qui conduirait & écrire de maniere

11



12 CHAPITRE 1. EQUATIONS ELLIPTIQUES

plus générale :
1
uw) = [ K)o dy

ou K est un “noyau” positif et symétrique(voir ([6]). Dans notre cas, il est
défini par :
_J (I-2)y siy<az
K(@y) = { (1—y)r sinon
1.1.1 Quelques propriétés des solutions du probleme de Di-
richlet

Commengons par énoncer les propriétés élémentaires qui découlent des
formules (1.2) ou (1.3).

Proposition 1.1.

1. Pour toute fonction f € C([0,1]), il existe une unique solution u €
C2%([0,1]) du probléme de Dirichlet homogéne (1)-(2).

2. Si f € Ck([0,1]) pour k > 1, la solution u de (1)-(2) est de classe Ck+2
sur [0,1] et :

D |oo < IFE Do pour2<1<k+2.

3. 81 g € C([0,1]) et si v est l'unique solution de (1)-(2) associée au second
membre g, on a :
- Si f <g surl0,1] alors u < v sur[0,1],
1
= vlloe < SIS = glloc
3
=l = vl < SIIf = 9lloc-

Preuve :

1. L’existence, I'unicité et la régularité de u découlent de I’expression trouvée
précédemment.

2. C’est encore une conséquence de (1.2), I'inégalité s’obtenant soit par (1.2),
soit par ’équation (dérivévée un certain nombre de fois) pour les dérivées
d’ordre supérieures a 2.

3. La linéarité de ’équation entraine que la fonction w = u—wv est la solution
de I’équation associée a la fonction h = f — g. On utilise alors ’égalité (1.3)
pour w,

1

w(z) = /0 (1= (e = lat) dy+ [ (- y)ahy) dy

ou encore

x 1
w(z) = /0 (1 — 2)ylh(y) dy + / (1 - y)zh(y) dy



1.1. LE PROBLEME DE DIRICHLET : ETUDE THEORIQUE 13

Comme (1 —z)y >0et (1 —y)z > 0siz,y € [0,1] (le noyau K est positif),
on déduit que la fonction w a le méme signe sur [0, 1] que h. De plus, en
utilisant encore la positivité de K :

T 1
max w(x) < max 1—x d+/ 1 —y)x dy)l||lh
mae w(e) < ma ([ (0=l dy+ [ (1= dy) ]
Pour obtenir le résultat pour w’, on dérive I’équivalent de 1’ égalité (1.2)
obtenue pour w et on obtient :

w’(z)zfol/oyh(t) dt dy—/omh(t) dt

1 Y T 3
w@l< [ [ bl dtdys [l ar < Sl

La premiere propriétés du point 3) est un cas particulier d’un résultat
plus général : le principe du mazimum que ’on énonce maintenant.

Théoréme 1.1. Soient u et v deuz fonctions de C?(]0,1[) N C([0,1]) satis-
faisant :

1. —u” < f sur (0,1) (on dit que u est sous-solution de (1))

2. —v” > g sur (0,1) (on dit que v est sur-solution de (1))

3. u(0) <v(0) et u(l) <wv(l).
Alors, si les seconds membres f et g satisfont f < g sur [0,1], on a u < v
sur [0, 1].

Preuve : On pourrait (M faire une preuve basée sur I'expression explicite de
la solution comme précédemment mais on va faire une preuve plus générale
qui fonctionnerait méme dans le cas ou cette straatégie est inenvisageable
(équation avec des coefficients non constants, par exemple).

Pour montrer que u < v sur [0, 1], on considere M = max,¢(o1)(u — v)
et on va prouver que M < 0.

On commence par supposer que l'on a f < g sur [0, 1], donc une hy-
pothese un peu plus forte que celle du Théoreme 1.1. Comme w,v sont
continues sur le compact [0, 1], il existe un réel xy € [0,1] tel que M =
u(zo) — v(xg). Deux cas se présentent :

— ou bien zg € {0,1} et dans ce cas le résultat est acquis par la 3éme pro-
priété car on sait que u(0) < v(0) et u(1) < wv(1),

—ou bien 0 < zy < 1. Comme x( est un point de maximum local de w = u—v,
on a, par des résultats d’Analyse classique :

w'(z0) =0 et w”(z0) <O0.

(1). C’est bien vrai?
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Or, en combinant les propriétés 1 et 2 satisfaites par u et v, on a aussi :

—w”(zo) < f(wo) — g(z0) <O

Les deux inégalités précédentes sur w”(zg) sont incompatibles et donc ce
cas-la ne peut pas se produire ; le maximum ne peut étre atteint que sur le
"bord” de [0, 1] et on a bien M < 0.

Si on a seulement f < g sur [0, 1], il faut se ramener au cas d’une inégalité
stricte et on va méme le faire en remplacant f par f — « pour a > 0; on
aura bien f(z) — a < g(z), pour tout = € [0,1]. Un calcul élémentaire (ou
la formule (1.2)) montre que la fonction ¢, (x) = $2(1 — ) est solution du
probleme avec condition de Dirichlet homogene (1)-(2) avec second membre
la fonction constante égale «. Considérons la fonction %, = u — ¢4 : elle
satisfait une équation de (1) avec second membre égal & f — «v et par ailleurs
Uq(0) = u(0) et tq(1) = u(l). Les arguments précédents montrent donc que

Uo(z) <wv(z) sur0,1]

ce qui donne pour tout a > 0

u(z) — %x(l —z) <wv(z) surl0,1]

et on conclut en faisant tendre « vers zéro.

Remarque : Le lecteur pourra constater dans la liste d’exercice que les ar-
guments de la preuve du Théoreme 1.1 peuvent étre généralisés pour traiter
des cas beaucoup plus complexes, y compris en dimension supérieure; en
analysant cette preuve, on voit, en effet, qu’elle ne repose que sur la compa-
cité de [0, 1] (pour que le maximum soit atteint) et les propriétés des dérivées
premieres et secondes en un point de maximum local. Il s’agit donc de deux
résultats basiques qui s’étendent sans difficulté en toutes dimensions. Il est
a noter enfin que, par des arguments de perturbation du type de celui que
nous avons utilisé dans la preuve (cf. u — ), on peut parfois se passer de
la compacité du domaine...

Exercice 1. Soit a est une fonction de classe C* sur [0,1] telle que a(x) >
a >0 sur[0,1] et f une fonction continue sur [0, 1].
1. Résoudre explicitement le probleme de Dirichlet :

{—(a(m)u’)’ =f dans]0,1]
u(0) = u(1) = 0.

2. En déduire les propriétés de la solution en fonction de celles de a et f.
3. Montrer que cette équation satisfait le principe du mazimum.

(St v est une sous-solution et w une sursolution (notions a définir), on
pourra considerer I[%Bﬁ{ (v(z) —w(z) + nexp(Kx)) pour 0 < n <K 1 et pour

)

une constante K > 0 bien choisie.)
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Exercice 2.
1. Résoudre explicitement le probleme de Dirichlet :

{—u”—}—u =f dans]0,1]
u(0) =u(1) =0.

(On pourra utiliser I’équation différentielle ordinaire satisfaite par le couple

(u(t), ' (t)).)

2. Formuler et prouver le principe du maximum pour cette équation.

Exercice 3. On considére ’équation :
"
—u' +u=f dans R,

ou f est une fonction périodique, au moins continue. Résoudre cette équation
en utilisant des développements en séries de Fourier dont on étudiera soi-
gneusement la convergence. (Le lecteur pusillanime pourra commencer par
le cas ot f est de classe C' ou méme C™® puis refouiller ses anciens cours
a la recherche des meilleures hypotheses sur f...)

1.1.2 L’approche variationnelle du probléme de Dirichlet

On va montrer maintenant que la solution u de (1)-(2) possede une
caractérisation variationnelle c’est-a-dire que u est 1'unique solution d’un
probleme d’optimisation.

On introduit d’abord ’espace fonctionnel :

C5([0,1]) = {v € €*(J0,1]) N C°([0,1]); v(0) = 0,v(1) = 0} .

Il est & noter que cet espace est défini a la fois par une contrainte de régularité
(C! dans ]0, 1[ et continu sur [0, 1]) et par la valeur imposée des fonctions en
0 et 1. De plus, u € C}([0,1]). Pour toute fonction v € C§([0,1]), on pose :

1 /1 1
J(v) = / [/ (£)]? dt/ f(t)v(t) dt
2 Jo 0
La premiere caractérisation variationnelle de u est donnée par la :
Proposition 1.2. La solution u de (1)-(2) satisfait :

Juw)= min J(w
(u) weC([0,1]) (w)

Ce type de résultat sera important a la fois du point de vue théorique que
numérique car il signifie que pour calculer u, on peut envisager de résoudre
un probleme d’optimisation.
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Preuve : Si w € C}([0,1]), il existe une fonction h de C([0,1]) telle que
w=u+h. On a alors :

1 1 1
J(w) = J(u) + /O (R (8) dt — /O FBo(®) dt+% /0 ((1)” dt.

Grace a la régularité des fonctions et la nullité au bord de h, on peut intégrer
par parties pour obtenir :

1 1
J(w) = J(w) + /0 (—u"(t) — F)R(e) dt + /0 (h(®)? dt.

Comme u est solution de (1) et que fol(h’(t))2 dt > 0, on obtient bien que
J(w) > J(u). O

Remarque : On montre facilement qu’une réciproque partielle est vraie, a
savoir que si une fonction u € C2([0,1]) N CL([0, 1]) satisfait :

J(u) < J(w) pour tout w € CJ([0,1])

alors elle est solution (2) du probleme (1).
En effet, le calcul précédent montre qu’alors :

/1 (—u"(t) = f(t))h(t) dt+ 1 /1 (h’(t))2 dt >0 pour tout h € C3([0,1]).
0 2 0

En remplagant h par ah ou o > 0, on obtient :

a/l (—u"(t)—f(t))h(t) dt+loz2 /1 (h’(t))2 dt >0 pour tout h € C3([0,1]) ,
0 2 Jo

et en divisant par « puis en faisant tendre « vers zéro, on a :
1
/ (—u"(t) = f(t))h(t) dt > 0 pour tout h € Cy([0, 1]).
0
Enfin, on change h en —h ce qui conduit & :
1
/ (—u"(t) = f(t))h(t) dt =0 pour tout h € Cy([0,1]) .
0
Cette propriété s’interprete de la manieére suivante : la fonction —u” (t) — f(t)
en tant que fonction de L?([0,1]) est orthogonale & Cj([0,1]) qui est dense

dans L?([0,1]) () donc —u”(t) — f(t) = 0 presque partout et en fait partout
puisque la fonction —u” — f est continue.

(2). ce n’est pas une réciproque compléte car on doit supposer un peu plus de régularité
sur u, plus précisément u de classe C2.

(3). Se souvenir que l'espace des fonctions C*°, & supports compacts est dense dans
L*([0, 1)) !
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Remarque : On peut préférer démontrer le résultat a la main, au lieu d’in-
voquer la densité (cela revient a redémontrer cette densité) : on procede
par troncature et régularisation pour construire une suite (h.). de fonc-
tions continues qui converge dans LQ([O, 1]) vers la fonction —u” — f. Plus
précisément, pour 0 < & < 1, on pose d’abord he = (—u" — )1z 1—¢ (phase
de troncature) et on montre facilement que h. — —u” — f dans L*([0,1]).
Puis on régularise h. par convolution, ce qui revient & poser h. = h. x De
ou (p:)e est votre suite d’approximation de 1'unité favorite, en ayant soin de
prendre p. a support compact dans | — €, €[ et, pour faire bonne mesure, les
pe de classe C*°.

En fait, C$([0,1]), bien que commode pour les intégrations par parties,
n’est pas le bon espace fonctionnel pour attaquer le probleme d’optimisa-
tion. Cela provient du fait que rien n’assure qu'une suite minimisante va
converger vers un élément de C4([0,1]) . On va donc introduire le bon es-
pace fonctionnel : c’est 1'espace H'(]0,1[) ou plus exactement pour notre
probleme H}(]0, 1[).

L’espace H'(]0,1[) est constitué des fonctions v de L?(]0,1[) pour les-
quelles il existe un nombre réel y et une fonction w de L2(]0, 1[) tels que :

v(z) = p+ /Ox w(t) dt p.p. dans ]0,1]

Proposition 1.3. Siv € H*(]0,1]) alors le couple (1, w) est unique.
Preuve : Etant donné v € H'(]0, 1[), supposons l’existence de deux couples
(u, w) et (i1, ) tels que :
x x
v(z) = ,u+/ w(t) dt = ,EL+/ w(t) dt p.p. dans |0, 1].
0 0

En faisant tendre z vers zéro @, on voit immédiatement que p = fi. Il reste
a montrer que la fonction h(t) = w(t) — w(t) est nulle presque partout dans
I'intervalle [0, 1]. On sait, du fait que p = fi, que fom h(t) dt = 0 pour presque
tout z. Donc, si ¢ désigne une fonction continue sur [0, 1], on a :

/Olgo(x)/oxh(t) dt dz =0

Mais le théoreme de Fubini (dont le lecteur ou la lectrice vérifiera aisément
qu’il s’applique) donne :

(1.4) /01 h(t) /tl o(x) do dt = 0.

(4). Attention tout de méme car I’égalité n’est vraie que presque partout...
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En invoquant & nouveau la densité de C}([0,1]) dans L?(]0,1[), on peut
construire une suite de fonctions 9. de C}([0,1]) qui convergent vers h dans
L%(]0,1]). On utilise alors (1.4) avec le choix ¢ = —. pour tout ¢ et on
obtient que fol Ve (t)h(t) dt = 0 ce qui conduit a la limite & fol [h()]? dt = 0.
On a donc bien h = 0. i

Si v est une fonction de classe C1([0,1]) N C([0, 1]), elle est dans I'espace
H(]0,1]) avec u = v(0) et w(t) = v/(¢). Pour une fonction v de H*(]0,1])
quelconque, la fonction w s’interpréte donc comme une dérivée généralisée
que 'on notera v’ sans ambiguité maintenant que ’on sait que cette dérivée
est unique.

Un lecteur plus averti saura immédiatement que le théoreme de Lebesgue
(voir le chapitre (?) de [3]) montre que si w € L'(]0, 1[) alors la fonction qui
a x associe fox w(t) dt est dérivable presque partout et de dérivée presque
partout égale & w ce qui donne une deuxieme justication de la désignation
de dérivée généralisée puisque en dimension 1, on sait, grace a l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, que l'espace L2(]0,1[) est contenu dans L!(]0, 1[).

On peut munir H'(]0, 1[) de la norme ||v||; définie par :

v]]f = HUH%Q(]OJ[) + ||U,Hi2(]o,1[)

Proposition 1.4. Muni de la norme ||.||1, lespace H*(]0,1[) est un espace
de Hilbert dans lequel l’espace C*(]0,1]) est dense.

Admettons pour l'instant ce résultat dont la preuve utilisera les tech-
niques ou les résultats ci-dessous et qui concernent la régularité classique
des fonctions de H'(]0, 1[).

Proposition 1.5. L’injection de l’espace H'(]0, 1[), muni de la norme ||.||1

dans lespace des fonctions holdériennes CO’%(]O, 1]) est continue.

“Rappel :” Si 0 < a < 1, Iespace C%*([0,1]) est I'espace constitué des
fonctions continues v : [0,1] — R qui satisfont la propriété suivante : il
existe une constante C' € R telle que, pour tous z,y € [0,1] :

(1.5) lv(z) —v(y)| < Clz —y|*.

En d’autres termes, les fonction de C%%([0, 1]) sont celles qui ont un module
de continuité w,(t) de la forme Ct°.
On munit C%%([0,1]) de la norme || - ||o,o définie pour v € C%*([0,1])
par :
ollo.a = lIolloe + [tloa

ol la semi-norme |v|g o est donnée par :

v(z) —v(y
o O =20
x#y [z —yl

|v
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Une autre facon de voir cette semi-norme, c’est comme la plus petite des
constantes C' telle que la propriété (1.5) soit satisfaite.
Muni de cette norme, C%<(]0,1]) est un espace de Banach.

Les exos : prouver que la norme est une norme + Banach + autour d’Ascoli
(si les ||vn|]o,o sont bornés on peut extraire une sous-suite convergente)

Preuve : On veut estimer v(z) — v(y). Par un simple calcul :

Y 1
o(z) — v(y) = / J(t) dt = /O Ljyepog ' (8) dt

On applique alors Iinégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(]0,1[) qui donne :

1 1
o) = o) < ([ [ Wheieup 01 z2goay

ou encore

1
(1.6) v(z) — o) <| = = y|2[[v"l| 20,1 -

Ceci montre qu'une fonction de H'(]0,1[) peut étre vue comme une

fonction de CO’%(]O, 1]) et donc que 'injection est bien définie.
Montrons maintenant la continuité de l'injection (qui est évidemment

une application linéaire) : la norme qui fait de CO’%(]O, 1) un espace de
Banach (voir le rappel ci-dessus et ([6])) est :

[10llo,2 = [[vlloo + [vlo 1
ou :

o i@ 0]
2 zeol] |z —yl2

Nous devons montrer qu’il existe une constante K € R telle que :
[lvllo.r < Kllv[lz1goap »

pour tout v € H(]0, 1]).
Nous remarquons d’abord que I'inégalité (1.6) peut étre interprétée comme :

0lo,2 < M1V'lle2qo1p < Hvllagop »

et donc il ne nous reste plus qu’a estimer [|v||o en fonction de [[v|[g1(0,1p)-
Comme v € H'(]0,1]), v s’écrit :

v(z) =p+ /Ow v'(t) dt  p.p. dans |0, 1]
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et en combinant 'inégalité triangulaire avec les arguments développés plus
haut, on voit que :

()] <[ ul + /0 V'(t) dt] < [pl + 22 || 2o

d’ou :
vlloo < lutl + 11V 220,1p) < lual + vl goap »

Il nous reste a estimer |u| pour conclure. On écrit :

u—v(x)—/oxv'(t) dt,

et on considere cette égalité comme une égalité de fonctions de L?(]0, 1[), u
étant vu comme une fonction constante. Par I'inégalité triangulaire pour la
norme L2 :

| = 1l 2 go,ip < Nvllz2qoap + H/O ' (t) dt|| L2 (j0,17) -
Or, on a vu que | [ /'(t) dt| < 1’1/2HU,HL2(]0,1[) et donc :

V'l z2q0,17)

1.7 / V' (t) dt|| 2 <
(1.7) I ; (t) dt|[r2qo,1p NG
Finalement :

19"l 20,17 1
(1.8) |ul = llellz2qoap < vllz2qop + RS (1+ \/§>||U||H1(]071[)

et :
1
< — .
[[v]loo < (2+ ﬂ)HUHHl(]O,l[)

En rassemblant toutes les informations obtenues sur ||v||o et |v], 1, on
’2

conclut :

1
(1.9) oo,y < (3+ 5 llellangop.

O
Revenons maintenant a la preuve de la Proposition 1.4 :
Preuve : Tout d’abord, la norme définie sur H'(]0, 1[) dérive clairement
d’un produit scalaire lui-méme construit sur le produit scalaire défini sur
L?(]0,1[) que nous noterons (-,-)12(jo,1]) :

v[1F = (v,0) 0,1 = (0,9)r2g0ap + (V' V) £20.1p-

Ensuite, il nous faut montrer que H'(]0,1[) est complet pour cette norme
(ce qui légitimera l’envie de prouver les injections). Considérons donc une
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suite de Cauchy (v,)nen d’ élements de H'(]0, 1[). A chaque fonction v, est
associée le réel p, et la fonction w, = v),. En regardant la preuve ci-dessus
et 'inégalité (1.8), on voit que d’une part la suite (uy)nen est de Cauchy
dans R donc converge vers un réel u. Par ailleurs, 'espace H(]0, 1]) s’injecte
naturellement dans I'espace L?(]0, 1[) de fagon continue puisque :

vl z2q0,1p < lvllx

et on a aussi :
'l L2qoap < Mlvlh

On a donc aussi que les suites (v, )nen d'une part et (v],)nen sont de Cauchy
dans L?(]0,1[) donc elles convergent vers respectivement une fonction v €
L?(]0,1[) et w € L?(]0, 1[).

En utilisant (1.7), on voit que ;" v/, () dt converge vers [} w(t) dt dans
L?(]0,1[) et, quitte & extraire une sous-suite qui converge presque partout

[& la fois pour vy et [ vy, (t) dt], on peut passer & la limite dans 1'égalité :

n () —un+/ vp(t) At p.p.
0

et obtenir : .
v(z) = p +/ w(t) dt  p.p.
0

ce qui montre bien que v € H'(]0,1[) et donc que H'(]0, 1[) est complet.
Reste & prouver la densité de C1([0,1]) dans H*(]0,1]), ce que nous ne
ferons pas en détails ici (®). O

Définition 1.1. On désigne par HE(]0, 1[) le sous-espace fermé de H(]0, 1])
des fonctions qui s’annulent en x =0 et en x = 1.

Remarque : Il est d’abord important de remarquer que Hi(]0, 1[) est bien
défini car les fonctions de H'(]0, 1[) peuvent étre vue comme des fonctions
continues & cause de l'injection de H'(]0, 1[) dans CO’%(]O, 1[), ce qui donne
un sens & leurs valeurs en 0 et 1 (alors que la définition initiale de H(]0, 1)
ne définissait les fonctions que presque partout...). Le fait que H2(]0, 1[) soit
fermé est un corollaire de la continuité de cette méme injection.

Nous admettrons dans la suite le résultat suivant :

Théoréme 1.2. Lespace CL([0,1]) est dense dans HL(]0,1[) au sens de la
norme H'(]0,1]).

La preuve de ce résultat n’est pas si délicate : comme pour la densité de
C1([0,1]) dans H'(]0,1[) (preuve que nous n’avons pas faite non plus!), on

(5). car c’est un excellent exercice pour le lecteur! Indication : utiliser la méthode de
troncature et régularisation sur v’ et ajoutez une pincée de (1.7).
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doit tronquer et régulariser v’ mais, ici, on a une contrainte supplémentaire
du type fol V'(t) dt = 0 qu’il faut préserver et méme étendre pour les
régularisées a un intervalle du type [e,1 — ¢] pour 0 < ¢ < 1. Sans étre
inatteignable, cette preuve nécessite un petit bagage technique...

Le résultat principal de cette section est le :

Théoréme 1.3. Si u est la solution du probléme (1) avec la condition de
Dirichlet homogéne (2), on a :

J(u) = min  J(w).
(®) weH};(]0,1) (w)

De plus, toute suite minimisante d’éléments de HZ(]0,1[) converge vers u
qui est Uunique solution du probléme de minimisation de la fonctionnelle J
dans H}(]0, 1]).

Preuve : La premiere propriété provient simplement de la densité de 1’es-
pace C3([0,1]) dans H}(]0,1]) et de la continuité de J.
La deuxieme partie nécessite le résultat suivant :

Lemme 1.1. (Inégalité de Poincaré) Pour tout élément w € HL(]0,1[), on
a:

1
elllirgon < (1+ 5 ) lle/llz2goap
Une autre maniere d’interpréter (ou méme de formuler) ce résultat, c’est

de dire que, sur H{(]0,1[), Papplication w — |[w'||£2(0,1p) est une norme qui
est équivalente & la norme H'(]0, 1[), puisque on a clairement :

[w'[|L2q0,1p) < Nwllgrgoap < (1 + %)lellw(]o,u)-

On notera HwHH(}(]O,l[) = |[w'||g2qo,1p et ce sera désormais la norme que

nous utiliserons sur H}(]0, 1[). Une derni¢re conséquence du lemme (ou plus
exactement de sa preuve) est que 'on a aussi :

1
(1.10) lwl|z2qo,1p < \ﬁHwHHé(]O,l[)'

Preuve du Lemme : Si w € H}(]0, 1[), puisque w(0) = 0, on a (pour tout
x € [0,1] car w est continu) :

et donc, par Cauchy-Schwarz :

1
w(z)] < 22 |[w']L2qo, -
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On en déduit :
1
llwllz2qo,1p < EHU]HH&(]OJ[)'

Et le résultat du lemme est ainsi établi. O

Retour sur la preuve du Théoréme : commengons par montrer que J
est minorée sur H{ (]0,1]) :

1 1
Tw) = llollyg = [ FOwO at
D’on, par Cauchy-Schwarz :
J(w) > inHzé(]o,l[) - HfHL2(]O,1[)HwHLQ(]O,l[)
et en utilisant (1.10) :

1 HwHHl(o,l)
J(w) > *HwH%{(}(}o,l[) - HfHL2(]0,1D\/O§}[

Or ab < )‘7‘12 + $b2 pour tout A > 0 donc :

1
J(w) > 5(1 - )‘)HwH%{é(]O,l[) - a”fHLZ(]O,l[)-

N

En choisissant A = 1, on a la minoration souhaitée.

Soit maintenant (w; ). une suite minimisante pour J. En utilisant I'inégalité
précédente avec A = 1, on voit que (w,). est bornée dans H}(]0,1[) qui est
un espace de Hilbert. Donc il existe une sous-suite (w.).s qui converge fai-
blement dans H}(]0, 1[) vers ws. Comme J est convexe et continue, elle est
sci pour la topologie faible de H}(]0,1[) et donc :

J(Weo) <limJ(wer) =  min  J(v).
veH(10,1])

Il en résulte que wy, est une solution du probleme d’optimisation.

Lemme 1.2. La fonction J est strictement convexe. Plus précisément, pour
tout couple (wy,ws) € HE(]0,1]) x H}(]0,1[) et tout réel o € [0,1], on a :

a(l — )

J(aw; 4+ (1—a)ws) —ad (wr) — (1—a) J (ws) = —— 5 llw —wall31 5017



24 CHAPITRE 1. EQUATIONS ELLIPTIQUES

Le lemme résulte d’un simple calcul et du caractere quadratique de J.

Comme conséquence si wy et wy sont deux solutions distinctes du probleme

d’optimisation et si on pose m = min J(v) et en prenant o = % :
veH;(10,1])

wtue)y m_m
J( 2 2 2<0

ou encore n
w1 T W2
(5

5 )<m: min  J(v)

vEH(10,1))

D’ou la contradiction.

Donc le probleme d’optimisation a une solution unique, u, et comme toutes
les sous-suites convergentes de la suite minimisante converge vers u, un ar-
gument de compacité classique montre que toute le suite (w.). converge vers
U. O

Exercice 4. On considére le probleme de Dirichlet :

{a(m)u” +b(z)u' + c(z)u=f dans]0,1]

) u(0) =u(1) =0,

ot a,b,c, f € C([0,1]) et le probléme variationnel :

Trouver @ € HZ(]0,1[) tel que:
(?) J(@ = min J(),
veH;(]0,1])

avec !

I0) =5 [ O @F + 2800 ult) + 1O OF = [ peyuteyar.

ol «, B et v sont des fonctions continues (ou plus réguliéres si nécessaire)
avec at) > 6 > 0 pour tout t € [0, 1].

1. A quelle condition liant o, 3,7 et a,b,c, peut-on penser FORMFELLE-
MENT que les deux problémes sont équivalents, c’est-a-dire que les solutions
de (P) et de (P’) sont les mémes.

2. Trouver une condition “naturelle” sur a, 3,y pour que J soit coercive.
3. Prouver que, sous cette méme condition, J est aussi strictement convere
et C1.

4. En déduire que (P’) admet une unique solution i € H}(]0, 1[).

5. Trouver, de méme, une condition pour que l’équation satisfasse le principe
du mazimum (on pourra songer a un changement de variable du type v(x) =
u(z) exp(Kz) ou bien v(xz) = u(x) sin(kiz+k2) pour des constantes K, ki, ko
bien choisie).
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Exercice 5.
1. Prouver le Théoréeme 1.2.
2. Démontrer l’inégalité de Hardy : siu € HZ(]0,1[),

HU( )

x /
- Mezgoap < ellwllzzqoap
pour une certaine constante ¢ a déterminer.

Exercice 6. (Exercice récapitulatif pour ceux qui se sentent bien musclés!)
Soit h : R — R une fonction de classe C*° qui satisfait :

O0<a<h’(t)<pB pourtoutteR,
pour certaines constantes o et 3. On admettra qu’on a alors :
Cit? — Dy < h(t) < Cot? + Dy pour tout t € R,
pour certaines constantes strictement positives C1,Co, D1, Ds.

On considére le probléeme variationnel :
Trouwver u € H}(]0,1]) tel que:

(P) J(w)= min J(v),
vEH(]0,1])
avec :

1 1 1
J(v) = /O h(v’(t))dt+% /0 [o(#)]2dt — /O Fo()dt
avec f € C([0,1]).

1. Prouver que le probléme (P) admet au moins une solution u € Hg(]0,1])
qui satisfait :

Vv € Hj(]0,1]), /01 B (' () (t)dt + /01 u(t)v(t)dt = /01 ftv(t)dt .
2. Pour x € [0,1], on pose :
w(z) :h’(u’@;))—/j u(t)dt—i—/ox F(t)dt .
Rappeler pourquoi u est une fonction continue et montrer que :
(1.11) pour tout v € CJ([0, 1)), /01 w(t)'(t)dt =0 .

3. En déduire que la fonction w est constante sur [0,1]. (On pourra poser
1

w= [ w(t)dt et prouver que w — w satisfait également (1.11).

0
(NB : Courtesy of Du Bois-Raymond!)
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4. Démontrer, en utilisant la question 3, que u € C1([0,1]) puis que u €
C2([0,1]). (On pourra remarquer que h' est une fonction strictement crois-
sante sur R.)

5. Prouver que u est solution du probléme de Dirichlet :

(P {—h"(u’)u” +u=f dans0,1[
u(0) =u(1) = 0.

6. Démontrer que le probléme (P’) admet une unique solution dans C*([0,1])

et en déduire que le probléme (P) admet aussi une unique solution.

7. Prouver que :

HUHLOO]O,l[ < HfHLOO]O,l[ .
et que u € C*([0,1]) si f € C?([0,1]).

1.2 Résolution numérique du probleme par la méthode
des différences finies

1.2.1 Discrétisation de I’équation : le schéma numérique et
ses propriétés

Un mot d’abord sur la terminologie “différences finies” : I'idée de cette
méthode est de remplacer les dérivées usuelles par des “dérivées discretes”.
On obtient d’abord une approximation des dérivées premieres en les rem-
plagant par des quotients différentiels : typiquement, si h > 0 est petit,

1oy ule+h) —u(z)
(o) o M 0],

et le second membre est une différence “finie” car on n’a pas encore pris h in-
finiment petit. En itérant le processus, on peut définir des dérivées discretes
d’ordres supérieurs, ce qui permet d’avoir des approximations de toutes les
dérivées.

Deux remarques : d’abord en pratique, on utilisera plutot la formule de
Taylor pour obtenir des approximations des dérivées d’ordres supérieurs car
c’est plus simple. Ensuite, on voit dans I’exemple ci-dessus de ’approxima-
tion de la dérivée premiere que 'on a aussi :

u(z) —u(x — h)
h

x+h)—u(x—h)

ou u(z) =~ u( oh ,

v (z) ~

et, en fait, on se rend vite compte qu’il y a souvent beaucoup de possibi-
lités différentes pour approcher une dérivée. C’est une richesse qui amenera
parfois des difficultés (voir le chapitre sur les équations de transport) car
le choix de telle ou telle approximation ne sera pas toujours anodin et on
pourra avoir des comportements tres différents suivant les cas. Il faut aussi
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prendre en compte la complexité des calculs et ne pas choisir de formules
trop compliquées qui pourront générer des calculs longs.

Apres cette introduction, nous revenons a la résolution du probleme de
Dirichlet (1)-(2). Comme l'ordinateur ne peut manipuler qu'un nombre fini
de valeurs, on choisit N points de I'intervalle [0,1] :

ro=0<z1 <22 -<zZN_1 <N <ZTNy1 =1,

et on va chercher a calculer une “bonne” approximation u; de u(z;) pour
tout 1 < ¢ < N via un schéma numérique, c’est-a-dire un certain nombre
d’équations permettant de déterminer les u;. La notion de “bonne” approxi-
mation dépend des applications, et donc, en général, de I'ordre de grandeur
des u(z;) et de la précision souhaitée.

L’ensemble des points x; s’appelle une grille ou un maillage et chaque
intervalle |z, z41[ est souvent appelé une “maille”. L’exemple le plus simple
est celui de la grille uniforme ou l'on a :

;= J
N+1

pour 0<j<N—+1.

Dans ce cas, la taille de la maille (241 — ;) est constante et on la no-
tera suivant les cas Axz ou h. La quantité Az est souvent appelée “pas de
discrétisation”. Dans le cas général, la finesse du maillage est mesurée par
la quantité :

Dy := Qhax, (Tj41 — xj)
Dans toute la suite, pour simplifier la présentation, nous utiliserons une grille
uniforme.

Nous passons maintenant au schéma numérique : il s’agit de remplacer
I’équation “continue” (1) et la condition aux limites (2) par un systéme
d’équations sur les x;. Pour cela, on considere le point x; et on écrit la
formule de Taylor pour v au point z;, en utilisant les points voisins ;11 et
Tj-1:

ulyen) = ula; + Ar) = uley) + ol () Aa + S (2;) (Ba)? + ol(Az))

u(zj—1) = u(z; — Az) = u(z;) — u'(z;) Az + %u”(:vj)(Ax)Q + o((Az)?) .

En sommant ces deux égalités, en retranchant 2u(x;) et en divisant par
(Az)?, on voit que :
w(wjpr) + u(zj—1) — 2u(z;)

(1.12) (Ar)? =u"(zj) + o(1) .

Cette formule donne une approximation de w”’(z;) par une quantité ne
dépendant que des valeurs de u (u(z;41), u(z;) et u(z;_1)) et il est naturel
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de remplacer I’équation (1) par :

_ Ujl +uj—1 — 2u

i g :
(Bo)? =f; pour1<j<N,

(1.13)

ou f; = f(z;), puisque I'on cherche des uj qui sont des approximations des
u(x). Nous avons pu écrire cette équation pour tout j, et en particulier
pour j =1 et 7 = N, en utilisant la condition aux limites et la convention
ug = u(xg) =u(0) =0 et uyy1 = u(zyy1) =u(l) =0.

Le systeme d’équations sur les u; est donc un systeme linéaire de N
équations & N inconnues. Avant de ’étudier, théoriquement et de maniere
plus pratique, un peu de vocabulaire : dans (1.12), la différence finies du
membre de gauche est une approximation consistante de u”(x;) car elle ne
differe de cette dérivée seconde que d’'un o(1). Comme déja mentionné plus
haut (1.13) est appelé schéma d’approzimation numérique de (1)-(2). Ce
schéma est consistant car, en remplacant dans (1.13) les uy par des u(zy)
ET en supposant u treés régulier, on retrouve (1) a un o(1) pres.

Donnons une définition plus formelle de la consistance. On considére
I’équation générale :

(E) Lu= f dans]a,b|,

et une grille xg = a < 1 < 3+ < xny_1 < zny < Txyy1 = b; on note
toujours uy une approximation de u(xy). Un schéma numérique approchant
(E) peut étre écrit sous la forme :

(SN) G;V(ul,ug,--- sun—1,uy) =0 pour 1<j<N,

ou, disons, les Gé-v sont des fonctions continues. La jéme équation G;V =0
représente 1'approximation de 'équation Lu(z;) = f(x;), donc de I’équation
(E) au point z;, le N faisant référence au nombre de points de la grille.

Définition 1.2. Le schéma numérique (SN) est dit consistant avec l’équation
(E) si, pour tout 1 < j < N, il existe une suite (pY)n de réels telle que,

J
pour toute fonction ¢ de classe C*° sur R, on ait :

pﬁ-VGév(Mml), P(x2),- -+, d(xn_1), d(xn)) = Lu(z;) — f(x;) + o(1)
quand N tend vers l'infini.

Cette définition est tres imparfaite et elle est plus compliquée que la
réalité sous-jacente : si, dans le schéma numérique, on remplace les u par des
¢(xk) ou ¢ est une fonction tres réguliere, on doit retrouver I’équaation a un
o(1) pres, quitte a renormaliser le schéma par des pj-v . Cette renormalisation
est due au fait que si G;V = 0 est un schéma consistant, N G;-V =0 qui a
les mémes solutions doit 1’étre aussi, de méme que N _2G§V = 0. Les pj-v
prennent en compte ces modifications éventuelles du schéma.
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La vérification de la consistance s’effectue toujours a 1’aide de la formule
de Taylor, ce qui ne pose aucun probleme théorique puisque ¢ est de classe
C* sur R et donc elle satisfait des formules de Taylor a tous les ordres. La
consistance est donc une propriété quasi-formelle puisque tous les calculs
sont justifiés a priori vu la régularité de ¢. Il est a noter que la solution
n’intervient pas du tout.

Il est naturel de penser que plus le schéma reproduit fidelement 1’équation,
plus il sera précis et donc il est intéressant de mesurer cette proximité
équation-schéma ; ceci donne lieu & la notion d’ordre qui précise le “o(1)” de
la consistance.

Définition 1.3. Le schéma numérique (SN) est d’ordre k > 1 si, pour tout
1 <35 <N, i existe une suite (pé-V)N de réels telle que, pour toute fonction
¢ de classe C*° sur R, on ait :

pijjv (d’(l’l)a ¢<x2)7 T 7¢(‘TN71)7 ¢(xN)) = LU(JI]) - f(IL’]) + O((A:L’)k)
quand N tend vers l'infini.

Cette définition est naturelle dans le cas d’un maillage uniforme ; on peut
I’étendre au cas d’un maillage quelconque en utilisant les Dy introduit plus
haut.

La vérification de la consistance et de l'ordre s’effectue simultanément :
la seule différence, c’est qu’il faut pousser un peu plus loin le développement
de Taylor pour avoir 'ordre. Dans le cas de (1.13), on a :

P(@j+1) + P(wj—1) — 2¢(z;))

Géy(¢(x1)>¢(x2)a"',¢(.%'N_1),¢(;[;N)) - _

(Ax)?
—f(x;)
= 6 (w) — fa) — 7500 (5) (A0
+0((A:):)4) :

Le schéma est donc d’ordre 2.

Remarque : On peut penser que plus un schéma numérique est d’ordre
élevé, plus il est précis; c’est en général vrai avec trois réserves :

1. Un BON schéma d’ordre élevé est plus précis : il y a des cas ou des
schémas d’ordres élevés ne convergent méme pas...

2. L’ordre de convergence va dépendre de la régularité de la solution : si la
solution u n’est pas C*%, on ne voit pas pourquoi le calcul ci-dessus impli-
querait une précision d’ordre (Az)2. Nous verrons cette influence plus en
détails dans la partie consacrée aux estimations de convergence.

3. Un schéma d’ordre élevé utilise beaucoup de points (exo : construire pour
(1) un schéma d’ordre 3 et d’ordre 4 pour le vérifier) et ceci rend les calculs
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plus complexes et plus cotuteux en temps. Il faut penser au rapport qua-
lité/prix...

Exercice 7.

1. Donner une approzimation d’ordre 3 de u' et d’ordre 4 de u”.

2. Proposer plusieurs schémas numériques consistants pour les équations des
exercices 1, 4, 6.

1.2.2 Etude du systéme linéaire donné par le schéma

On pose U = (uj)1<j<n et F = (fj)i<j<n. U et F sont deux vecteurs
de RY. On introduit la matrice :

-2 1 0 0
1 -2 1 0 0
0 1 -2 1

A=
0 1
0 0 1 -2

Le schéma numérique se réécrit sous la forme :

1

L _AU=F.
@Y

Il est a noter que la matrice A est symétrique et (plus important encore
numériquement) elle est creuse : seuls 3N — 2 coefficients sont non nuls sur
les N2 possibles. On n’a donc & stocker en mémoire que 3N — 2 nombres au
lieu de N2. Bien sfir, ici, la simplicité de la matrice fait que I’on n’en stocke
pas vraiment 3N — 2...

Avant de rappeler comment résoudre en pratique ce systéme linéaire, on
va en étudier certaines propriétés.

1. Les valeurs propres de A.

Comme A est symétrique, toutes ses valeurs propres sont réelles et A est
diagonalisable dans une base orthonormée. On va calculer toutes les valeurs
propres de A et les vecteurs propres associés.

Si U = (uj)1<j<n est un vecteur propre de A associé a la valeur propre
A, on a, en posant ug = uy+1 =0 :

Ujp1 +uj—1 —2uj = Au; pour 1 <j <N,

ie.
Ujr1+uj—1—(2+Nu; =0 pourl1 <j<N.
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Pour calculer les u;, I'idée est de considérer cette égalité comme une suite
récurrente d’ordre 2. On introduit [’équation caractéristique :

P2—24+Nr+1=0.
Si I’équation caractéristique a une racine double, comme :
A=(2+N?—-14,

alorson a A = 0 ou A\ = —4. La racine double est 1 si A =0 et —1si A = —4.
Montrons que ces deux cas sont impossibles.

Si A = 0 alors la théorie des suite récurrentes nous dit qu’il existent
a, 0 € R tels que, pour tout j :

uj = a(1)? + Bi(1)) = a+ Bj .

Comme ug = uny41 = 0, on en déduit d’abord v = 0 en utilisant ug = 0 puis
B = 0 en utilisant uy41 = 0. Donc u; = 0 pour tout j et donc on n’a pas
affaire a un vecteur propre. La preuve est analogue dans le cas A = —4.
Si I’équation caractéristique a deux racines distinctes, 71,79,
alors on a, pour tout j : ‘ ‘
u; = ar] + Br) .

pour certaines constantes «, 3 € R. Comme ug = 0, on a § = —« et, puisque
nous cherchons U non nul (donc o # 0), un 41 = 0 conduit & 7’ 1 = ¢+,
Mais, par le lien entre coefficients et racines de ’équation du deuxieme ordre,

on arire = 1 et en multipliant I’égalité précédente par T‘{V *1 on a forcément :
rf(NH) =1.

11 existe donc un entier k tel que r; = exp(2ikm/2(N + 1)), ce qui donne en
utilisant encore le lien entre coefficients et racines de I’équation du deuxieme
ordre :

km
—1
24 A=ri+reo=1r1+r] :2cos<N+1> ,

et : &
uj = a(r{ frj) = 2asin <J\? _:-1> .

On vérifie facilement qu’en faisant varier £ de 1 & N, on obtient ainsi N
valeurs propres réelles \; et N vecteurs propres Uy = (u¥) j associés :

J
km
)\k =2 <COS (]V—}—l) — 1) N

uf = sin Jhm
7 N+1) "~
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On remarque que toutes les valeurs propres sont strictement négatives
et la plus grande (donc la plus proche de 0) est :

2
™ ™
w=2 (oo (575) 1)~ e

Si on fait le produit scalaire de I’équation :

1
—— AU =F
Bap =

par U, on obtient :

A
(Az)?

1
IU11? < 73

<~ agp AU U) = (F0) < P

en utilisant le produit scalaire standard sur RY et la norme euclidienne

associée. Il en résulte :

(Az)?
A1

Wil < - 1El[ ~ = IF]-

S
2

Cette inégalité donne une estimation de ||U]| et nous ameéne a nous poser
la question de la stabilité du schéma : les calculs concrets sur ordinateurs vont
fonctionner si les u; calculés restent bornés et méme relativement “petits” ;
sinon 'ordinateurs arrétera le calcul car il ne pourra plus gérer les nombres
trop grands qui apparaitront.

La propriété ci-dessus implique-t-elle la stabilté du schéma ? La réponse
est : oui et non (mais plutét non). Si on examine ||F|? = Zf\i1 ]-2, on voit
que les f; étant seulement bornés [Rappel : f; = f(z;)], a priori ||F||* ne
reste pas borné quand N tend vers I'infini et donc ||U||? non plus. Par contre,
la quantité :

N 1
Azl|FI? = Ar S [F;)] ~ / ()2t
i=1 0

(pensez & la méthode des rectangles) reste borné et donc Az||U||? aussi.
Mais cette propriété n’implique pas que les u; soient bornés. En fait, on a
une stabilité L?, ¢’est-a-dire que la fonction constante par morceaux dont les
valeurs sur chaque maille sont données par les u; est bornée dans I'espace
L?. Mais pas forcément dans L™...

Or nous souhaitons avoir cette stabilité L>° au sens de la définition sui-
vante :

Définition 1.4. Le schéma numérique (SN) est dit stable s’il admet une
solution et si cette solution satisfait :

max |uj| < C  (constante indépendante de N.
1<j<N
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2. Monotonie et stabilité.

On va d’abord montrer que le schéma numérique satisfait le principe
du mazimum discret. Pour cela, on introduit sur RV la relation d’ordre
suivante : si F' = (f;); et G = (g;);, on dira que F' > G si f; > g; pour tout
J et, en particulier, on dira que F' > 0 si f; > 0 pour tout j.

Proposition 1.6. Si U est la solution de (1.13) associée a F et si F' > 0
alors U > 0.

Corollaire 1.1. Si U est la solution de (1.13) associée a F, si V est la
solution de (1.13) associée a G = (g;); et si F < G alors U < V.

La preuve du corollaire est immédiate en appliquant la Proposition 1.6
aV—-UetG-F.

Preuve : On raisonne comme pour le principe du maximum pour ’équation
(1). Avec la convention habituelle ug = uy41 = 0, on considere :

min  uj,
0<j<N+1

qui est atteint en un certain uj,. Si jo = 0 ou N + 1, c’est terminé puisque
le min serait nul donc tous les u; > 0. Sinon on peut écrire le schéma en jo

_ Ujo+1 + uj—1 — 2uy,

(Ax)?

:fjozoy

et donc :
Ujo+1 + Ujo—1 = 2Ujy < 0.

Mais, par la propriété de minimum, u;, < wj 41 et uj, < uj,—1 et donc
le premier membre est positif; il est méme strictement positif si I'une des
deux inégalités uj, < wujo41 et uj, < wj,—1 est stricte. Il en résulte que
nécessairement uj, = wjo+1 et uj, = Ujy—1.

Mais alors, si le minimum des u; est atteint pour un certain jp, il I'est
aussi pour jo + 1 et jo — 1 et en considérant le plus petit (ou le plus grand)
de ces jp on obtient une contradiction car forcément le min est atteint pour
jo=0¢et jo=N+1.

Déduisons maintenant la stabilité du schéma du principe du maximum
discret.

Théoréme 1.4. Si U est la solution de (1.13) associée a F', on a :

1
i< = .
(maxfus| < gl fllee

Preuve : Montrons que, pour tout j, u; < %H flloo; le résultat complet
s’obtient a partir de cette inégalité en changeant U en —U.
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Notons W la solution associée & G = (||f||o0); (toutes les coordonnées
de G sont les mémes et elles sont égales & || f||oo). Ce schéma est associé au
probleme de Dirichlet :

—w" = ||fll avec w(0) =w(1) =0,

dont la solution se calcule facilement :

w(z) = 5 llc(1 - 2)

Des calculs assez simples montrent qu’en fait W = (w(xj))j ; on a donc une

résolution exacte dans ce cas particulier (0.
Comme F < G, on a U < W et une estimation facile de la norme L
de w permet de conclure.

En examinant de plus pres la preuve de la Proposition 1.6, on constate
que le point clé est la monotonie du schéma que nous définissons maintenant.

Définition 1.5. Le schéma numérique (SN) est dit monotone si, pour tout
7, la fonction Gé-v est décroissante par rapport a up pour tout k # j.

Exercice 8.

1. On considere ’équation (1) associée a une condition de Neumann ou une
condition mizte (Dirichlet en O et Neumann en 1). Comment se modifie le
schéma numérique et le systéme linéaire associé dans ces deux cas ? Est-il
toujours inversible 7 (Si la réponse est non, on pourra expliquer pourquoi et
trouver un moyen de le rendre inversible.)

2. Reprendre les schémas numériques consistants obtenus dans l’exercice 7
pour les équations des exercices 1, 4, 6; étudier leur propriétés et, en parti-
culier, leur stabilité L>°. (Si ce n’est déja fait, on trouvera pour ces équations
des schémas numeériques monotones pour lesquels on montrera que le prin-
cipe du mazimum discret est satisfait.)

3. Résoudre numériquement le probléme de [’exercice 3 (on n’oubliera pas
d’utiliser la périodicité et d’indiquer ce qu’elle apporte).

1.3 Rappels sur quelques méthodes numériques de
résolution de systemes linéaires

L’erreur naive que pourrait faire un lecteur peu averti serait de croire que
le fait que 'on sache qu’une matrice A € M, (R) est inversible (par exemple
en calculant son déterminant) résout le probleme puisque 'on dispose des
Formules de Cramer. S’il y réfléchit quelques instants, il conviendra que le

(6). Le lecteur pourra relier cette propriété avec I’étude de la consistance et de l'ordre
du schémas en se souvenant que, pour un polynéme, la formule de Taylor est exacte.
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cotit de calcul de chaque coefficient de A~! par la méthode des cofacteurs,
est égal, outre la division par le déterminant de A qu’il faut aussi calculer,
a celui Cy,_; du calcul d’'un déterminant (n — 1) x (n — 1). Il est clair que
si on utilise le développement par rapport & une colonne on obtient ainsi
Cp-1 = (n—1)Cp_2 +n — 2 ce qui prouve que cette formule conduit & un
cotit d’inversion supérieur a n! opérations!!!! Méme avec les ordinateurs les
plus puissants, on ne pourrait pas traiter de grandes matrices.

Donc la résolution d’un systeme de la forme Ax = b ne se fera JAMAIS
par le calcul de A~! puis de A~1b.

1.3.1 Les méthodes directes

Les méthodes directes nous donnent 'occasion d’illustrer le propos ci-
dessus . On peut généralement les décrire de la maniere suivante : si on veut
résoudre dans RY le systeme Az = b, on procede comme suit :

e lére Etape : élimination. On détermine une matrice M inversible (que
I'on ne calcule jamais dans la pratique) de telle sorte que la matrice M A
soit facile & inverser (typiquement triangulaire supérieure).

e 2éme Etape : remontée. On résout le systeme linéaire :
MAx = Mb

par une méthode dite “de remontée” que nous décrivons maintenant : comme
M A est triangulaire supérieure, le systeme linéaire est de la forme :

tiuzy +tieze + ... +tinzn, =01
(S) : tixi +...+tiNnTn =¢;
tNNTn =cCN

Et chaque coefficient ¢;; est non nul puisque la matrice M A est inversible
comme produit de matrice inversible.

Pour résoudre ce systeme, on commence par la derniere équation qui
permet de calculer d’abord x, puis on calcule zy_1 par 'avant-derniere et
on “remonte” ainsi, en calculant successivement tous les x;.

Rappels sur la méthode de Gauss :

Ce que 'on décrit ici, c’est évidemment la premiere étape dite d’élimination,
la deuxieme étant completement automatique.

On pose A = (a; ;)i ;j. Comme A est inversible, la premiere colonne de
A est non nulle; il existe donc un indice iy pour lequel a;,1 # 0. Pour
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des raisons d’erreur d’arrondis sur lesquelles nous reviendrons plus tard, on
choisit en fait un indice g tel que :

|aig 1| = max, |1l

puis on permute la premiere ligne et la ligne iy de A ce qui revient a multiplier
la matrice A par la matrice de permutation :

1 0 0 ... ... ... 0
0O 1 0 O
O0 0 0 1 ..°: — ligne i
Py = .

1 0 0 0 : « ligne j
0 0 1 0
0 O | |

T T

col. 7 col. j

qui échange la ligne ¢ et la ligne j avec, dans notre cas, i = 1 et j = i5. On
a évidemment det P;; = —1.

On se retrouve avec une matrice P; ;0 A = («; ;)i ; dont le coefficient o ;
est non nul et donc (c’est une autre fagon de le voir) avec le systéme linéaire :

Q1171 + 1222+ ...+ NTy, =C1
(S) : Qj1T1 + 222+ ...+ O NTy =
anN1T1 +ay2z2 + ...+ QAN NTn =CN

On élimine alors u; des (N — 1) derniéres équations en changeant la ligne j,

L; du systeme en L; — %Ll, ce qui revient a multiplier la matrice P ;, A

a gauche par la matrice :

1 o o0 ... ... ... 0
21
“arr 1 O 0
as,1
“arr 0 1 0 0
FE| = 0
: : 0 - :
aN_—1,1
_ﬁ 0 o« o . P O 1 O
_Tﬁ O ... ... ... 0 1

On note Py = Py ;,. Le bilan matriciel de cette premiere étape s’écrit :

E1P1Au = Elplb
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oll, maintenant, la matrice A; = E1P; A a pour forme :

Q11 Q12 o QN
0

Aq

0

On applique alors le méme argument a la matrice Ay qui est inversible
puisque o1 det(A;) = det By det Pydet A = —det A
et on se retrouve avec :

a1 o1 o o ouw
0 ﬁ2,2 . . Ig2’N
Ay = EoPyEyPLA = 0 0
: : A
0 0

ou P est une matrice de permutation de la forme P;2 avec j > 2 et Ey est
de la forme :

10 0 0 O
0 0 0 O
0O = 1 0 O
0O : 0 .0
0« 0 0 1
Et on continue : pour la jieme étape, on a une matrice du type :
k k k
e el
a/2,2 PR PR “ e a27N
0 .
(k) (k)
0 ayy ag. N
0 0 0 af) - a¥hy

On permute éventuellement les lignes pour que a,(gk,)C # 0, ce qui revient a
multiplier & gauche par une maatrice de permutation P puis on multiplie a
gauche par une matrice Ej, de la forme :

1 0 0
0 - 0
0 O 1 0 0
0 * 0
0 O 0 0
0 O * 0 0 1
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(k)

ce qui revient a faire des combinaisons de lignes pour annuler les a .k bour
kF+1<j<N.
La matrice :
AN = EN,1PN,1 e E1P1A

que 'on obtient finalement est triangulaire supérieure et on a réalisé I’étape
d’élimination avec :

M = EN_1PN_1 cee E1P1 .

Remarque : 1. On ne peut étre que frappé par la simplicité de toutes les
étapes de cette procédure : combinaisons linéaires et permutations de lignes,
il n’y a que des étapes éléméntaires. Bien str, le calcul de Mb se fait de la
méme maniere, en appliquant les mémes opérations a b.
2. A cause des erreurs d’arrondies, il vaut mieux choisir le “meilleur pivot”,
celui dont la taille est la plus grande comme le montre I’exemple caricatural
suivant :
10_41’1 +xo = 1
{ xr1 + 29 = 2

La solution est 71 = (1 =107t ~1let 21 = (1-2107%)(1 - 10741 ~ 1.
Le pivot de Gauss conduit au systeme :

1074.%1 +x0 = 1
—9999z; + o = —9998

Si les nombres 9998 et 9999 sont arrondis de la méme maniere tous les deux
alors o = 1 et la premiere équation conduit a x; = 0, ce qui ne redonne pas
vraiment la solution du systéme ! Eviter des pivots trop petits parait donc
tres utile...
3. La méthode de Gauss nécessite de 'ordre de :
N3/3 additions, N3/3 multiplications, N2/2 divisions

alors que les formules de Cramer requierent :

(N + 1)! additions, (N + 2)! multiplications, N divisions
Faire N = 10 et comparer! (700 vs 400 000 000)

Malgré ses avantages, la méthode de Gauss n’est vraiment utilisée en
Analyse Numérique que pour résoudre des probléemes ou la matrice A n’a
aucune propriété particuliere. Sinon des algorithmes plus performants lui
seront préférés (cf. la factorisation de Cholesky plus bas).

Factorisation LU d’une matrice

Si 'on doit résoudre non pas un seul systeme linéaire mais un grand
nombre de systemes linéaires avec la méme matrice (voir les sections consacrées
aux problémes d’évolution), il peut étre intéressant de conserver en mémoire
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les opérations faites sur la matrice au cours du pivot de Gauss et donc ne
faire I’étape d’élimination qu’une seule fois.

En fait, si on n’a pas de probleme de pivot nul (c’est-a-dire si a,gf,)g #0
pour tout k) et si on peut donc éviter de permuter les lignes, on peut
choisir P| = --- = Py_1 = Id. La matrice M = En_1 - - - F est triangulaire
inférieure et M A est triangulaire supérieure : en posant U = MA et L =
M=, on voit que : A = LU, L est triangulaire inférieure et U est triangulaire
supérieure. On a bien factorisé A comme produit d’une matrice triangulaire
inférieure et d’une matrice triangulaire supérieure.

Dans ces conditions, la résolution de Ax = b se fait simplement par une
“descente-remontée” : en effet, si on pose w = Uz, le systeme Az = b se
décompose en :

e Lw = b (qui se résout par une descente)

e Uz = w (qui se résout par une remontée)

Une fois connus L et U, on résout donc Ax = b de maniére extrémement
efficace, d’ou 'intérét de la factorisation LU, surtout si on a 100 000 systemes
linéaires a résoudre...

La méthode de Gauss nous fournit déja U et pour L, on remarque que,
d’une part :

et d’autre part que le calcul des £, L est simple puisque si :

1 0 0
0 ) 0 0
0 O 1 0 0

Ey =
0 —lp+1k 0
0 O : 0 .0
0 0 —Iyz 0 0 1

alors :

1 O 0
0 "-. . 0
0O O 1 0 0

E, =
0 U1k 0
0 0 : 0 .0
0 0 Iyg O 0 1

Le calcul de L est donc immédiat a partir de la méthode de Gauss.
Il reste a se demander quand on peut vraiment prendre P} = --- =
Px_1 = Id. Le résultat est le suivant :
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Théoréme 1.5. Si A est une matrice carrée N x N telle que les N sous-
matrices :
aiyr o 01k

soient inverversibles, alors il eriste une unique factorisation A = LU ot
U est matrice N x N triangulaire supérieure et L est une matrice N x N
triangulaire inférieure avec L;; = 1 pour 1 <1 < N.

Remarque : La condition imposant des 1 sur la diagonale de L sert a
démontrer I'unicité car, dans ce type de décomposition, U et L sont définies
a une multiplication par une matrice diagonale prées. Il faut donc introduire
une “normalisation” pour avoir I"unicité.

Preuve : On procede par récurrence : comme a; 1 = det(A;) # 0, le premier
pivot est bien non nul et P; peut étre pris égal a l'identité. Supposons
maintenant que ’on a pu prendre P = --- = P,_1 = Id et vérifions que le

}1eMe hivat est non nul. L'égalité Ay = Ejy_q - - - E1 A s’6crit :

aq,1 Ay | * * 10 0 0 * ok
0 ok % * : Ay * o
0 0 a}(j}l « « | = x = 1 0 **
0 0 . . ” 10 x % x| k%
0 0 . . « 0 1 N

En utilisant les regles de multiplications des matrices par blocs et en calcu-
lant le déterminant, on a :

aglfl) . -agf,)c = l.det(Ag)

d’ou a,(ﬁ # 0 puisque det(Ar) # 0, Ay étant inversible. On peut donc
prendre P, = Id et I'existence est démontrée.

Pour l'unicité, si A = LUy = LyUsy avec Ly, Uy et Lg, Us satisfaisant les
conditions du théoreme, on en déduit :

LytLy = UsU !

Or le membre de gauche est triangulaire inférieur alors que celui de droite est
triangulaire supérieur ; il en résulte que les deux membres sont des matrices
diagonales et il s’agit en fait de I'identité car Ly 1L, a des 1 sur sa diagonale
puisque c’est le cas de Ly et Lo.

Donc L1 = Ly et U; = Us, 'unicité est démontrée.
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Factorisation de Cholesky

Théoreme 1.6. Si A est une matrice symétrique définie positive, il existe
une unique matrice réelle triangulaire inférieure telle que :

A= BBT,
et telle que B;; > 0 pour tout 1 <7 < N.

La factorisation de Cholesky est donc une factorisation de type “LU”

particuliere puisque, dans ce cas, U = LT. Un premier avantage clair est
I’économie de stockage des coefficients des matrices de la factorisation car
on la divise ici par 2. On en verra un autre avantage plus loin lié au calcul
de B qui s’effectuera de maniére plus économique que pour une factorisation
LU classique.
Preuve : On remarque tout d’abord que les N sous-matrices Ay introduite
dans le résultat de la factorisation LU sont toutes symétriques, définies po-
sitives (donc inversibles). En fait, Ay est la matrice de la forme quadratique
q(z) = (Az,z) mais restreinte a l'espace vectoriel Vect(er, -+ ,ex) ou (e;);
désigne la base canonique de RY.

Une autre fagon de le voir est de se rappeler qu’il existe a > 0 tel que :

(Az,z) > al|lz|[*> pour tout z = (z1,---,zy) € RV,

et qu'en faisant zx11 = --- = zny = 0, on voit que Ay satisfait la méme
propriété.

Donc A admet une factorisation LU. De plus, si U = (u; ;);,; alors les u; ;
sont strictement positifs car la preuve de la factorisation LU montre que,
pour tout k :

k
det(Ak) = H Us 5 -
i=1
De plus, comme A est symétrique, on a :
A=AT =)t =vTL”.

UT est une matrice triangulaire inférieure alors que LT est triangulaire
supérieure mais on ne peut pas appliquer directement le résultat d’unicité
car UT n’a pas forcément des 1 sur la diagonale. Pour se ramener & ce cas,
on introduit la matrice A = diag (\/m) dont on “intercale” le carré dans
cette égalité :

A= (UTAH (ALY .

Maintenant UTA~2 est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale,
alors que A2L7T est triangulaire supérieure et, par unicité, on déduit UTA™2 =
L, AN’LT =U.
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Enfin, on écrit :
A= (LA)(AT'D)
et on pose B =LA, C = A~'U. Le calcul de BT donne :
BT = (LM =ALT =AU =C

ce qui donne le résultat voulu.

Calcul pratique de B :

On pose :
bip O 0
B = 0
bi ; 0
byi -+ - by

et on déduit de A = BBT les relations suivantes pour la premiere ligne de
A= (aij)ij

2 N
ailr = bl,l d’ou b171 = /01,1
ar2 = biibo d'ot by = ai2/\/a11

agn = biabna d'ott by 1 = a1, N/ /@11

On détermine donc la premiere colonne de B en utilisant la premiere ligne
de A.

De maniere générale :

i
a;j; = Zbi,kbj,k ;
k=1

et on voit immédiatement qu’en utilisant la deuxiéme ligne de A (i = 2),
on peut calculer successivement tous les coefficients de la deuxieéme colonne
de B puis, de proche en proche, on va pouvoir obtenir les coefficients de la
k1eme colonne de B en examinant la k™€ ligne de A.
Cette méthode ne requiert que :

N3 /6 additions, N3/6 multiplications, N?/2 divisions,
N extractions de racines carrées

elle est donc presque deux fois plus efficace que la méthode de Gauss dans
ce cas.

Bien stir, la résolution de Ax = b s’effectue ici aussi par une “descente-
remontée”, en résolvant successivement les systemes linéaires :
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e Bw=5b (descente)
o BTy =w (remontée)

Et nous ne quitterons pas cette section sans faire remarquer au lecteur
que la matrice de notre schéma numérique est symétrique définie positive et
donc la factorisation de Cholesky est une bonne méthode pour calculer les
U,j.

1.3.2 Les méthodes itératives

Le principe des méthodes itératives est de considérer une suite (zy)x
d’éléments de R vérifiant une relation de récurrence du type :

(1.14) ZTp+1 = Bxyp + ¢, x( arbitraire

ol B est une matrice N x N et ¢ € RY qui sont construits & partir des
données A et b du systeme linéaire Ax = b. Bien évidemment, on souhaite
que la suite (z)x converge vers I'unique solution du systéme linéaire (et si
possible assez rapidement...) et, pour cela, on va appliquer le théoreme du
point fixe de Picard dans sa version matricielle (théoréme du point fixe pour
les applications contractantes).

De nombreuses méthodes (Jacobi, Gauss-Seidel, gradient..) repose sur
une décomposition de la matrice sous la forme A = M — N ou M est non
seulement une matrice inversible, mais surtout une matrice facile a inverser
numériquement. Dans la pratique, M sera diagonale ou triangulaire.

Ainsi z est solution de Az = b si et seulement si Max = Nx + b ie.
x=M"'Nz+ M 'bsoit + = Bx+c. Ce qui donne une maniere “naturelle”
de construire B et c.

Le résultat de base pour la convergence de la suite (xy)x est le suivant :

Théoreme 1.7. Pour tout choiz de vecteur xg, la méthode numérique définie
par le schéma (1.14) :

Tpt1 = Bxy +c¢, x9 donné
converge vers l'unique solution u du probléme
(1.15) x=Bx+c
st et seulement si 'une des deux propriétés équivalentes ci-dessous est sa-
tisfaite :

a) Le rayon spectral de B vérifie : p(B) < 1
b) Il existe une norme matricielle assugjettie |||.||| pour laquelle |||B||| < 1

Preuve : La preuve contient deux parties distinctes : il faut d’abord com-
prendre pourquoi les points a) et b) sont équivalents. Ensuite, si on utilise la



44 CHAPITRE 1. EQUATIONS ELLIPTIQUES

propriété b), il s’agit d’une application du théoréme des applications contrac-
tantes (via la méthode des itérations de Picard). En effet, le point b) dit que
’application linéaire associée est contractante si on munit R de la bonne

norme, celle qui donne |||.||| comme norme asujettie.
“Rappel” : on dit que la norme |||.||| est assujettie s’il existe une norme
.|| sur RN telle que :
|| Bz|
I[Bll] = sup
ery |||

autrement dit lorsque B est vu comme la matrice d’une application linéaire
de RN dans RY. Dans ce cas-13, on a alors :

vy € R (| Byll < |I|B]I] [lyll, ou Vy,z € RY|[By— Bzl <[[|B|| |ly —=II-

On voit donc que le point b) assure précisément que B est contractante donc
possede un unique point fixe x, ou si I'on préfere que la matrice I — B est
inversible (7).

D’autre part, la condition p(B) < 1 est certainement nécessaire pour
qu’il y ait convergence quelque soit la valeur zq choisie , le vecteur ¢ étant
donné. En effet sinon il existerait une valeur propre A de module supérieur
ou égal a 1 associée au vecteur propre e et le choix de xy = ¢+ e conduirait
a une suite (zy)x non convergente. O

Avant de voir pour quoi ces deux points sont équivalents , remarquons
qu’en itérant k — 1 fois I'inégalité ci-dessus, on a, bien sur :

[l = al] = ||B*(zo — 2)I| < [[|B]||*]|zo — ]|

ce qui dit que la convergence est exponentiellement rapide et qu’elle est
d’autant plus rapide que la norme |||B]|| est petite. D’ou 'idée de choisir
au mieux la matrice M de sorte que p(M~'N) soit le plus petit possible
(puisque a) et b) sont équivalents).

Précisons ’équivalence des points a) et b) en démontrant le lemme suivant :

Lemme 1.3. 1) Soit |||.||| une norme assujettie. Alors on a toujours :
p(B) < [|IB]|I.

2) Pour tout € > 0, il existe une norme assujettie |||.||| de sorte que :
Bl < p(B) +¢

Preuve : Soit A\ une valeur propre de B de module maximal et e un vecteur
propre associé. Alors ||Bel| = |A||le|]| = p(B)||z|| ce qui établit le point 1)
compte tenu du fait que la norme est assujettie.

Le deuxiéme point est un peu plus technique : il repose sur deux ingrédients,

(7). suggestion de révision pour le lecteur : théorémes de points fixe dans R™ et conver-
gence des séries dans les espaces de Banach; application : (re-)démontrer I'assertion du
texte.
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le calcul explicite de la norme infinie d’une matrice et la triangularisation
des matrices.

On sait en effet qu’il existe une matrice P inversible et une matrice
triangulaire T' = (t; ;);; ayant pour spectre le méme que celui de B, telles
que PBP~ ' =T.

Soit ¢ un petit nombre réel . Introduisons la matrice diagonale A; =
(ti_ldi,j)m 0; ; étant le symbole de Kronecker. Il est facile de voir que pour ¢
non nul A; est inversible et (A;)™! = A,-1. De plus multiplier & gauche par
A; une matrice M , c’est multiplier la ligne ¢ de la matrice M par t~! tandis
que multiplier & droite c’est multiplier la colonne j de M par t/~!. Ainsi la
matrice T, = AET(AE)*l est triangulaire supérieure comme 7' mais :

t11 etz %13 S ST CL A
0 tog etas €E%tau e" 2ty p
0 0 3,3 etz 4 €2t3,5 8”73t3,n
T, =
: 0 0 757172,7172 6751172,7171 6Qtnf2,n
0 0 tn—l,n—l 5tn—1,n
0 0 ton

ou {tl,h .. ~tn,n} = {)\1, ..
tenant, on rappelle que :

.y An}, les \; étant les valeurs propres de B. Main-

| Ao = m?XZ |ai,;
j

ol || - ||so est la norme matricielle assujettie a la norme infinie sur R”, et on
voit alors que la norme ||7%|[oc = max; ) e/7"t; j| converge vers max [t; ;| =
p(B). O

Quelques exemples de méthodes itératives

On considere une matrice inversible A telle que tous les a;; soient non
nuls.

a1 a2 a13 a1
a1 G2 G23 az 4 asp
as1 asz2 azz  a34 ass asn
A= '
p—2n—-3 Gpn—2n—2 0an—2n—1
(n—1,1 n—1,n—2 Qan—1n—-1 0n—-1n
an,1 an.n—1 An,n

On écrit A = D — FE — F ou D est la diagonale de A, —F la matrice
triangulaire sous la diagonale de A et —F' la matrice triangualire située au
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dessus de la diagonale i.e. :
Dij = aijdij 3  —Eij = aiibi>5 5 —Fij = aijdicy

a) Méthode de Jacobi
Dans cette méthode M = D et N = E + F et la suite itérative définie
est :

Tpi1=Jrn+c J=D Y E+F)=I1-D"'4,¢c=D""b.
On la définit en fait par
Dxpi1 = (E+ F)x, +b

en utilisant une procédure (écrivez-1a dans votre langage préféré) qui inverse
la matrice diagonale D.

b) Méthode de Gauss-Seidel

En écrivant explicitement la méthode de Jacobi ci-dessus , on voit que
I’on pourrait mieux utiliser certaines quantités déja calculées : par exemple
si on calcule d’abord a;lfH que 'on peut ensuite utiliser a la place de w’f
On est conduit ainsi & la méthode de Gauss-Seidel

(1.16) (D = E)yny1 = Fyn +

qui correspond a M = D — E et N = F et la suite itérative est définie aussi
par :
Yni1=Gyn+c¢ G=(D—-E)'F, ¢=(D-E)"'b

Mais bien str , on utilisera la forme (1.16) et une procédure qui inverse la
matrice triangulaire M = D — E (écrivez en une). Intuitivement, la méthode
de Gauss-Seidel est plus implicite que celle de Jacobi donc doit étre plus per-
formante. On verra en exercice qu’en général la méthode de Gauss-Seidel,
quand elle converge, converge mieux que la méthode de Jacobi car le rayon
spectral de G est plus petit que celui de J.

c) Méthode de relaxation
On peut essayer d’améliorer la méthode de Gauss-Seidel en introduisant
un parametre réel w # 0 et en considérant la méthode itérative :

D 1—
<—E>xk+1: <wD+F>xk+b.
w w

En effet, si la méthode de Gauss-Seidel (qui correspond & w = 1) converge,
on peut peut-étre améliorer la convergence en choisissant un “meilleur” pa-
rametre de relaxation w # 1.
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Si on pose :

I’idée serait de déterminer un wy optimal, c’est-a-dire tel que :

p(Luy) = inf p(Ly),
wel
ou [ est un intervalle de R ne contenant pas 0.

En pratique, il n’est pas toujours évident de calculer un tel wg mais on
peut étudier les propriétés de convergence de la méthode de relaxation, ce
qui donnera une idée de la localisation d’un tel wy.

Un pas essentiel dans cette direction est la :

Proposition 1.7. Soit A une matrice symétrique définie positive décomposée
sous la forme :
A=M—-N,

ot M est une matrice inversible. Si la matrice symétrique M7 +N est définie
positive alors :
p(M™IN) < 1.

Preuve : La matrice M7 + N est effectivement symétrique puisque :
M+ N=(A+N)T+N=A+N'+ N,

et Aet NT 4+ N sont symétriques.
On va prouver que ||[M 1 N|| < 1, en utilisant une norme matricielle ||- ||
subordonnée a la norme |- | sur R", définie par :

|v|?> = (Av,v) pour tous v € R" .

On remarque d’abord que M~*N = MY (M — A) = T — M~ 'A. Si
w = M~ Av, on calcule |M~'Nv|? = |v — w|? pour |v| =1 :

lv—w? = |v]? —2(Av,w) + (Aw, w) (identité remarquable) ,

1 -2(Mw,w) + (Aw,w) (définition de w) ,

1 - (Mw,w)+ ((A— M)w,w) (réarrangement des termes) ,
1— (MTw,w) — (Nw,w) (Mw,w) = (MTw,w)),

= 1—((MT + N)w,w) (réarrangement des termes)

Comme MT + N est une matrice symétrique définie positive et que A, M
sont inversibles, ((MT 4 N)w,w) > 0 pour tout v tels que |v| = 1 et donc :

IM~'Nv|? <1 pour tous v € R™ tels que |v| = 1.
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Il en résulte que |[M 1 N|| < 1 puisque {v: |v| = 1} est compact. O

Application pratique : Nous revenons d’abord a la matrice du schéma

numérique (renormalisée en laissant tomber le @) :

2 -1 0 - - 0

-1 2 -1 0 0

o -1 2 -1 0
A=

0 -1

0 0 -1 2

La méthode de Gauss-Seidel conduit & la décomposition de A sous la forme
M=D—-FetN=F,lie.:

2 0 0 0 0 1 0

-1 2 0 0 0 0 L0 0

0o -1 2 0 0 0 0 0 1 0
M = et N =

0 0 0 1

0 o -1 2 0 0 0 0

2 0 O 0

0 2 0 O 0

. 0o 0 2 0 0
M* +N =

0 0

0 0 0 2

est bien définie positive. Donc p(M~!N) < 1 et la méthode converge.
De méme, dans le cas de la méthode de relaxation :

2
L
0 _wl 2 0 ... 0
w
M = .
0 o0
0 0o -1 2
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et :
2(1;@ 1 0 e e 0
(1-w)
0 2= 1 0
0 0o 209 0
N =

0 T
0 - 0 o0 20w

De méme, M est inversible. De plus :

2 (2:‘)) 0 0 cee 0
0o 29 o ¢ 0
. 0 0o 289 0
MT + N =
0 S0
0 e 0 0 2 (2;‘0)
(2-w)

est définie positive si 2 > 0, donc si 0 < w < 2. Finalement on a
w
p(M~1N) < 1 et convergence si et seulement si 0 < w < 2.
On va voir maintenant que ce cas particulier reflete le cas général, au
moins pour des matrices symétriques définies positives.

Théoréme 1.8. (Condition suffisante de convergence pour la méthode
de relaxation).

Si la matrice A est symétrique définie positive alors la méthode de relaxation
converge pour tous 0 < w < 2.

Preuve : La décomposition de A = M — N associée a la méthode de
relaxation s’écrit :

De telle sorte que :

T
MT4+N = (D—E> +<1wD+F)

car A étant symétrique, ET = F.
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Comme A est définie positive, ses coefficients diagonaux sont positifs car
ils sont de la forme (Ae;, e;) ou (e;); est la base canonique de R™. Donc

—w
M7T + N est définie positive si

>0,ie 810 <w<2. ]
Cette propriété (0 < w < 2) est aussi nécessaire comme le montre le :

Théoréme 1.9. (Condition nécessaire de convergence pour la méthode
de relaxation).
Pour toute matrice A, on a :

p(Ly) = |w—1],
et donc la méthode de relaxation me peut converger que si 0 < w < 2.

Preuve : Siles \;(L,) sont les valeurs propres de L, on a :

u det (9D + F)
see) = [T e = 150
i=1 w

= (1-w)",

en tenant compte de la structure particuliere des matrices D, E, F. Mais
p(L,) = max; |A\i(Ly)| et donc :

p(Co)" = IT Ni(Lo)l = 11— wl™.
i=1

Et le résultat en découle facilement. O
Remarque : On peut aussi montrer que les méthodes de Jacobi et Gauss-
Seidel convergent ou sont divergentes simultanément et que, dans le cas ol
elles convergent, la méthode de Gauss-Seidel converge plus rapidement.
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1.4 Une autre méthode pour calculer la solution
du probleme de Dirichlet : Iapproche varia-
tionnelle

1.4.1 Discrétisation du probléme variationnel

Nous avons vu que la solution du probleme de Dirichlet (1)-(2) est aussi
solution du probleme d’optimisation :
min  J(v),
veH;(0,1)
ou :

1 1
() = ;/0 Ok dt/o F(t)o(t) dt .

Cette propriété nous donne une deuxieme approche pour calculer
numériquement, en discrétisant ce probléme d’optimisation. On utilise les
notations de la section 1.2 et on combine la méthode des différences finies
avec les techniques standard de calcul approché d’intégrales. Plus précisément,
on va écrire :

1 N T
| wora - ;/ o (1)]2 dt

~ Y (Wi — ) ol@isy) = (@)

€T —
i—0 i+1 7

2

en utilisant la méthode des rectangles et de méme :
N

1 Tit1
/ fow)dt = > / F()v(t) dt
0 i=0 Vi
N
~ (@i — @) v (x).

i=0
On voit qu’ici aussi on a de nombreuses variantes : notre double choix n’est
d’ailleurs pas trés cohérent car la méthode des rectangles pour la premiere
intégrale revient & supposer que v’ est constant sur chaque sous-intervalle
|xi, zit1[, donc a priori que v est affine sur chacun de ces sous-intervalles
ce qui devrait nous conduire a une méthode de type plutdt trapeze pour
la seconde intégrale... Mais, bien qu’incohérent, ce choix a ’avantage d’étre
simple.

Nous n’allons utiliser ici encore que grilles uniformes. En divisant tous

les termes par Az, ce qui ne change pas le probleme d’optimisation, nous
sommes donc conduits & minimiser la fonction :

JN(V) _ 1% (vig1 — vi)? _ i fivi
- 2 (Ax)2 P 1Y

1=0
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ou V = (vi)1<i<n avec la convention vg = vy4+1 = 0 et les f; ne sont rien
d’autres que les f(x;).
En fait, ce probleme d’optimisation est tres lié au systeme linéaire via la

Proposition 1.8. Pour tout Ve RN, on a :

N ’U
o :
-2 1 0 0
1 -2 1 0
0 1 -2 1 0
A=
0 0
0 0 1 -2

et la section 1.4.2 ci-dessous montre que minimiser JV est équivalent &
résoudre AU = F puisque —A est une matrice symétrique, définie positive.

Preuve : La preuve est simple et elle ne nécessite que des manipulations
élémentaires. Mais il est bon d’avoir un peu de recul sur le résultat lui-méme
qui est ’analogue discret de 1’égalité :

/Ol[v’(t)]2 dt = — /01 v(t)v”(t) dt .

Cette derniere égalité s’obtenant (formellement) par intégration par parties,
on va faire de méme en discret en appliquant une transformation d’Abel.

On écrit :
N N N
2 _
(Vi1 —vi)? = (vig1 = vi)vigr — > (Vig1 — vi)vi
=0 =0 =0

puis on fait un changement d’indice ¢ + 1 — ¢ dans la premiere somme du
second membre qui devient :

N+1

N
E (U — Vj— 1 E Uz+1
=0

i=1
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Enfin, on réécrit ce résultat sous la forme :

N
(vN41 = oN)oN+1 — (V1 — vo)vo + Z (vit1 + 205 — vi—1)v; -
i=1
On reconnait la forme typique que I'on obtient apres une intégration par
parties : “terme tout intégré” 4+ “nouvelle intégrale” ; Comme vy 1 = vg =
0, le terme tout intégré est nul et le résultat est prouvé. Il

1.4.2 Systemes linéaires et problemes d’optimisation : un
résultat fondamental

Cette section étant d’un intérét général et pouvant étre lue indépendamment
de ce qui précede, nous allons utiliser des notations différentes : A désignera
une matrice n xn symétrique dont toutes les valeurs propres sont strictement
positives, b € R™ et x ou y seront les variables dans R”.

On a le résultat suivant :

Théoreme 1.10. x € R"™ est solution du systéme linéaire Ax = b si et
seulement si on a :

f(z) = min f(y),

yeR™

ot la fonction f est donnée par :

fly) = %(Ay,y) —(b,y) .

Preuve : Cette preuve est tout a fait standard mais elle va nous permettre
de revoir certains résultats fondamentaux d’optimisation dans R".

On va montrer que le probleme d’optimisation a une unique solution z
et que cette solution satisfait 1’égalité Az = b. Le systeéme linéaire étant
inversible, on aura bien le résultat escompté.

Existence : Un résultat classique nous dit que le probleme d’optimisation :

Trouver xz € R" tel que f(z) = ynel[ikl}l fly),

8)

a au moins une solution si f est continue ®) et coercive, i.e.

fly) —» +o0 quand |y| — o0 .

On veut appliquer ce résultat a f(y) = %(Ay, y) — (b,y); nous devons donc
en vérifier les hypothéses. La continuité est triviale car f est une fonction
polynomiale en les ;. La coercivité résulte du :

Lemme 1.4. Si Ay > 0 est la plus petite valeur propre de A, on a, pour tout
y e R™ :
(Ay,y) > Myl

(8). semi-continue inférieurement serait suffisant.
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Preuve : La matrice A étant symétrique, elle est diagonalisable dans une
base orthonormée (e;); et si on décompose y € R™ dans cette base sous la
forme y = y1e1 + y2e2 + -+ + Yneéyn, ON a :

(Ay,y) = (1hier +y2Aoea + -+ YnAnen, Y161+ y2ea + -+ + Ynen)
Myt + Aays + -+ A

MyE A ys oyl

My +yE+ - )

Mllyll? -

(AVAR VARV,

Et le lemme est prouvé.
On en déduit, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le terme

(b,y) : ,
fly) > §A1||y||2 —1B[]lyll

et la coercivité en résulte. On a méme, en utilisant astucieusement 'inégalité
“|Cd| < %(62 —f—d2)” ) .

1
Fy) = llyl® = 51l

ce qui donne une estimation de la taille de la (ou des) solutions en utilisant
que f(x) < £(0) = 0.

Unicité : On pourrait conclure & 1'unicité plus rapidement mais raisonnons
de maniere générale : I'unicité est (tres) souvent reliée a la stricte convexité
de la fonction & minimiser. Cette stricte convexité (a vérifier) s’écrit de
la maniére suivante sur une fonction g : R® — R générale : pour tous
x1 # x9 € R™, pour tout « €]0, 1[, on a :

9oz + (1 — a)zg) < ag(z1) + (1 — a)g(zs) .
Pour la fonction f qui nous intéresse, on a le :

Lemme 1.5. Pour tous z1 # x2 € R", pour tout o € [0,1], on a :
f(axﬁ- (1 —a):cz) =af(z1)+(1—a)f(ze) —a(l —oz)(A(a:l —x2), X1 —xg) .

Nous laissons la preuve (fastidieuse mais sans mystere!) de ce résultat
au lecteur : il suffit de calculer (et quand on connait le résultat...). La stricte
convexité en découle immédiatement puisque (A(x1—x2), x1—x2) > A1]|z1—
.T2H2 > 0.

Rappelons enfin 'argument classique prouvant I'unicité a partir de la
stricte convexité. Si m = mingr f et si on a deux solutions zi,zs du

(9). cette inégalité fait partie des outils les plus utilisés lorsque 'on fait des estimations
en analyse; le lecteur est invité a en donner au moins deux démonstrationd élémentaires.
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probleme d’optimisation, on a donc f(z1) = f(z2) = m et la stricte convexité

N[

implique avec le choix o =

f(ll’l + 1fL‘z) < 1f(:l/:l) + %f(:m)

2 2 2
< ! +1 =
2m 2m—m,

ce qui contredit la définition de m.

Propriété du point de minimum : la fonction f étant polynomyale, elle
est dérivable et on peut écrire qu’en un point de minimum (local ou global) :
f'(z) =0.

Nous profitons de cette occasion pour rappeler les trois formes que prend
la dérivation pour une fonction f : R™ — R. Par définition, f est dérivable
au point z §'il existe une application linéaire, notée f’(z) : R" — R, telle
que :

f@+h) = f(z)+ f'(z)(h) +o(h) ,

ot o(h) désigne une fonction qui a la propriété : % — 0 quand h — 0.

Méme si cette remarque peut sembler évidente, nous notons que la
dérivation est ainsi définie sous la forme d’un développement limité et que
(peut-étre ?) faire un dévelopement limité pour calculer une dérivée n’est
pas totalement absurde 19),

Pour passer & une formulation (plus rassurante) avec des dérivées par-
tielles, il suffit de choisir une base de R™ que nous noterons (e;); et qui n’est
peut-étre pas la base canonique (sacrilege!) : en écrivant h = hiej + hoes +
-+~ hpen, le terme correspondant a la dérivée s’écrit :

f'@)(h) = hof'(z)(e1) + haf'(z)(e2) + -+ hnf'(x)(en) ,

et on voit facilement que, pour tout i, f'(x)(e2) = ggﬁ: () et donc :
/ _ 5, 9 9f of
P =g @)+ @)+ w).

Hélas, si vous étes réfractaire au Calcul Différentiel, vous n’étes pas tout a
fait au bout de vos peines car cette égalité peut étre vues de deux fagons;
on peut d’abord 'interpréter sous une version matricielle car f’(x) est une
application linéaire de R™ dans R et on peut exhiber la matrice dans la
base (e;);, que 'on notera D f(x). C’est une matrice 1-ligne — n colonnes qui

s’écrit :
i) = rw - L@ L ).

o0x1 v o0x; Oxy,

(10). meéme si malheureusement, ce réflexe “naturel” s’observe relativement rarement chez
les étudiants ...
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Si on introduit le vecteur colonne des coordonnées de h :

on a :
f'(x)(h) = Df(x).H ,

le membre de gauche étant la version intrinseque (indépendante du choix
d’une base), le membre de droite étant la version non intrinseque (on a
choisi une base) et le “.” désigne un produit de matrices.

La deuxieme interprétation que l'on peut donner de cette égalité est
celle d'un produit scalaire, ce qui nous conduit a la notion de “gradient”.
On note :

of of

0
Vi@ = @+t gt /

@ei+ -+ (@),

et on a, pour tout h :
f(@)(h) = (Vf(x),h) .

Cette écriture renvoie au théoreme de représentation des formes linéaires
(trivial en dimension finie). Il est & noter que le gradient est un vecteur de
R™ : il “vit” donc dans le méme espace que x, ce qui sera fondamental dans
les méthodes de gradient. Il dépend aussi de la base choisie et nous utilise-
rons numériquement cette propriété pour choisir (si possible) le “meilleur”
gradient.

L’intérét de notre exemple va étre d’illustrer ces notions, en tout cas
deux d’entre elles. Par un simple calcul, on a :

flx+h)=f(z)+ %(Ax,h) + %(Ah,x) —(b,h) + %(Ah, h) .

On a d’abord, en utilisant Cauchy-Schwarz :

(Ah, h)
0<
I

< |[Ah]|

et comme ||Ah|| — 0 quand h tend vers 0 par continuité de l’application
linéaire h — Ah, on voit que le dernier terme est le o(h) apparaissant dans
la définition de la dérivée.

L’application h +— 3(Az,h) + L(Ah,z) — (b, h) est linéaire et cest le
f'(x)(h) cherché car on sait que f est dérivable puisqu’elle est polynomiale.
Nous insistons sur la forme de ce terme qui apparait naturellement sous la
forme d’une application linéaire.
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Pour passer au gradient, il faut écrire cette expression sous la forme
du produit scalaire d’'un certain vecteur avec h et c’est une opération non
triviale qui nécessite 'introduction de la matrice transposée de A, notée A*.
On a ainsi :

, 1 1 1 1.,
f(x)(h) = i(A:L',h) + i(Ah,x) — (b,h) = <§A:L'+ §A x—bh),
et, sans supposer A symétrique, on aboutit & V f(z) = %AZL‘ + %A*m — b qui
devient V f(z) = Az — b quand A est symétrique.

Si z est le point de minimum de f sur R", on a donc V f(z) = 0 et donc
Az — b = 0. L’unique solution du probleme d’optimisation est donc solution
du systeme linéaire.

La réciproque est aisée car, en rassemblant les informations ci-dessus, on
s’apercoit que, pour tout h :

flx+h)=f(z)+ (Az —b,h) + %(Ah,h) .

Si Ax = b, comme (Ah,h) > 0 si h # 0, on constate que f(z + h) > f(x)
pour tout h # 0 et donc z est 'unique point de minimum global strict de f
sur R™.

Cette preuve “ad hoc” cache, en fait, une propriété plus générale : notre
argument resterait valable si f était une fonction strictement convexe (et
dérivable). Nous renvoyons le lecteur aux exercices sur ce theme.

Nous insistons sur le caractéere fondamental du résultat de cette section
pour ’Analyse Numérique : quand A est symétrique avec toutes ses valeurs
propres positives, on peut choisir de résoudre directement le systeme linéaire
OU de changer completement d’approche et d’utiliser une méthode de mini-
misation comme les méthodes de gradient décrites dans la section suivante.
Cette souplesse est intéressante car elle permet, suivant les cas, de se tourner
vers la méthode la plus performante (ou, de maniére moins avouable, vers
sa méthode préférée...).

Exercice 9.

1. Reprendre le paralléle de l’exercice 4 au niveau numérique : discrétiser
le probleme variationnel et étudier les liens avec le schéma numérique pour
léquation associée.

2. Méme question pour l’exercice 4.

1.5 Meéthodes de gradient pour la résolution de
probleme d’optimisation

Les méthodes de gradient sont des algorithmes itératifs permettant de
résoudre numériquement des problémes d’optimisation dans RY ; ils utilisent
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de maniere fondamentale le gradient de la fonction a minimiser, d’ou leur
nom.
Pour étre plus précis, on veut résoudre le probleme général :

Trouver 2o, € RN tel que J(o) = min J(x)
zeRN

ol J est une fonction de classe C! sur RV,

1.5.1 Premier essai : méthode du gradient a pas constants

Pour démarrer le processus de minimisation, on se donne un point de
départ xy et on cherche simplement z; tel que J(x1) < J(z¢). On suppose
que VJ(xg) # 0 (sinon on est peut-étre au point de minimum ? en tout, cas
ce serait vrai dans le cadre de la section précédente.).

Si on se limite a chercher 1 proche de zg, on peut poser z; = xg + h
avec I'idée que, pour h est petit, on peut utiliser la différentiabilité de J. On
a donc :

J(zo+ h) = J(xo) + (VJ(x0),h) + o(h) .

Si le “0” est vraiment négligeable, trouver le plus petit J(zg + h) possible
revient a trouver un produit scalaire minimal et, comme Cauchy-Schwarz
nous dit que :

(VI (o), h) = =[[VJ (o)][.||1]]

avec égalité si et seulement si h est colinéaire & V.J(xg) et de direction
opposée, on est conduit a envisager le choix : h = —pV.J(xg) avec p > 0
petit (car il faut s’assurer que le “0” ne joue pas de role).

Ceci est naturel du point de vue de la physique car il s’agit de la “direc-
tion de plus grande pente”, direction qu’une bille posée sur le graphe de J
emprunterait pour dévaler la pente.

D’ou notre premier choix, la méthode du gradient a pas constant :
on choisit une fois pour toute un p > 0 petit et a partir du point initial xg,
on calcule les x,, par récurrence via la formule :

Tnt1 = Tp — pVI(Ty) .

Cet algorithme est tres simple (et donc tentant) mais il est hautement
instable comme le montre dans R, ’exemple suivant : si on considere J(z) =
zt on a J'(z) = 423 et donc 11 = z, — 4prd = 2,(1 — 4px2). Si, par
malheur, on a choisi p ou xg trop grand de telle sorte que 1 — 4px(2) < —1,0on
voit facilement que, pour tout n, 1 — 4pr2 < —1 et |zo| < |11| < -+ < |7
En particulier, J(zo) < J(z1) < -+ < J(xy), ce qui n’est pas vraiment le
but recherché... et ’algorithme diverge.
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1.5.2 Deuxieme essai : méthode de plus grande pente

Pour pallier aux défaut de la méthode du gradient & pas constants, on
peut essayer d’optimiser le choix du p & chaque étape (autant que faire se
peut), ce qui conduit a la méthode de plus grande pente (D : on calcule les
Ty par récurrence via la formule :

Tny1 = Tp — pu VI (Tn)
ou (théoriquement) p,, est défini par :

J(@n — pu VI (2y)) = I;lzigl J(xy — pVJ(20)) .

On notera désormais .J(p) = J(zn, — pVJ(2zy,)) (on n’a pas indexé J par n
pour avoir des notations plus légeres; en général, il n’y a pas d’ambiguité
car on travaillera sur J & n fixé).

Nous avons écrit “théoriquement” ci-dessus car il est clair que, numériquement,
on ne tentera jamais de déterminer le vrai p, de maniere exacte. La petite
procédure suivante (méme si elle semble naive au premier abord) se révele
tres efficace en pratique.

On procede par dichotomie de la maniére suivante : on se donne pg > 0
et on pose :

51250/2 s P2=p0 , P3=2po,
a=J(p) . Jje=J(p2) . Jz=J(p3).
Plusieurs cas :

e si j1 < jo, on imagine que le minimum doit étre atteint pour des p plus

petits et on déplace les points vers la gauche comme suit :

pr=p1/2 . Py=p3/2=p] . P3=p3/2=7p5,

ol on a noté avec un " les nouvelles valeurs alors que le ¢ fait référence aux
anciennes valeurs. Et on reprend la procédure avec ces nouvelles valeurs.

On remarque qu’a cause de la forme de pi, p2, p3 et des changements
ci-dessus, la nouvelle itération ne demandera que le calcul d’'un seul j; (ici
j1) donc elle sera peut couteuse. Cette remarque restera valable dans tous
les cas.

® si j; > jo > j3, on imagine cette fois que le minimum doit étre atteint
pour des p plus grands et on déplace les points vers la droite comme suit :

pl =201 =p3 , py=205=p3 , p5=205.

e si j1 > jo et jo < js, la procédure s’arréte et, ou bien on considere que
p2 est le point de minimum cherché, ou bien on utilise une interpolation par

(11). “steepest descent method” en anglais
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un polynome de degré 2 pour affiner (du moins, on 'espere) la valeur de ce
point.

Munie de cette procédure de calcul du “p optimal”, la méthode de plus
grande pente est assez robuste et elle marche assez bien a condition d’initia-
liser convenablement le py (le p optimal de 'étape précédente est rarement
un mauvais choix...).

Le théoréme suivant montre que cette méthode converge si J est de classe
C? et si elle est convexe coercive.

Théoréme 1.11. On suppose que J est de classe C? et que, pour tout x €
RY
D?J(x) > ald (a>0).

Alors la méthode de plus grande pente converge vers l'unique point dce mi-
nimum (global) de J sur RY.

Preuve : On rappelle que 'hypothese sur J a deux conséquences : pour
tous z,y € RV, on a :

(i) J(y) = J(@) + (VI (@),y —x) + Sy — all?,

(i) (VJ(y) — V(). — ) > ally — ||
La preuve de ces deux propriétés est laissée en exercice (mais on peut
suggérer au lecteur de reviser la formule de Taylor avec reste intégral...).

De la premiere propriété, on déduit que J est coercive (en prenant par
exemple x = 0) et donc J atteint son minimum en un point z, qui vérifie
VJ(zs) = 0. 11 est difficile de louper I'unicité qui est une conséquence de
(i) ou (ii) au choix ; par exemple (i) nous dit :

« .
J(y) > J(weo) + Sy = ool > J(wc) 81y # Toc

et donc zs est clairement le seul point de minimum. De (i) ou (ii), on
tire aussi que Zo, est le seul point ou le gradient de J s’annule (propriété
remarquable des fonctions convexes coercives).

Pour prouver la convergence de la méthode de plus grande pente, on
examine, pour chaque n, le probleme d’optimisation de J. Il est & noter que
J est coercive, donc le minimum est atteint (p,, existe), et que J est de classe
C! avec pour tout p :

J'(p) = —(VJ(acn - pVJ(:rn)),VJ(xn)> :

Cette formule montre que J'(0) = —||V.J(x,)||? et donc 0 ne peut étre point
de minimum que si V.J(x,) = 0 et donc on aurait x,, = 2 [et donc xp = o
si k > n| et la convergence.

Sinon p, > 0 et on peut réécrire égalité J’ (pn) = 0 sous la forme :

(VJ(@n41), VI (2y)) =0 .
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Ce qui s’interprete comme le fait que deux directions de descente consécutives
sont orthogonales.

On s’intéresse maintenant au valeur des J(x,,) : par le choix de p1, p2,- - - , pn,
on a:

J(xn) < J(xp—1) <--- < J(x1) < J(20) -
En particulier, tous les points z,, appartiennent au convexe compact :
K:={zeR"; J(z) < J(z0)} .
On utilise alors 'inégalité (i) :
T(n) 2 (@) + (VI (@ng). T = 20) + 5 llnss — 2l
Mais xp41 — xp = —pnVJ () et donc :
(VI (@nt1)s st — &) = —pu (VT (@ni1), VI () = 0.

Il en résulte : o
§H$n+1 - $nH2 < J(@n) = J(@n41) S

ce qui, compte tenu du fait que la suite (J(zy)), est décroissante, minorée
donc convergente, montre que ||z, 41 — xp|| — 0.

Pour conclure, on utilise le caractere C2 de J et le théoréme des accrois-
sements finis : D?.J étant borné sur le convexe compact K, on a :

HVJ(a:n)HQ = (VJ(20),VI(zn) = VI (Tn11))
< VI (@n)llIVI(@n) = VI (2n41) ]
< ClIVI(@n)ll[en+r — anl] -

Et on en déduit que ||V J(z,)|| — 0.
Enfin, par la propriété (ii) et le fait que VJ(2) =0 :
Slan =zl < (VI(@n) = Y (00), 0 = o)

< (VI @n)[||2n = zool|

et donc a|z, — || < ||VJ(z,)|| — 0, ce qui conclut la démonstration.

Un inconvénient de la méthode de plus grande pente :

Si on utilise cette méthode pour minimiser dans R?, la fonction :

flz,y) = %(ﬁ +2y%)

a chaque étape, on a :
Tn4+1l = Tn — Pndn ,
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Yn+1l = Yn — 2PnYn ,

avec Tp41%n + 4Yn+1yn = 0 qui traduit (VJ(2n41), VJI(zy)) = 0. Ce qui

donne : ) )

Lo+ 20

xp +4yn T
En examinant d’un peu plus pres le processus de minimisation, on constate

qu’on tourne autour du point de minimum (0,0) sans jamais l'atteindre,

chaque étape étant relativement inefficace...

0<pn=

Cet exemple tres simple suggere deux remarques :

1. Peut-étre a-t-on mal choisi le gradient ! On rappelle que le lien entre la
différentielle de J (objet intrinseque) et un gradient VJ se fait via le choix
d’un produit scalaire (-,-) par la formule de représentation :

J'(x)(h) = (VJ(z),h) pour tout h € RY .

o o

Donc le choix VJ(x) := (8 (), (x)) lié & celui du produit sca-
x1

" Orn
laire standard dans RY n’est pas le seul possible.

Choisir un produit scalaire revient a choisir une matrice A symétrique
définie positive car on sait que, si (-, -) est un produit scalaire, il existe une

telle matrice A pour laquelle on a, pour tous z,y € R :
(z,y) = (Az,y) .
Donc, pour tout h € RV :
J'(@)(h) = (VJ(x), h) = (AVJ (2), ),

et on en déduit que V.J(z) = AV.J(z).

Tous les gradients possibles se déduisent du gradient standard en ap-
pliquant une matrice symétrique définie positive. Le probléeme du choix du
gradient s’appelle probléme de préconditionnement; un bon choix de gra-
dient peut accélérer la convergence.

Sur ’exemple ci dessus, avec le produit scalaire :

<($, y)’ (‘/Elv y,)> = xa’ + 23/3/ ,

il est facile de voir que Vf(z,y) = (z,y) et la méthode converge en 1
itération. Donc on a effectivement accéléré la convergence !

Le préconditionnement peut jouer un role par exemple pour des fonctions
du type :

1
J(x) = i(Am,x) + F(x),
quand A est une matrice symétrique définie positive, et surtout quand

on pense que la fonction F € CY(RY) a un moindre effet sur la mini-
misation (“petite” perturbation). Evidemment utiliser le produit scalaire
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donné par A est tentant mais il ne faut pas oublier que le calcul du nou-
veau gradient nécessitera a chaque étape la résolution du systeme linéaire
AV.J(z) = V.J(z) et souvent on préfere utiliser une matrice plus simple (par
exemple, la diagonale de A ou une sous-matrice qui rend la résolution du
systeme linéaire plus simple).

2. Le préconditionnement n’étant pas tout & fait évident et étant par-
fois coliteux, on peut se dire qu’on devrait mieux utiliser les informations
“passées” pour mieux choisir la direction de descente ; par exemple, pourquoi
ne pas utiliser VJ(z,—1) en plus de V.J(z,) pour déterminer une meilleure
direction de descente a partir de x,, 7

Cette idée conduit a la méthode du gradient conjugué, décrite dans
la section suivante, qui consiste a utiliser des directions de descente différentes,
notées wy,.

1.5.3 Troisieme essai : méthode du gradient conjugué

Cette méthode peut étre décrite comme suit :

Initialisation : On choisit un point de départ g € RY et on pose ry =
wo = VJ(xg) et on calcule 21 par la méthode de plus grande pente.
Itération : x,,7,_1,w,_1 étant connus, on pose :

T = VJ(zy)

Wy = Ty + Opwp_1
avec

. (T’n,?"n - Tn—l)
f, = L n " Tnol)
71|

Tp41 = Tn — PnWn

ou (théoriquement ici aussi) p, est solution du probléme d’optimisation :

J(pn) = min J(p) ,

ou J(p) = J(zn — pwy).

La méthode du gradient conjugué ressemble donc a la méthode de plus
grande pente, & part qu’ici on utilise une direction de descente qui n’est plus
le gradient. On va maintenant justifier I'utilisation de telles directions w,
avec des formules aussi curieuses.
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1.5.4 Justification de la méthode du gradient conjugué

Si on suppose que 'on démarre proche de la solution s, cherchée et si J
est assez réguliere, la formule de Taylor (en se souvenant que VJ(x) = 0)
montre que :

T(@rso + 1) = J(ao) + 5 (D*T (o), h) + of| A1)

Au o([|h||?) pres, on est donc essentiellement ramené & la minimisation d’une
fonction quadratique avec une matrice D?J(x,) positive puisque 1’on est en
un point de minimum.

On va donc se restreindre au cas des fonction J du type :

T@) = 5(Az,2)

ol la matrice A est symétrique définie positive.

On se fixe alors I'objectif suivant : connaissant x,, et w,_1 (direction de
descente qui a servi a calculer x,,), on veut déterminer la meilleure direction
de descente w,, a utiliser a partir de xz,,, c’est-a-dire celle qui donne la valeur
minimale de J(z,41), avec la restriction que w,, est dans le plan engendré
par v, = Ax, et w,_1. En d’autres termes, on cherche 8,, tel que, si :

Wy = Tp + enwn—l )
on ait :

rglzig J(xy — pwy) = Ieneillg I,?zig J(xn — p(rn + Owy—1)) .

On rappelle tout d’abord que la minimisation de J(p) = J(zp—1—pwp—1)
qui a conduit au point x,, [détermination du p optimal] et I’égalité J'(p,—1) =
0 se traduit par (r,,w,—1) = 0.

Ensuite on calcule J(x,, — pw) pour w = ry, + Owy_1 :

J(xn — pw) = J(xp) — p(Azp, w) + %pz(Aw,w) .

Comme Az, = r,, la propriété rappelée ci-dessus implique que (Ax,,w) =
l[rnl]? et : .
J(an = pw) = J (wn) = pllral [* + 59* (Aw, w) .
Le minimum en p se calcule facilement pour ce polynome de degré 2
et un calcul élémentaire permet de voir que pour rendre ce minimum en p

minimal par rapport a 6, il suffit de minimiser par rapport a 6 la quantité
(Aw,w). Pour celaa, on la réécrit :

(Aw,w) = (Ary, ) + 20(Ary, wp—1) + 92(Awn_1,wn_1) .
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On s’intéresse d’abord a (Ar,, w,—_1); comme T, = Tp_1 — Pp—1Wp—_1 €t
que l'on peut supposer que p,_1 # 0, on a :

1
Wp_1 = (Tp—1 — ) et donc Aw,_1 = ——(rp—1 — ) -
Pn—1 Pn—1
Il en résulte :
1
(Arp, wn—1) = (T, Awp 1) = ——(rn, "n—1 —10) -
Pn—1
D’autre part :
1 1
(Awnfla wnfl) = (rnfl — Tn, wnfl) = (Tnfla wnfl) .
Pn—1 Pn—1

Mais comme w;,_1 = T—1 + 0,_1wy,_o par I'étape précédente et que 'on a
(rn—1,wn—2) = 0, on a finalement :

(Tn—lawn—l) = ||Tn—1‘|2 + en—l(rn—hwn—Q) = ||Tn—1’|2 .
Finalement :

(Aw,w) = (Arp, ) +

(29(Tna m—1 — rn) + 92“7“71*1”2) ’
Pn—1

et la minimisation en # donne un optimum pour :

(Tna Tn — Tn—l)

0 =
" [Irn—all?

Ce qui justifie bien la formule annoncée.
L’efficacité de la méthode du gradient conjuguée est démontrée par le
résultat suivant :

Théoréme 1.12. Pour des fonctions du type :
1
J(x) = i(Ax,x) - (b,x),

dans RY o0 A est une matrice symétrique définie positive et b € RV, la
méthode du gradient conjugué converge en moins de N itérations, quelle que
soit la donnée initiale.

Remarque : Comme on sait que minimiser une telle fonction est équivalent
(sous les hypotheses du théoreme) a résoudre Az = b, on a une méthode de
résolution d’un systeme linéaire qui converge en N itérations.

Nous laisserons la preuve en exercice : elle est basée sur deux ingrédients ;
d’abord, grace a une simple translation en x, on se rameéne au cas ou b est
nul (on utilise une translation par la solution unique de Az = b); le point
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de minimum devient donc 0. Puis on applique le lemme suivant dans lequel
on utilise le produit scalaire naturel :

(z,y) = (Az,y) pour z,y € RV .

Les propriétés d’orthogonalité du lemme suivant font donc référence a ce
produit scalaire.

Lemme 1.6. Pour tout n > 0, x,41 est le vecteur de l’espace engendré par

Ty Wiy Wp—1, -+ ,Wo qui est orthogonal o Eni1 = Vect(wn, wp—1, - ,wo)
et tel que xpy1 — xn € Enqp1. De méme, wyiq est le vecteur de l’espace
engendré par Tpil,Wn,Wn—1,- - ,Wwo qui est orthogonal a Fny1 et tel que

W1 = Tntl € Engr.

La méthode du gradient conjugué s’apparente donc a un procédé d’or-
thogonalisation de Gram-Schmidt pour le produit scalaire adapté (-,-). Le
résultat découle immédiatement du lemme puisque les w pour 0 < kK < N—1
sont linéairement indépendants et donc Exy_; = RN et zx_; qui est ortho-
gonal & En_; est donc nul (c’est donc le point de minimum de J).

1.6 Un résultat de convergence pour le schéma
numérique

Nous avons décrit plusieurs méthodes pour calculer numériquement une
approximation U (qui dépend de Az) de la solution du probleme de Di-
richlet. Il est maintenant temps de se demander en quel sens U approche
la solution de (1)-(2). La dépendance en Az devenant ici importante, on
rappelle que I’on note aussi h la quantité Az et on notera U" = (ué‘)j la
solution discrete associée.

On pose Ej, := max lu(jh) — u?\ ; Ep, est erreur commise avec un pas
1<5<

de discrétisation h, mesurée avec la norme du sup.
On a le résultat de convergence suivant :

Théoréme 1.13. On a :
- Si f €C%([0,1]), En = O(R?).
- Si fec(o,1]), E, = O(h).
- Si feC([0,1]), Ep, — 0 quand h — 0.

Le sens de ce résultat est tres clair : on a un schéma d’ordre 2 et la conver-
gence est effectivement d’ordre 2 (en O(h?)) si la solution est suffisament
réguliere. Car I’énoncé devrait étre (on le verra mieux dans la preuve) :

— Siuec40,1]), E, = O(h?).

— SiwueC3([0,1]), B, = O(h).

~ Siu e C%0,1]), B, — 0 quand h — 0.
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Cette régularité de u intervient via la consistance : contrairement a ce que
nous avons fait dans la partie sur les schémas numériques ou la consistance
était “testée” a l’aide de fonctions C*° quelconques, nous allons ici injecter la
solution elle-méme dans le schéma et, suivant sa régularité, nous obtiendrons
une évaluation de 'erreur de consistance assez différente.

Preuve : On procede en plusieurs étapes.

Etape 1 : estimation de ’erreur dans le schémas. On se place dans le
cas ot f € C2([0,1]). On va poser U := (i;); ot ii; = u(jh) pour 1 < j < N,
en utilisant aussi la convention 4y = a1 = 0. U désigne donc I’élément de
RY correspondant a la solution exacte.

Nous allons évaluer ’erreur commise dans le schéma en remplacant la
“yraie” solution U = U™ par U, i.e. on va évaluer :

U1 U — 2
(Az)?

U
J
*fj.

On va faire un calcul de type consistance mais d’'une maniere un peu plus
précise. Si D := 11 + @j—1 — 2Uj, on a :

Zj

Dj = (w(zj1) —u(zy)) — (w(zj) —u(zj—1)) = /xj+1 u'(t) dt—/ o () dt .

J Jj—1

On va maintenant intégrer par parties en se souvenant que u est de classe
C* puisque f est de classe C2.

. Tj4+1
D = [(t=zu' ()] - / (t— ajp)u’(t) dt
Tj

—[t ==z ®)],  + /Ij (t —2j-)u”(t) dt .

j—1

On remarque que les termes tous intégrés s’éliminent et on recommence :

D, = - [(t - xj-l-l)u//(t)} Tit + /IjJrl (t— xj+1)2u”’(t) dt
2 Zj x; 2
(t _ $j*1)2 " %3 /Ij (t _ $]'*1)2 "
| —u (1 — ——u(t) dt .
— ( >LH i . (t)

7—1

Un calcul des termes tous intégrés et une derniere intégration par parties
donne :

Tjiq t— . 3
D; = h2u"(xj)—/ ’ (?Jrl)u(‘l)(t) dt
T

T . 3
+ / 7 Wu(“)(t) dt .

j—1
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En majorant les deux intégrales par I'inégalité | [---| < [|---| puis |[u®(2)]
par |[u®]|o = [|#”]|00, on trouve finalement que :

Dj = h*u (z;) + &,

avec :

~h h "

4 < 1 o
Et donc :

1 -
(1.17) —ﬁAU:F—i-eh,
avec el = (e?)j ol e? = ﬁé?’ On a donc :
h h? "

(118) e Jeh] < T e

On notera A" la quantité %Hf”HOO.

Etape 2 : erreur de consistance et estimation d’erreur. On veut
déduire de (1.17)-(1.18) une estimation de U — U pour la norme du sup (et
pas seulement en norme euclidienne). On proceéde comme pour la stabilité
du schéma en introduisant W qui sera ici la solution associée a G' = (1);
(toutes les coordonnées de G sont les mémes et elles sont égales a 1). Ce
schéma est associé au probleme de Dirichlet :

—w”" =1 avec w(0) =w(1) =0,
dont la solution se calcule facilement :

w(zx) = %x(l —x).

Des calculs assez simples montrent qu’en fait, on a une résolution exacte du
systeme linéaire dans ce cas particulier et que W = (w(z;));.
Un simple calcul montre que :

1 -
—ﬁA(U—U—i—)\hW) >0,

ou nous rappellons que cette inégalité signifie que toutes les coordonnées du

vecteur —%A(U — U + A"IV) sont positives ou nulles. De méme,

1 ~
—ﬁA(U—U+>\hW) >0.

En utilisant le principe du maximum discret, on en déduit :

U-U+\Nw>0,
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et : _
U-U+\N'w >0,

ce qui conduit a :

h
nax. jul} — ) < A" nax, wiz))l < <

Ceci termine la preuve dans le cas C? oll 'on a une estimation completement

explicite.

Etape 3 : les cas f € C([0,1]) et f € C!([0, 1]). Plusieurs preuves sont pos-

sibles : soit une preuve directe en modifiant la maniere d’estimer — h%Af] —F,

soit par approximation.

Nous choisissons la deuxieme méthode qui consiste a approcher f par
une suite (f-). de fonctions de classe C2; on note u. la solution du probleme
de Dirichlet associée a f. et U, la solution du schéma associée a F. avec des
notations naturelles. De méme on introduit UE et E} 'erreur analogue a £},
mais entre la solution u. et Us.

Par I'inégalité triangulaire, on a :

Ep, < 11U = Uelloo + B + |IU = Uelloo

et on examine les termes du membre de droite : par le principe du maximum
pour I’équation continue, on a :

- - 1
U = Uelloo < | — tel|oo < SIIf = felloo -

De méme, en recopiant I’argument de 1’étape 2 ci-dessus :

1 1
HU_ U&Hoo < gHF_ FEHOO < g”f_ f£||oo .

Enfin, par le résultat des étapes 1 et 2, on a :

e h2 1!
E; < 5ol e

1 h?
Eh < ZHf_szoo + %Hfa HOO .

Une suite (f:). étant choisie, il s’agira ensuite de déterminer le meilleur &
possible, c’est-a-dire celui qui donne la meilleure estimation, donc le membre
de droite le plus petit.

Pour cela, précisons le choix de la suite (fe).. On peut d’abord prolonger
la fonction f & R tout entier en une fonction continue ou C! qui est & support
compact. On régularise alors f par convolution :

ﬁ@wiéﬂw%@—mw,
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ou (pg)e est une suite d’approximation de I'unité, typiquement :

t
p(t) = —p(=) pour tout t € R,
€

ou p est une fonction C* positive, paire, & support compact dans | — 1, 1] et
telle que [ p(y)dy = 1.
11 est 12) bien connu que, si f est de classe C! alors

C

If = fllow < Co et £l < <,

pour une certaine constante C dépendant de f et de p, alors que si f est
seulement continue :

C
If = felloo < x(e) et |IfE HOO—627

ou x est un module de continuité de f, donné par exemple par :

x(t) = sup |[f(x) = F()l -

lz—y|<t
Si f est de classe C!, on a donc :

1 h?C
C il
T 96z

et le minimum en € est atteint pour € = ch, ¢ étant une constante explicite,
et on a bien Ej, = O(h).
Si f est seulement continu, on a :
1 h% C
En < —x()+ —=—;
hs e+ 55

le calcul du e réalisant le minimum n’est plus possible mais en prenant
e = h'/2, on voit bien que le second membre tend vers 0.
1.7 Annexes : Rappels d’Analyse Hilbertienne

On note H un espace de Hilbert, (-, -) son produit scalaire et ||-|| la norme
associée. On rappelle la propriété caractéristique de la norme, I’égalité de la
médiane :

o+l + [l = yl* = 2 (][] + |lylI*)  pour tous =,y € H .

Le résultat fondamental est le suivant :

(12). ou devrait étre ... le lecteur est vivement encouragé a redémontrer ces estimations
en guise d’exercice.
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Théoréme 1.14. (Théoréme de projection) Soit K un sous-ensemble convexe
fermé, non vide de H et soit x € H. Il existe un unique point y € K tel
que :

[l = yll = min [jz —2[| .

De plus, y est l'unique solution dans K de l'inéquation variationnelle :
(r—y,z—y) <0 pourtout z € K .

Preuve : {||x —z||; z € K} est un ensemble non vide minoré de R, il admet
donc une borne inférieure m = inf,c g ||z — z|| et par définition de la borne
inférieure, il existe une suite minimisante (zy,), d’éléments de K, c’est-a-dire
telle que ||z — z,|| — m.

En appliquant 1’égalité de la médiane a “z”= x — z, et “y”= = — 2, pour
n,p € N, on obtient :

llen = 2p|[* = 2 (llz = 2a* + ||z = 2[1*) = [122 — 20 — 2[* .

Mais :
Zn + Zp H2
’

||2m—zn—zp|\2:4“x— 5

et, comme K est convexe, @ € K donc ||z — @H > m. Il en résulte :
llen = apll* < 2 (llz = 2al* + [lz = 2||?) — 4m?;.

En utilisant le fait que ||z —2y,||2, ||z—2,||* — m?, on déduit de cette inégalité
que la suite (zy, ), est de Cauchy donc elle converge vers un élément y qui est
dans K car les z, sont dans K et K est fermé. Par passage a la limite, en
utilisant la continuité de la norme, on obtient ||z —y|| = m puisque ||z — 2, ||
converge a la fois vers m (par définition) et vers ||z — y|| (par continuité de
la norme). Une superbe application de I'unicité de la limite !

Pour 'unicité, on raisonne par I'absurde : s’il existe v,y € K tels que
||z —y|| = || — || = m, on réutilise 1’égalité de la médiane avec “z”=xz —y
et “y”=x — 3 ; par le méme argument que ci-dessus, on déduit :

ly = I <2 (lla =yl + ||z —y'|[}) —4m® =0.
D’ou 'unicité.
Pour l'inéquation variationnelle, on “teste” Iinégalité ||z — y||? < ||z —

z||? pour tout z € K, en chageant z en tz + (1 — t)y pour t €]0,1[. Cette
combinaison convexe reste dans K puisque y, z € K et, en écrivant :

lo—(tz4 (1= = [lo—y+t(z—y)II” = [lo—yl*+2t(x—y, 2—y)+*||z—y|[*

on déduit :
2(z —y, 2 —y) + ||z —y|[> > 0.
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Il suffit de diviser par t > 0 et de faire tendre ¢ vers 0 pour obtenir
I’inéquation variationnelle.

Enfin, pour montrer que y est 'unique solution de cette inéquation va-
riationnelle (I.V.), on procede par ’absurde en considérant un autre élément
y" de K qui la satisfait. En prenant z = 3’ dans 'LLV. de y et 2z = y dans
celle de 3/ et en les sommant, on a :

@—yy -y +@-yv,y-y)=0.
Mais le membre de gauche vaut —||y — 3/||>. Contradiction. O

Remarque : Si F' est un sous-espace fermé de H, on peut projeter sur F et si
on note y = pr(x), on montre facilement que pg est linéaire, continue et que
llpr(z1)—pr(z2)|| < ||x1—22]|, pour tous 1, x9 € H, cette derniere inégalité
étant aussi vraie quand on projete sur un convexe feermé quelconque.

Théoréme 1.15. (Théoréme de représentation de Riesz) Si L est une forme
linéaire continue sur H, il existe un unique élément a € H tel que :

L(z) = (a,z) pour toutz € H .

Preuve : On note F' = ker(L). F est un sous-espace fermé car L est continu.
Si L n’est pas identiquement nul (sinon a = 0 convient), il existe x € H tel
que L(z) # 0. On note y la projection de z sur F. L’inéquation variationnelle
implique que :

(r—y,z—y) >0 pourtout z € F,

mais F' étant un sous-espace vectoriel, on peut prendre z = y+h, h décrivant
F puis on peut changer h en —h. On aboutit donc a la relation d’orthogo-
nalité :

(x —y,h) >0 pour tout h € F .

On note b = x — y; comme L(b) = L(x) # 0, b # 0 et on va maintenant
prouver le :

Lemme 1.7. H = F P Rb.

L(2)

Preuve : Si z € H, un calcul immédiat montre que z — Wb est dans F

et donc z = %b 4+ Z avec Z € F et cette décomposition est unique car le

coefficient de b est imposé par le calcul de L(z). O
L(z)

On pose alors a = Wb et on utilise la décomposition d’un z quelconque
de H comme ci-dessus. Comme (a,z) = 0 puisque zZ € F et donc (b, z) =0,
on déduit :

L),

_ L(z) L(zx) oy
((I, Z) - L(b) (CL, ) L(b) ||bH2( ) ) - L(Z) ’
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puisque L(b) = L(x). O

Remarque : Ce théoreme sert a résoudre des équations : par exemple, c’est
le théoréme de Lax-Milgram. Exemple : si f € L2(]0,1[) et si H = H(]0, 1[),
en utilisant le Théoreme de Riesz pour le produit scalaire :

1
(u,v) = /0 (' ()0 (t) + u(t)v(t)) dt,

et la forme linéaire continue L(u f f(t)u(t) dt, on résout formellement

) =
—u" +u = f avec u(0) =u(l) =0.
1.7.1 Convergence faible

Définition 1.6. On dit que la suite (zy,), d’éléments de H converge faible-
ment vers | € H si, pour toute forme linéaire continue L, (L(xy,)), converge
vers L(l) ou de maniére équivalente si, pour tout a € H, (a,zy) — (a,l). Si
(Tn)n converge faiblement vers l, on note x, — l.

Exemples (sympathiques ou moins sympathiques) :

1. En dimension finie, on peut utiliser pour L les formes linéaires coor-
données, z = (x1, -+ ,xn) — x; pour 1 < i < N et donc la convergence
faible implique la convergence de toutes les coordonnées donc la convergence
classique. Nihil novi sub sole !(13)

2. En dimension infinie, ¢a se gate : si H = I2(N) := {y = (Yn)n ; dopp Y2 <
+oo}, muni de la norme :

+00
Iyll? =" w2,
1=0

on note e, = (0,---,0,1,0---0,---) la suite qui ne contient que des 0 sauf
un 1 & la nieme place. (ey), est une base hilbertienne de H. On a simul-
tanément :

~ |len]| =1 pour tout n,

— ey, — O0:eneffet,sia = (ap), € H, (a,e,) = a, — 0 car la convergence

de la série implique que a, tend vers 0.

Cet exemple ol I'on a a la fois ||e,|| = 1 et e,, — 0 montre bien la différence
entre convergence faible et convergence forte (i.e. en norme), et la difficulté
de manipuler une telle notion.

3. Autre exemple, dans H = L?(]0, 1), la suite de fonctions u, (t) = sin(27nt)
converge faiblement vers 0 (Lemme de Riemann-Lebesgue) et pourtant sa
norme L? reste constante (exercice!).

(13). rien de nouveau sous le soleil.



74 CHAPITRE 1. EQUATIONS ELLIPTIQUES

Remarque : Il faut faire bien attention a la définition : on doit considérer
les suites (a, x,) pour a FIXE. Si (Zn)n €t (Yn)n convergent faiblement, on ne
sait rien a priori de (z,, y,) : on en a vu des exemples ci-dessus avec y, = .
De méme toute opération non linéaire sur les suites convergeant faiblement
sont problématiques (cf. ci-dessus sin(27nt) qui converge faiblement vers 0
mais pas sin?(27nt)!).

Nous passons maintenant au résultat de compacité qui fait 'intérét de
I'introduction de la notion de convergence faible.

Théoréeme 1.16. Dans un espace de Hilbert H, de toute suite bornée, on
peut extraire une sous-suite qui converge faiblement. En d’autres termes, les
bornés sont précompacts pour la topologie faible.

Ce théoréeme montre qu’il y a une différence fondamentale entre la to-
pologie forte (la topologie usuelle de la convergence au sens de la norme) et
la topologie faible car un autre théoreme de Riesz nous dit que les bornés
sont précompacts pour la topologie forte si et seulement si ’espace est de di-
mension finie. Bien str, le théoréme 1.16 est admis dans le cadre de ce cours.

Dans le cadre de la résolution de problemes d’optimisation, ce résultat
nous donne (dans les bons cas...) de la compacité pour les suites minimisantes
mais, compte tenu de la remarque ci-dessus, il n’est pas clair a priori que
I’on sera capable de passer a la limite dans la fonctionnelle pour prouver que
la limite faible d’une suite minimisante est le point de minimum recherché.
Le paragraphe suivant fournit des outils utiles dans cette direction.
Quelques résultats utiles :

Proposition 1.9. Soit J : H — R une fonction conveze de classe C' et
(zn)n une suite d’éléments de H qui converge faiblement vers l. Alors :

lin%inf J(xyn) > J(1).
En d’autres termes, J est sci pour la topologie faible.
Preuve : La convexité et le caractere C! de J implique :
J(y) > J(x)+ J'(z)(y —x) pour tous x,y € H ,

et donc :
J(zn) > J(1) + T (1) (@0 = 1),

et comme J'(l) est une forme linéaire continue, J'(1)(z, — 1) — 0 par la
convergence faible. Il suffit donc de passer a la liminf. O

Remarque : z — ||z||? est convexe et de classe C!, donc, si z,, — 1 :
lim inf ||z,,[|* > ||1]|°.
n

On en a vu deux exemples plus haut avec des inégalités strictes...
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Proposition 1.10. Si z, — [ et si ||x,|| — ||l|| alors z, — (.

En d’autres termes : convergence faible + convergence de la norme =
convergence forte.
Preuve : On écrit simplement :

llam = U7 = [lznll* = 2(1 2n) + |12

et on remarque que, dans le membre de droite (I, 2,) — (I,1) = ||I||? par la
convergence faible alors que les deux autres termes convergent vers ||I||2. O

Remarque : Ce critere de convergence forte est souvent utile quand les
propriétés de compacité sont simplement suffisantes pour passer a la limite
a sens de la convergence faible (via des sous-suites). On récupeére la conver-
gence forte a posteriori.

Exercice 10. Soit a : H x H — R une forme bilinéaire continue, i.e. il
existe une constante M > 0 telle que :

la(u,v)| < M|lu||.||v]|  pour tous u,v € H .
Montrer qu’il existe une application linéaire continue A : H — H telle que :

a(u,v) = (Au,v) ,  pour tous u,v € H .



