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Partie I : une démonstration probabiliste du théoreme de Weierstrass

1. S, est une somme de n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi de
Bernouilli de parameétre x, donc S, suit la loi binomiale de parametres n et x: P(S, = k) = B p(x).

2. a) Etant la probabilité d’un événement, By n(x) est compris entre O et 1.

b) Posons Y ;=1 - X;pourtout/ de [[1,n]] et notons U, la somme des Y;; Y, suit une loi de Bernoulli de
parametre 1 - x etles Y, sont indépendantes. Les événements (S, = k) et (U, = n - k) sont identiques ; leurs
probabilités, By ,(x) pour le premier et B, ,(1 -x) pour le deuxiéme, sont donc égales.

¢) Soit X une variable aléatoire X de Bernoulli de paramétre x. Son espérance mathématique est x x 1 + (1 - x)
x 0 = x ; sa variance est E(X?) - E(X)? = E(X)(1 - E(X)) (car X? = X), donc V(X) = x(1 - x).
La distribution de S, est donnée par p; ;= P(S,, = k) = B ,(x) pour tout k de [[0,n] ].

La somme de ces p, est 1, donc

i. i DBy afrt =1

he==i)

L'espérance mathematique de S, est la somme des kp, ; mais c’est aussi la somme des espérances
mathématiques des X, donc nx. Ainsi

I3}
i. Z By dr) = nr.
dome{}

Comme on voit de voir que E(S,)) = nx, la variance de S, est la somme des (k - nx)zpk; mais c'est aussi la
somme des variances des X; puisque ces derniéres sont indépendantes. Ainsi V(S,, ) = nx(1 - x), et:

il Z‘{k P By et = ne{l — rl.
Lremid
3. Par définition S, est la somme des variables aleatoires S,_4 et X, qui sont indépendantes. Pour 1 sk <n,
I'événement (S, = k) est la réunion des événements disjoints ((S,; = k) et (X,,=0)) et ((S,.4 = k) et (X,, = 1)). On
a donc

Sy = k) = PLSo = PN, =0+ S =8~ DY, = 1]



Ainsi les polynémes By , et (1 -X)By .1 + XBjy.4 5.1 prennent méme valeur en tout réel compris entre 0 et 1.
L’'ensemble [0, 1] est infini donc

Hh.zx - {1 ‘‘‘‘‘ Ax’}jjk.nwi + ‘\'H&*——l‘n—l-

L'evénement (S, = 0) est aussi ((S,.; = 0) et (X, = 0)); donc, pour tout x réel compris entre O et 1, By, (x) = (1 -
X)Bg p-1(X) . Ainsi

By =11~ N} By

4. a) Pour n fixé, le systeme des By , a pour cardinal la dimension de C[X]. Pour montrer que (By ,, By, ...,
B, ) est une base de C[X], il suffit de prouver que c'est un systeme libre.

Pour tout k de [[0,n]], la valuation de By, est k; ainsi By, , n'est pas combinaison linéaire de By.q ., Biso s - - -
B, . Par récurrence descendante finie sur k =n,n -1,n -2,...,0, (B, Bystn, ---.Bp o) estdonc libre ; pour k
= 0 c'est ce qu'il faut.

b) On identifie ici polynéme et fonction polynomiale sur [0,1]. En raison de la liberté de (By ,, By,, ..., Byp) €
noyau de B, est 'ensemble des fonctions f de () telles que f(ikh) = 0 pour tout k de 0 a n. Si f est polynomiale
de degré au plus n et B,(f) = 0 alors, ayant n + 1 zéros, { est la fonction nulle. Ainsi (KerB,)) A (C,[X]) = {0} et
comme B, (C ,[X]) ¢ C ,[X] et que C,[X] est de dimension finie, B, induit un automorphisme linéaire B-de C,

[X].

c) Soit P un polyndme complexe. Soit n un entier au moins égal a deg P . Le polynéme By ~'(P) vérifie B,(Q) =
P . Les autres solutions sont les Q + R ou R est un multiple de X(X - 1A)--- (X - (n - 1yA(X - 1).

5. L'ensemble des valeurs de T,, est {0, 1A,2A,...,(n - 1)A,1}. On a
B = k/n) =P8, = &) = B (x).

L'espérance de f(T,) estdonc | (n k) By n(0f(k) = (B, (H)(x).

i
oo 3

Mais E(T,, ) = =E(S,)) = x; on en déduit
E{AT — HECL)) = (Bu{ [1Ha) = flr
6. On retrouve ici l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev dans un cas particulier.

Reprenons d’abord l'inégalité de Markov. Soit X une variable aléatoire réelle dont 'ensemble des valeurs est
fini. Soita > 0. Alors

, . o B
FXza)= D PX=f<= ) MY =1)=—.
1 f

P N (Ot 2a PE N {0
Posons Y = (X - E(X))? et appliquons ce qui précéde a Y aveca =620l d > 0. Ona E(Y ) = V(X). Ainsi
YN

A =Y 267 € ——.

i

B(X ~ B(X)]

OnaE(T,)=2E(S,) =x et V(T,) =-LV(S,) = J_”;r_ Ainsi

.. r{l— 1}
BT, -2l 26 = i)

nH*

Le maximum de x(1 - x) sur [0,1] est 14. Donc

i
PO, — a2l 6 < —
(T T s

7. Notons ty, f,, ...t les valeurs prises par X ; posons p; = P(X = t;) pour tout i. Les p; sont positifs et leur
somme vaut 1.



Comme ¢ est convexe, I'épigraphe de ¢ est convexe. Le barycentre des points (¢, ¢(t)) de son graphe pour les
coefficients p; est dans I'épigraphe. C’est dire que

il m
v (Zp,h) € Zps;{ tih
gl pemd
Ainsi
SEC ) = E{p(X))

Remarque. Si X est a valeurs complexes, gardant les mémes notations mais avec des ¢; complexes, on a

~ i

o mhis o pit], done [E(X)|< E(]X]). On utilisera ceci dans la question suivante.

i
pum l

8. Cette question utilise le théoréme de Heine. Pour tout & > 0, 6 < 1, notons p(8) la borne supérieure des |f(x)
- f(y)] ol x ety sont des éléments de [0,1] tels que |x - y|< 6. Etant contmue sur le segment [0,1], f y est
uniformément continue, ce qui revient a dire que p(6) tend vers 0 avec d.

On a (B, (N)(x) - fix) = E(RT,) - f(x)). D'aprés la remarque du 7),
B = M < E(AT0 — fla)).
Donnons-nous 6 «]0,1]. Si|T,-x] < & alors |(T,) -f(x)|s p(d) ; sinon on utilise seulement ce qui est toujours
vrai: |(T,) - f(x)|s p(1 ). Ainsi
BT — flanl s 0P, — 2] < 8y + pd LIPUT — 2] 2 61

On exploite le 6) et on majore P(|7,, - x| < 6) par 1. Alors

{1}

B lf = [ s pldh+ o dndd’

Donnons-nous € > 0. On choisit & > 0 assez petit pour que u(d) soit plus petit que 2. Pour tout n 2 .fj_;};l, ona
alors |B,(H)(x) - fix)|s €. C'est dire que B, (f) tend uniformément vers 1.

9. Posons f(f) = g((1 - f)a + tb). La fonction f est continue sur [0,1]; donc la suite (B,(f)) converge uniformément
vers f. Posons P,(x) = (B,(N)((x - ay(b - a)); la suite (P,) de fonctions polynomiales converge uniformément sur
[a,b] vers g.

10. Soit (P, ) une suite de polynémes qui converge uniformément vers f sur R.

Nécessairement la suite (P, -P,) tend uniformement vers 0, donc la fonction P, .4 -P, est bornée a partir d’'un
certain rang ng. Les polynémes constants sont les seuls qui sont bornés sur R. Ainsi il existe un polynéme Q tel
que P,(x) = Q(x) + ¢, pour tout n 2 ng ou (c,,) est une suite complexe. La suite (c,) converge vers un complexe ¢
et (P,) tend vers Q + ¢ uniformément. Ainsi les seules fonctions continues qui sont limites uniformes sur R
d’'une suite de polyndmes sont les polynémes.

Partie ll : Approximation des fonctions hélderiennes

A) Généralités sur les fonctions holderiennes

11. Soit 0 < a = 1; notons 6, la fonction x—x“ de [0,1] dans R. Cette fonction 6, est continue sur [0, 1] et elle
est croissante.

Soit h £]0, 1[. Posons g(x) = (x + h)® - x? pour tout x de [0,1 - h]. Dérivons g ; il vient g'(x) = a((x + h)*" xa;
g est négative, donc g est décroissante et g(x) < g(0) pour tout x entre O et 1 - h. Ainsi (x + h)% - x¥ < A9,

DoncsiOsx <y stety -x < 1alors0=0,(y)-6,x)=(y -x)?; cestvraiaussisiy -x =1,so0itx =0ety
= 1. Donc 8, est dans Lip,,.



La fonction nulle est dans Lip, avec L = 0. Soit f et g dans Lip, et A dans C. Soit L un réel tel que |f(x) - f(y)|s
Lix - y|9 L' un réel tel que |g(x) - g(y)Is L'|x - y|°.

Pour tous x, ¥, |(AN(x) - (ANW)ISIAIL(H]|x - y|? donc Af est dans Lip, ; de plus
7+ gdah — (F +gipil < [Fe) = Flyhi + lgla) — gl < L+ LN - yl”
etf + g estdans Lip,. Ainsi Lip, est un espace vectoriel réel.

12. Soit f : [0, 1] — C; on notera H;l'ensemble des a de ]10,1] tels que f est dans Lip,,.

Sio< a sB <1etxy dans[0,1]alors |x -y <|x - y|°doncsif ¢ Lipg alors f est dans Lip,. Ainsi, si B est
contenu dans Hy, alors ]0,] est inclus dans Hp.

Dire que Hest vide, c'est dire que f n'est pas holdérienne ; on en parlera dans la question suivante. Sinon
notons ag la borne supérieure des a tels que f est a-hdlderienne. Si f est ag-hdlderienne, alors Hyest l'intervalle
10,ap]. Sinon ag n'est pas dans H;; soit a dans ]0,aq[ ; par définition d’'une borne supérieure, il existe 8 dans H;
telque @ < B < ap et comme ]0,0] est inclus dans H;, a est dans Hy ; ainsi Hyest l'intervalle ouvert ]0, ag[.

On distingue donc trois cas.

e ou bien f n'est pas holdérienne ;
e ou bien il existe ag tel que 0 < ay <1 et f est a-hdldérienne si et seulement si 0 < a < a;. Notamment si

ag = 1, f est lipschitzienne.
s ou bien il existe ag tel que 0 < ay < 1 et f est a-hdldérienne si et seulementsi0 < a < ag.

13. Une fonction ¢! est lipschitzienne donc a-héldérienne pour tout a de 10,1].

Une fonction a-holdérienne est continue ; en effet I'inégalité |f(y) -(x)| = L]y -x|* montre que f(y) tend vers f(x)
quand y tend vers x. Donc ¢! ¢ Lip, c®.

La fonction x~ [x- 12| n'est pas dérivable en 12 ; elle n’est donc pas ¢!, Elle est lipschitzienne donc a-
héldérienne pour tout a.

N
T fn

+ quand x tend vers 0. Donc il n’existe pas L > 0 tel que |f(x) - 0)] < Lx® pour tout x et f n'est pas a-
holdérienne.

La fonction f : xe complétée par la valeur 0 en 0 est continue sur [0,1]. Pour tout a > 0, x™¥ f(x) tend vers

On a montré que ¢ est strictement inclus dans n goLip, €t que U 4olip, est strictement inclus dans ¢° .
B) Une majoration de I'erreur
14. Toute fonction hdldérienne est continue ; le 8) s'applique.
15. On a g(x) - B,(g)(x) = E{g(x) - g(T,,)}. D'apres la remarque du 7),
fglal — Bulgie) < Bllglr) — g{La]).
Comme |g(x) - gV)I= LIx - ¥1% on a E(lg(x) - g(T,)|) = LE(|x - T,|). Donc
fgla) — Buf{giril < LE(r - 10"

16. a) Soit a4, a,,...,a, des réels positifs et y4,,,...,y, des réels strictement positifs. Posons s =y, +y,+- -+
yn:

po it pant gt wighng) + yaglan) + - guglay,]
o= - gl o = < -
Sia;=---=a,alors b = ay, ¢ =g(ay) donc g(b) = c. On veut prouver que, sinon, g(b) > c. Posons, pour tout j, s;

=)’1+YZ+“'+Yiv



Qb e gy wiglar} + yaglas) + - yglal
f; = et oy = .
8, Sy

On aen particuliers =s,, b =b,etc =¢, Ona, pouri <[[1,n -1]],

Syl A 1 8,6 + gl )
?),4&1 Bl vl AT BES - .
Si ot el St Hied
Notons (H;) la propriéte : «¢; > g(b)) saufsia; =a, =---= g;».

(Hq) estclaire. Soiti < n,i = 1; supposons H, établi. Alors c; 2 g(b;) dans tous les cas, donc, g étant concave
Ci+1 2 H“,’,ﬂ‘ - = g(b;,1). Mais de plus g est strictement concave ; pour avoir ¢,y = g(b;y4) il faut g(b;) = ¢;
et a;4 = b;; la premiere condition force a4 = a, =---= a;, d'ou b; = a, et la deuxiéme donne alors a4 = a4. On a

effectué la transmission (H;) = (H4). Ainsi (H,,) est établi et c’est le résuitat annoncé.

On introduit maintenant h(x,y) = yg(x¥) et on pose x; = a;y; pour tout /.
Ainsi Xq + Xo+ -+ X, = Y484 + Yolp +- - ypa, = Sh,

hirs g+ hoo yad + o+ hlaa yn V= mglag) + peglaz) + - pglan) = se.
On a h(sb, s)=sg(b) > sc saufsia;=a,=---=a, Cestle résultat voulu.

b) D’'aprés les hypothéses surp et g, onap > 1etq > 1. Lafonction g : x—x*P est strictement concave et le
a) s'applique. La fonction h est donnée par h(x,y) = xPy!-(10) = x 10,14

Posons A = » x!ty!, B ={¥0_, xW, C =30, y)¥e.

by ‘20‘“‘3

On a montré que, pour tous x4, ...,X, positifs et y4,...,y, strictement positifs, A < BC, etque A = BC siet
seulement s'il existe a réel tel que x; = ay; pour tout /.

Supposons maintenant les y; positifs mais peut-étre nuls. L'inégalité A < BC s’étend par continuité mais la
gestion du cas d’'égalité est plus délicate.

Notons / I'ensemble des / tels que x; > O et J I'ensemble des i tels que y;> 0. On a
A= Y T B O
pe i ied e
Sil/ ouJ estvidealors A =BC =0.

Si/ et J sont non vides et disjointes, alors A =0et BC > O0donc A < BC.

Sil N J est non vide alors, comme (d’apres ce qui précéde) A < B'C' ol B' = Z xf»’”’, C= Z yff"?, que B<B

pe g e
etC<C onaA <BC.Sideplus/#J alors B< BouC'< C etcomme B > 0etC' > 0onaB'C < BC donc
A < BC.Sil =J alors A = BC siet seulement siil existe a > 0 tel que x; = ay; pour tout/ </, et donc en fait

pour tout/ de 1 a n. On peut remarquer que si /#J et que / et J ne sont pas vides, alors il ne peut exister a >
0 tel que x; = ay; pour tout / de 1 an.

On a montré que, X = (X4,Xp,...X,) €t Y = (¥4,¥0,....Y,) étant des éléments de R, on a toujours

n n ip n e
ASp Yy . . v
g I A (S .:,) ( E y,.)
(=3

W=

pe=l

et qu’il y a égalite si et seulement si (X =0)ou (Y =0)ou (X =aY pouruncertaina > 0).

Posons alors, avec les notations de I'énoncé, x, = |y P et y, = |v,]9. On a



" 1 Lip " iy
>l < ( im”’) (Z smz“) :
hoame § b ] \Aree] /

et il y a égalité si et seulement si (tous les v, sont nuls) ou (tous les v, sont nuls) ou (il existe a > 0 tel que [uy |P
= a|v, |9 pour tout k.

17. Posons ici py = P(1;, = ). Par définition E{|x — 1,,/"} = » pyx — £ On applique le 16)b) avec

i Y 1ewx,
= p&_ {.} - -;{‘/ \ e = })k

(onabienp > 1etqg > 1). llvient

11 . I—r
P23 X I xfi: j= 2 ‘
E{lr - Tu)") < (Zm =2 ) ( Zm)
k=1 | =1
C'est dire que E(|x — 15, ") S(E (| — T,,12))%2.

18. Au 15) nous avons |g(x) - B,(g)(x)|s LE(]x - T,|%. Avec le 17), on obtient

lg(a) - Bulgia) < L{E (o~ L")
Mais comme x est 'espérance de T, E{lx - 7,,|*} n'est autre que la variance de T, qui est “_:J. Ainsi |g(x) -
B, (9)(x)|= L(-‘—“”—"-)‘” On majore le second membre par -+ et donc, en passant au sup: 1g - B,(g)l.=s L(4n)y®2.

19. D’aprés 18) on a un majorant explicite : e,(L,a) < (L4 %) %2,

20. a) La fonction k,, est paire et nulle en 0. D'abord (k,(0)) tend vers 0. Pour x > 0, (k,(x)) tend vers &~ La
fonction limite k est paire, donc k(x) = 2.

b) On a £ -Arctany = Arctan% pour tout y > 0. Donc k(x) -k,(x) = ]xlArctanm pour tout x non nul. La fonction
Arctan est concave sur [0,+«[ car sa dérivée y;*sﬁ y est décroissante. La fonction y%ﬂ décroit donc sur
10,4+, et admet 1 pour limite en 0. Ainsi 0 < Arctany <y pourtouty =0 et 0 < k(x) - k,(x) STi pour tout x > 0.

C’est vrai aussi pour x < 0 avec la parité et pour x = 0 car k(0) - k,(0) = 0. Ainsi 1k - k, 1., majoré par <, tend
vers 0 quand n tend vers + «, et la convergence est uniforme.

¢) La fonction k n'est pas dérivable en 0 ; elle y posséde des dérivées a gauche et a droite opposées : - 72 et
2. Par contre chaque k, est dérivable sur R.

1onZp

21. La fonction q,, est ¢' sur [0,1], sa dérivée étant donnée par ¢',(x) = i Lalimite de la suite (¢, (x)) est
1six =0et0si0< x 1. D'autre part la fonction g, est positive, croit sur [0, 1f] puis décroit. Ainsi ig,l. =
q,(1h) = (2n). ll en résulte que (g,) tend uniformément vers la fonction nulle. La dérivée de la fonction nulle est

la fonction nulle et n'est pas la limite de (¢/, ).

22. Posons y = x(1 - x). La fonction ¢ s’exprime en fonction de y: @(x) = P(y) ol P(y) = y(x3 + (1 -x)%) = y(1 -
3y). Le graphe de P est une parabole dont le sommet est obtenu pour y = 18, et P(18) = 112 c’est un
majorant de P donc ¢(x) £ 112. En fait c’est son maximum car I'équation en x : x(1 - x) = 16 admet des racines
reelles.

23.a)Posons A =(a;+a,+---+a,)* OnaA = 3 aaaa;.

(.5 kLl

On peutécrire A =B + C + D, ou B estla somme des termes telsque i =j =k =/, C estla somme des
termes tels que (i =j, k =1 et i#k) et D estla somme des autres termes. L'ensemble / est donc donné par



«il y @ au moins parmi jj,k,/ un indice différent des trois autres ».
Y . ¥ b ] 0 . . ~ .
Le terme a] apparait une et une seule fois dans cette somme ; le terme a’aj oli/ < j apparait exactement six
fois car c’est le nombre de suites de quatre éléments dont deux valent i et les deux autres valent j. Ainsi

1 21
A= L (t;v1 + 6 L__‘; a;a; + E gy

I4idin T j8in (5.5 kved

b) Posons Y ;= X;-x. Les Y ; sont des variables aléatoires centrées indépendantes. On en déduit que, pour tous
entiers naturels a,b,c,d,

EQMYIYOYE = BOIEN ME(YVEN )

et que cette espérance est nulle si au I'un moins des exposants a,b,c,d est égal a 1. On en déduit avec a) que
E(Y 1+ Yo+t Y )= Z E(Y H+6 Z E(Y 2Y ).

1gsgn 1 i
En observantque Y, + Y, +...+ Y n'est autre que n(7T, - x) on obtient le résultat souhaité.
¢) Par calcul direct,
BN, = =P, =00 -1+ PN, = 1Hl -2V = (1 - )t + 241 - o).
Ainsi E((X; - x)*) £ 112 d’'aprés 22). Puis, pour i < j,
BN — 2PN, -0 = BUX, - 2PIEIN, — 20 = VXWX = 221 - 1)~
Comme x(1 - x) < 14 on a E((X; - x)*(X; - X)?) < 116.

d) Avec b) et ¢), il vient ME((T,, - x)*) <& + duli=1t Ajnsi

[ 3n—1) 13 1
- —

BT~ ) € oy + = p < em < T
U P e LGt A8 n?

24. a) Directement : By ,(x) = k(n k) X*1(1 - x)"™ - (n - k)(n k) x¥(1 - x)"1. Comme k( n k) = n(n-1 k-1) et que (n -
K{nk)=n(n1k), ilvient, pourtsk <n -1,

U;:‘.,‘ - n{b’k-w'i.n——'l Bk,n—l%
tandis que By ,' = -nBy .4 et B, ) = nBp.q p.1.

b) La fonction B,(f) est polynomiale donc dérivable. D'apres a),

“b’n{f}}, = n Z f{k,z"!n}{uk-i.nml - b’kvnw}} - nf‘({')}Bﬂ.nwl 4 ”f{l }L‘)n—}.:xwh

i bgn-]

soit (B, (N) =n )3 (f((k + 1)) - (EM)By f.1-

el bma -3

25. a) Si f est dérivable en 0, comme B, (f)'(0) = n(1 - XY (f(1h) - RO)) et que (n(f(1h) - f(0))) tend vers F(0),
(B,(H'(0)) tend aussi vers f(0). Si f est dérivable en 1, comme B, (f)(1) = nx"Y(f(1) -f(1 - 1)) et que (n(f(1) -f(1 -
1h))) tend vers (1), (B, (f)(1)) tend aussi vers f(1).

b) Pour établir i), on utilise une autre expression de By ;"
e Soit0 < x < 1.0na By, (x) = £By p(x) -4=£By n(x), soit

By, {x) = J_ir\':{k;’n}{l — 2V Ba(r) — (L= k) B ().

ril

Multiplions par g{kh) et additionnons :



i~ 1B {gi ) — e BylgaHatl
¢ Onréécrit la relation de i) :

BogY(x) = -;{_kii—_z_; }: Bea{riglk/mi{{{k/ il — 2V = (1 = &/nlxe)

T b kdlin

Or (Wh)(1-x) - (1 - kh)x = - x, T = —i— et

V{0

Z Bialxlglh/ni{k/n} — o) = Blg{ L {1, — >l

(g ksin

On a bien B,(g)/(x) = Selzllezr))

e Notons h la fonction de [0,1] dans R telle que g(x) = (x - xg)h(x) pour x#x, et h(xy) = 0. Par construction
g'(xg) = 0 donc h est continue en x; et elle est donc continue sur [0,1]. La fonction h? est elle aussi
continue et nulle en xg. On sait que (B, (h?)) converge uniformément vers h? (voir 8)) et que B,,(hz) n'est
autre que E(h? (T,,)). En particulier E(h*(T,)))(x,) tend vers 0.

Ainsi B, (g)'(xg) = B, 220" On a Iinégalité de Cauchy-Schwarz :

e

(L~ x)?1] € VEGRL D wa VE{ L, - 20l 1

D'aprés 23d) et avec V(T,) = 2all=tal il vient |B,(g) ()| < VET 700 Ainsi (B, (9)'(Xo)) tend vers 0.

e Onaf =g + k avec k(x) = fixg) + (x - Xxg)f(xg). D’aprés 2), B,,(k) = k donc B, (k)'(xqg ) = f(xp). Puis
B, (f)(x0) = Bp(9)'(Xo) + F(xp). Ainsi (B, (1) (xp)) tend vers f(xg).

A) Géomeétrie des courbes de Bézier

On se donne dans cette partie une suite de complexes (Pg,Py,...,P,). On pose G(t) = Z By n(D)Py pour tout ¢

ks

de [0,1]. On notera ¢ la courbe de Bézier qui est I'image par G de [0, 1].
26. S'il y a un seul point Py, G(t) = By o(t)Py = Pp pour tout ¢; dans ce cas ¢ = {Fg}.

S'il'y a deux points Py, Py, G(t) = By 1(0)Py + By (f) = (1 )Py + tP4 pour tout {; dans ce cas ¢ est la segment
[Po.P4]

27. Dans tous les cas, puisque By, ,(0) = 0 sauf By ,(0) = 1 et By ,(1) = 0 sauf B, ,(1) = 1, on a G(0) = Py et G(1)
=P,

28. Pour un t donné, les By ,(f) sont strictement positifs et leur somme vaut 1. Ainsi G(f) est un barycentre des
Py affectés de coefficients positifs des P,. Il en résulte que ¢ est incluse dans I'enveloppe convexe des P,. Si
tous les P, sont alignés, il existe une droite D les contenant tous ; ¢ est donc incluse dans D.

Supposons réciproquement que G(t) parcoure la partie d’'une droite D. Un certain déplacement Q— uQ + v, ou
u est un complexe de module 1 et v un complexe, envoie I'axe réel sur D. On a, pour tout {, G(t) = UH(t) + v et
Py =uQ,+v ol H(f) = Z By n()Qy. Pour tout ¢, H(f) est réel. On a donc pour tout ¢, Z By n(im(Qy) = 0, et

el keln s ksin

la liberté du systéme des polynémes de Bernstein force /m(Q,) = 0 pour tout k; ainsi les P, sont sur la droite D.

29. On suppose n 2 2 dans cette question. La fonction G est ¢” puisqu’elle est polynomiale. On a

M =0 Y Braal®(Poe — P

G kgln

(ce type de calcul a été fait au 24)b). L'existence d’'une tangente en G(t) est assurée s'il existe au moinsunm 2
1 tel que GIM(t) n'est pas nul. Mais si toutes les dérivées de G' sont nulles en ¢, alors G' est la fonction nulle



d'apres la formule de Taylor pour les polynémes. La liberté des By, permet alors d'affirmer que les Py, -P
sont nuls, ce qui n‘est pas car ils sont supposés distincts.

On a G'(0) = n(P4 -Py) et G'(1) = n(P,, -P,,.1). Ainsi la tangente a ¢ en G(0) est la droite P, P, et la tangente en
G(1) est la droite P,_{P,,.

30. Cette question est traitée en préambule du 28).
31.a) D'apres 27), G,(0)=a et G,(1) =0 +1i.

b) D’aprés 29), Re(G,/(f)) =n Z By n-1(D(Re(Py+1) - Re(Py)). Tous les termes de cette somme sont

(12 T TR |
strictement positifs. Ainsi t—Re(G,(f)) est dérivable (et méme ) et strictement croissante.

¢) La fonction t—Re(G,(t)) est ¢™ et sa dérivée ne s'annule pas. C'est donc un ¢~ -diffomorphisme de [0,1] sur
son image qui est [a,8], car Re(G,(0)) = a, Re(G, (1)) = 6.

B) Estimateur de Bézier

32. Posons a, (f) = Re(G,(1)) et y,(t) = Im(G,(f)). On sait que a,, est un ¢"-diffeomorphisme de [0, 1] sur[a, 8.
La fonction Fy est de classe ¢! (sa dérivée, la densité de X, est continue) et elle est croissante puisque c'est une
fonction de répartition.

Onay,(t)=n By n-1 (O (Fx(Xieq) -FxdXx)). Tous les termes de cette somme sont positifs et au moins I'un
n Z k,n-1 k+1 k

b ki~ 1
d'eux est strictement positif car, comme Fy(xg) = 0 et que Fy(x,) = 1, les Fy (xx+1 ) - Fx{X)) ne sont pas tous nuls.

On en deduit que y, est strictement croissante. La fonction réciproque y,, *a; 1 est ™ (car v, est polynomiale et

a, est un ¢"-diffeomorphisme), strictement croissante et envoie [a,8] sur [0,1]; c'est donc la fonction de
répartition de X, une variable aléatoire a densité continue.

33. Ici x, = A(kh) ou A(t) = a + (B -a)t. Donc a, = B,(A). D'apres 2) B,(A) = A. Ainsi G, () = A(t) + iB,(Fx * A)(f). La
fonction de repartition de X, est donc donnée par Fx *A =B, (Fx°A). D'aprés 8) (Fx, °A) tend uniformément
vers Fy *A. En particulier la suite (X, ) converge en loi vers X.

34. Par définition Fx (an(f)) = y,(f). La densité de X, étant Fxn’, il vient

3
X = / ,1'1*‘,'\{”(.1*} olr.

Apres changement de variable x = a,(f) il vient E(X,;)) = ,a,())y,(Hdt. Ona

S

anltia{th=n > 3" Diealtl B flee(Fy(r) = Fx ().

O ks nib s n -1
On en tire

BXy=n Y Y (H(”f )!{k+i.2r2~~k—z—lé‘z*k(f‘_y{;1‘j,;.1j-I‘4\\(J:g}},

N kL n i n~1
ou/llp, g)= ., tP(1-679dt pourtous p,q.
A

Une intégration par parties montre que pourp 2 1,(q + 1), ,=pl(p - 1,g +1). Ainsi (g +1)(q +2)...(q +
P)pg = PUQO,p + q) = —E—. Donc /(p,q) = —LLr Ainsi Ik +i, 2n -k -i - 1) = Wl—rg Le résultat annoncé
s’en déduit.
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35. La suite de variables X, n'est pas une suite définie de variables aléatoires. Elle n'existe qu'au travers de sa

loi et ne peut en aucune fagon converger, ni en probabilité, ni presque sGrement, ni en moyenne quadratique.
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