Université de Tours-L.2 Mathématiques et Informatique-2008-09.

Correction de ’examen d’Analyse-UE 301-Session 1-Durée 2h00

Attention! Documents, calculatrices et matériels électroniques interdits.

Exercice 1. On considere la suite (u,,) définie par 0 < ug < 1 et u,,1 = u, — u?. Le but de
cet exercice est de montrer que u,, a un équivalent simple en oo.

1. Montrer que la suite (u,) converge. Quelle est sa limite 7 : wu,41 = f(u,) avec
f(x) =x — 2% f est continue et f([0,1]) = [0,1/4] C [0,1]. Donc Vn > 1, u, € [0,1/4].
De plus comme f(x) —x = —2? <0, {u,} est décroisante minorée par 0 donc converge.

Sa limite doit étre un point fixe de f. On vérifie que ['unique point fize de f est 0 donc
{u,} converge vers 0.

2. Montrer que la série de terme général u? converge.
2

Uy = Uy — Upy1. Donc Z]k;v:o ui = up — Uny+1 — Up quand N — oo.
3. Montrer que la série de terme général In(u,11/u,) diverge. En déduire que la série de
terme général u,, diverge.
S o In(ugrr/ug) = S0 In(ugyr) — In(uy,) = In(uyy) — In(ug) — —o0 car uyyy — 0.
Donc Y In(upq1/ug) diverge. In(upi1/un) = ln(u"u;u%) = In(1 — u,). Comme u,, — 0,
In(1 — uy) ~ —tu,. Comme In(1 —u,) < 0 pour tout n > 0, les séries ont méme nature.
Donc > u, diverge.

4. Montrer que u, < 1/(n + 1) pour tout n > 0 et que la suite (nu,) est croissante. En
déduire que la suite (nu,) converge vers une limite [ € [0, 1].
ok pourn = 0. On a vu que pourn > 1, u,, € [0,1/4]. Comme f est croissante sur[0,1/2],
on en déduit que pourn > 1, u, < n+r1 = Upy1 < f(n+r1) = ﬁ < n+r2 D’ou le résultat
par récurrence. Maintenant, (n+1)un41 = (n+1)(up—u2) = (nu,)+u,—(n+1)u2 > nu,.
Comme (nuy,) est croissante et majorée par 1, elle converge vers une limite | € [0, 1].

5. On pose v, = nu,. Quelle est la nature de la série de terme général v, .1 — v, 7 Exprimer
Una1 — Up, en fonction de u, et en déduire que [ = 1.
> Uni1 — vy, est une série télescopique qui converge vers l. D’un autre coté, vy — v, =
(n+ 1) (up —u2) — nu, = uy(1 — (n+ uy,). Orl—(n+1)u, — 1 —1 quand n — +oo.
Done si 1 —1 > 0 alors vy11 — vy ~ (1 — Du, qui est le terme général d’une série a
termes positifs qui diverge d’apres 3. Comme cela impliquerait la divergence de la série

> Upi1 — Uy, on en déduit que | = 1.

6. Donner un équivalent de u,, en oo.
nu, — 1 donc u, ~ 1/n.

Exercice 2. On considere 1'équation différentielle suivante :

(B) 2%y +4oy’ +(2—-2%)y—1=0.



1. Montrer que si ), -, a,z" est solution de (E) alors
ap=1/2, a; =0et (¢+2)(¢+ 1)a, = ag2 pour g > 2.
S8 ) o anx™ est solution alors
Z(n + 1) (0 + 2)an 22" +4(n + Day 2" — a,2™ 4+ 20,2" — 1 =0
n>0

On fait des changements d’indexation pour obtenir :

2a0 — 1 + 6ax + Z[(n — Dna, + 4na, — ap—o + 2a,|2" =0

n>2
Dot 2a0 —1=0=ay=1/2,a; =0 et (n+ 1)(n + 2)a, = a,—2 pour n > 2.

2. Quel est le rayon de convergence de cette série entiere 7 En déduire que (F) admet une
unique solution DSE.
On déduit des égalités ci-dessus : asqr1 = 0 pour ¢ € N et

1 1 1
a9y = a9qy—2 = aA9g—y = —V7————Q
T2+ 1)(2¢42) T (2¢+2)..(2¢—1) T (2¢42)..37"
2 1
= ag = )
(2 + 2)! (2¢ +2)!

pour q > 1. Par comparaison, le rayon de convergence de cette série entiere est supérieur
ou €gal a celui de la série entiére Z% qui est +o0o. D’ou R = +o00. Comme R > 0,
sa somme est une fonction DSE. D’apres le 1., c’est l'unique fonction DSEy solution de

(E).

3. Exprimer cette solution a ’aide de fonctions usuelles.

On rappelle que coshx =Y % Donc
o 2n ©  2n—2 o 2q
x T x
coshx—lzz :xzz :xQZ—
| | |
— (2n)! — (2n)! g (2q + 2)!
On en déduit que Y o7y a,a" = <hE
Probleme
Pour tout n > 1 et x > —1, on pose f,(z) = (;3: Le but de ce probleme est de montrer que

la fonction somme f(z) =Y | fu(x) est définie sur | — 1, +o00[ et est DSE;.

1. Montrer que f est bien définie et continue sur | — 1, 4+00].
Les f, sont continues sur | — 1,4o00[. Pour montrer que f est définie et continue sur
| = 1,400|, il suffit de vérifier la convergence uniforme de la série »_ f,. On applique
la version uniforme de la régle des séries alternées. f, = (—1)"g, avec g,(z) = xJ%n Il
est clair pour pour © €] — 1, 400[ firé, (gn(x))n>1 est décroissante. De plus pour n > 2,
SUD,e) 1 4oof 19n(2)] < 5 — 0 quand n — 0o. Donc (gn)n>o converge uniformément vers
0 sur | — 1,+o0o[ et par conséquent >, f,, converge uniformément sur ] —1,4o00[ .



. Vérifier que pour xr > —1 et n > 1, lintégrale fol tztn=ldt est convergente et que
f tm+n 1dt w+n

fo t*r=Ldt converge ssi x +n — 1 > —1 ce qui est vérifiée si v > —1 et n > 1.
ety = (2 = 2

x+n x+n’

. En déduire que pour tout x > —1 et N > 1,

N n 1 T 1 yN+zx
—1 t t
E (=1) :—/ dt—i—(—l)N/ dt .

n=1

On a

N n 1 N N N
Z( 1) /Z +n—1 / —1}3 / 1—(=1)
nfln_‘_l‘ — 0 n:l( ) 0 1+1

d’ou le résultat.

. Montrer que fo ; ~dt — 0 quand N — oo et en déduire que pour tout z > —1, on a

1 e
f(:r):—/0 1+tdt'

N+ —
dt < fo it = N+33+1 1000 Donc

o~ (1) b
= i =t
f(x) Nilfoo;nm /01+tdt

1+

1 tN+z
1+t

Ona0< [

. Justifier que pour t €]0,1] et = € R,

On sait que le rayon de convergence de la série entiere associée a la fonction exponentielle
est +00. Donc pour tout t > 0 et x € R,

<X z"(Int)"
t* = exp(zlnt) = Z —
n!

n=0

. On pose h,(t) = % ((lfj o Montrer que, pour tout x € R, > -, h,, converge normalement

sur tout segment [, 1] avec ¢ €]0, 1].
Pourt € [g,1], |h,(t)] < M Or

+oo
1 n
Z W = exp(z|Inel)

n=0

donc hy, converge normalement [e,1].



7.

10.

En déduire que pour z €] — 1, 1],

_/Ellitdt:—;(/:%de".

De la convergence normale de h,, on déduit :

o

Montrer que pout tout n > 0,0 <t<let0< a2’ <1,

_l'/

‘ (z'Int)”
nl(1+1)

< exp(|2’||Int]) =

et en déduire que pour € €]0,1[ et 0 < |z]| < 2’ < 1,

[ e ()

En utilisant 5. et le fait que Int < 0 pour 0 <t < 1, on obtient

(' Int)™ (||| In ¢])™ / - / o
‘n!(l 1) o < exp(fa’|]Int]) = exp(—a'Int) =t
D’ou
dt‘ ey K00 s ey _ s (=

. A T'aide de ce qui précede montrer que pour 0 <e <let -1 <z <1, = @b g

0 n' 1+t
converge et que

Pour x' €]|z|, 1], on obtient d’aprés 8.,
El—ac’

> [ hesles i)

qui converge car |x|/x’ €]0,1[. La limite quand ¢ — 0 se déduit directement de [’inégalité
ci-dessus.

Déduire de 7. et 9. que f est développable en série entiere sur | — 1, 1].
D’apres 7. et 9., pour tout € €]0,1[ et z €] — 1,1],

1 oo 1 e
_/6 1t—|—tdt:_;</0 n'(zl:t ) Z(/ n'h;i—t dt):v"




Donc pour tout x €] — 1,1],

. 1 e e 1 (h’lt)n " . o € (lnt)” n
fz) = — lim 5 1+tdt__7;</0 n!(1+t)dt>$ +lli%z</o n!(1+t)dt>x

n=0

— HZZ;<—/O %dt)x"

et f est DSE sur|—1,1].



