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Devoir surveill n0 2 –Durée 2h00

Documents, calculatrices et matériels électroniques interdits.
Tous les calculs doivent être soigneusement justifiés

Question de Cours. Soitf ∈ L1(R). Pour tout ξ ∈ R, on pose

f̂(ξ) =
1√
2π

∫
R
e−ixξf(x) dx .

1. Montrer que f̂ est bien définie et appartient à L∞(R).

2. Montrer que f̂ est une fonction continue sur R.

3. On suppose, de plus, que f est de classe C2. Montrer que lim|ξ|→∞ f̂(ξ) = 0.

4. Montrer que pour tout f ∈ L1(R) on a lim|ξ|→∞ f̂(ξ) = 0.

Exercice 1.On note Cc(R) l’ensemble des fonctions continues à support compact. Soit f ∈
Cc(R) et (an) ⊂ R une suite qui converge vers 1. On pose fn(x) = f(anx).

1. Montrer que Cc(R) est inclus dans L2(R).

2. Montrer qu’il existe N ≥ 0 et A > 0 tels que pour tout n ≥ N ,

fn(x) = 0, ∀x ∈ [−A,A] .

3. Montrer que

(∗) lim
n→∞

‖fn − f‖L2 = 0 .

4. Soient f et g deux fonctions de L2(R) et a > 0 un nombre réel. Exprimer∫
R
|f(ax)− g(ax)|2 dx

en fonction de ‖f − g‖L2 et de a.

5. Rappeler ce que signifie la phrase : “Cc(R) est un sous-espace vectoriel dense de L2(R)”.

6. Montrer que (∗) est aussi vraie si f ∈ L2(R).

Exercice 2.

1. Montrer que f : R→ R, x 7→ e−|x| est une fonction intégrable.



2. Calculer pour tout ξ ∈ R la transformée de Fourier

f̂(ξ) =

∫
R
e−|x|e−i2πxξ dξ .

Soit g une fonction de classe C2 à support compact. On pose u = f ∗ g.

1. Montrer que u ∈ L1(R) et que

û(ξ) =
1

1 + ξ2
ĝ(ξ) .

2. Montrer que u est de classe C2 et établir l’équation différentielle vérifiée par u

Exercice 3 Soit Ω = {(x, y) ∈ R2, x > 0, y > 0, 1 < x2 + 2y2 < 4} et Ω′ = {(x, y) ∈ R2, 1 <
x < 4, y > 0} et soit ϕ : Ω→ Ω′, (x, y) 7→ (x2 + 2y2, y/x).

1. Montrer que ϕ est de classe C1 et calculer det Jϕ(x, y).

2. On admet que ϕ est un C1-difféomorphisme de Ω dans Ω′. En déduire det Jϕ−1(z1, z2)
pour tout (z1, z2) ∈ Ω′.

3. On pose G = {(x, y) ∈ Ω, y < x}. Déterminer G′ = ϕ(G).

4. On pose

f(x, y) =

{
x2−4y2
x2

si x 6= 0
0 si x = 0

Montrer que f est intégrable sur G et calculer son intégrale sur G.

Exercice 2.

1. Soit x > 0. Calculer
∫ 1

0
x

1+tx
dt .

2. En déduire que pour x > 0 on a

I :=

∫ ∞
0

( ln(1 + x)2

x

)
dx =

∫ 1

0

∫ 1

0

(∫ ∞
0

1

(1 + tx)(1 + sx)
dx
)
dt ds

3. Montrer que pour tout (t, s) ∈]0, 1[ tels que t 6= s , on a∫ ∞
0

dx

(1 + tx)(1 + sx)
=

ln(t/s)

t− s
.

4. En déduire que I = 2
∫ 1

0

∫ s
0

ln(t/s)
t−s dt ds.

5. On pose

∆ := {(t, s) ∈ R2 / 0 < t < s < 1} et D := {(u, v) ∈ R2 , u > 0, v > 0, u+ v < 1 } .

Vérifier que Φ : (u, v) 7→ ( v
1−u ,

uv
1−u) est un C1-difféomorphisme deD dans ∆ de difféomorphisme

inverse : (t, s) 7→ (t/s, t− s)



6. Montrer que l’on a

I = −2

∫ 1

0

ln(u)

1− u
du = −2

∫ 1

0

ln(1− y)

y
dy .

7. Ecrire le développement en série entière de x 7→ 1
1−x sur ]−1, 1[. En déduire le développement

en série entière de x 7→ ln(1− x) sur ]− 1, 1[ puis la valeur de I.

Exercice 3. Soit f : R → R impaire de période 2π telle que f(t) = 1 pour t ∈]0, π[ et
f(0) = f(π) = 0.

(a) Déterminer la série de Fourier de f .

(b) En déduire la valeur de ∑
n≥0

(−1)n

2n+ 1

puis la valeur de ∑
n≥0

1

(2n+ 1)2
.

(c) En exprimant
∑

n≥1
1

(2n)2
en fonction de

∑
n≥1

1
n2 , en déduire

∑
n≥1

1

n2
.


