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1 Introduction

L’objectif de cours est I’étude de notions et résutats classiques concernant la réduction des
endomorphismes d’espaces vectoriels en lien avec le calcul dans les algébres de matrices. Ces notions
ont été mises en place sous leur forme moderne au XIX et XX-iémes siécles sous 'impulsion de
mathématiciens tels que Sylvester, Hamilton, Cayley (XIX-iéme) puis Jordan, Frobenius, Schur,
Noether (XX-iéme). Le Chapitre 2 est consacré a des rappels sur les notions tres classiques d’algebres
de matrices et de polyndmes annulateurs. Il expose aussi les principaux résultats du programme
de Licence concernant la réduction des endomorphismes. Cependant le lecteur est supposé familier
avec les notions d’espace vectoriel et de matrice qui ne sont pas réexposées ici. Dans le Chapitre
3, on introduit la notion d’endomorphisme cyclique et de matrice compagnon d’un polynéme.
Le Chapitre 4 est consacré a la réduction de Frobenius des endomorphismes ainsi qu’a la notion
d’invariants de similitude. Faute de temps, le lien avec la notion de module sur un anneau principal
ne sera pas présenté dans ce cours. Nous renvoyons pour cela le lecteur par exemple a [2] et [3] pour
des exposés complets sur le calcul des invariants d’un tel module. Dans le chapitre 5, on trouvera
diverses applications de la réduction de Frobenius, la plus célébre étant la réduction de Jordan des
endomorphismes sur C. Le chapitre 6 est une ouverture a la théorie des représentations des algébres
de dimension finie, tout particuliérement a celle des algébre de matrices. On montre aussi qu’une
algébre simple de dimension finie sur C est isomorphe & une algébre de matrices. Enfin, le Chapitre
7 présente le probléme de Burnside sur les groupes de type fini et périodiques. On y démontre
notamment le théoréme de Schur selon lequel un tel groupe de matrices est nécessairement fini. Les
méthodes de preuves mélangent des outils d’algébre linéaire avec des éléments de théorie de Galois
qui ont été étudiés en M1.

2 Quelques notations et rappels

2.1 Algeébres d’endomorphismes

Soit K un corps. Dans toute la suite E est un K-espace vectoriel de dimension finie n. On
note L£(E) l'algébre des endomorphismes de E dans E. C’est une K-algebre associative unitaire
d’unité 'application identité id et de dimension n?. Pour tout choix d’une base de E, 1’algébre
L(FE) s’identifie avec I’algebre M,,(K) des matrices carrées de rang n a coefficients dans K.

Plus généralement, dans la suite A désignera une K-algébre A de dimension finie unitaire.
L’éléement neutre pour la multiplication sera noté 1. Un idéal a gauche (resp. a droite) de A est un
sous-espace vectoriel I tel que al € I (resp. Ia € I) pour tout a € A. Un idéal bilatére est un idéal
simultanément & gauche et a droite. L’algébre A de dimension finie est dite simple lorsque ses seuls
iédeaux bilatéres sont A et {0}.

Proposition 2.1 L’algébre L(E) est simple.

Preuve : Si on fixe une base de E, il suffit de démontrer que les seuls idéaux bilateres de M, (K)
sont {0} et M,,(K). Si I est un idéal bilatére de M,,(K) non réduit a {0}, I contient une matrice
M de rang r > 1. Il existe donc deux matrices inversibles P et Q) telles que

PMQ:(I;)T g)er.



Donc J, est dans I mais alors la matrice élementaire F11 = J,.F11 est aussi dans I. Notons T ;
la matrice transposant les coordonées 1 et . Alors, 11 ;F117T1; = E;;. Donc I contient toutes les
matrices F;; pour ¢ = 1,...,n. Finalement, I,, = E11 + --- + E), ,, est dans I ce qui entraine que
I=M,K).O

2.2 Polyndémes annulateurs

Soit u € L(F). Pour tout polynéome P € K[X] tel que P(X) = ap, X" + - - + a1 X + ap, on note
P(u) = apu™ + - - - + aju + id. L’application

[ K[X] — £(B)
o { P P(u)

est un morphisme d’algebres. Comme K[X]| est un anneau principal, son noyau ker ¢, est un idéal
principal. Il existe donc un unique polynéme unitaire u, tel que ker ¢, = (u,). On appelle p, le
polynéme minimal de u. Comme K[X] est de dimension infinie et que £L(E) est de dimension finie,
oy, ne peut pas étre injective. Donc deg i, > 1. Notons £, = Im ¢,,.

Lemme 2.2 L’algébre L, est de dimension degp, et B = {id,u,.. .,udeg(”“)*l} est une base de
Ly.

Preuve : Découle immédiatement de l'isomorphisme de K-espaces K[X]/(py) =~ Py,. O

Remarque 2.3 Noter que si P(u) = 0 et e est un vecteur propre de u associé a la valeur propre
A, on a P(u)(e) = P(A)e = 0. Donc X est une racine de P. Ainsi tout polynome annulateur de
u admet les valeurs propres de u comme racines. En particulier, les valeurs propres de u sont des
racines de [,. La réciproque est vraie et sera une conséquence du théoréeme de Cayley-Hamilton
(voir ci-dessous).

Lemme 2.4 (dit lemme des noyaux) Soient P et QQ deux polynomes de K[X]| premiers entre
eux. Alors
ker PQ(u) = ker P(u) & ker Q(u).

Preuve : Comme A et B sont premiers entre eux dans 'anneau K[X] euclidien (et donc principal),
il existe, d’aprés le théoréme de Bezout, deux polynémes A et B tels que

PA+QB =1

dans K[X]. Nous avons donc P(u)A(u) + Q(u)B(u) = id dans L(E). Soit = € ker P(u) Nker Q(u).
L’égalité précédente entraine que

z = A(u)P(u)(z) + B(u)Q(u)(z) = 0.

Donc ker P(u)Nker Q(u) = {0}. Soit x € ker PQ(u). Alors Q(u)A(u)P(u)(x) = Q(u)P(u)A(u)(z) =
0 donc A(u)P(u)(z) € ker Q(u). De méme B(u)Q(u)(x) € ker P(u). Comme z = A(u)P(u)(z) +
B(u)Q(u)(x), cela montre que ker PQ(u) = ker P(u)+ker Q(u) de plus la somme est directe puisque
ker P(u) Nker Q(u) = {0}. O



Théoréme 2.5 Soitu € L(FE). Alors u est diagonalisable si et seulement si p,, est scindé a racines
stmples.

Preuve : Si u est diagonalisable dans une base B de vecteurs propres pour les valeurs propres
distinctes {A1,..., A}, soit M la matrice de v dans B. La matrice M est annulée par P(X) =
(X — A1) (X — A\) et donc p,,/P. Puisque chaque \;,i = 1,...,7 est une racine de y,, on a en
fait p, = P qui est bien scindé a racines simples.

Supposons i, (X) = (X — A1) -+ (X — \) scindé a racines simples. D’apres le lemme des noyaux,
nous avons

T T
E = ker Ay (u) = @) ker(u — \yid) = €D E),
i=1 i=1
ou les E), sont les espaces propres de u. Donc u est bien diagonalisable. [J
Le polynome caractéristique de u noté x, est quant a lui défini par
Xu(X) = det(u — Xid)

il s’agit donc d’un polynome de degré n de coefficient dominant (—1)". On trouve dans certains
livre une définition un peu différente de y,, : xu(X) = det(Xid — u).

Théoréme 2.6 Soit u € L(u). Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. 1l existe une base B de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure

)\1 * o *
0 Ao

Mp = . .
o - -0 M\

2. Le polynéme x, est scindé dans K.

Preuve : L’'implication (1) = (2) est immeédiate par calcul direct det x,(X) = det(M — X1,,) ou
I,, est la matrice identité. Pour montrer que (2) = (1), on raisonne par récurrence sur la dimendion
n. Comme les valeurs propres de u sont exactement les racines de x, qui est scindé, v admet au
moins une valeur propre A associée a un vecteur propre ej. Soit I un sous-espace de E tel que
E =Ke; @ F. Pour toute base Bp de F, Bp U {e1} est une base de E dans laquelle la matrice de

u prend la forme
o )\1 a
=54

ou a € K et My est une matrice carrée d’ordre n — 1. De plus, x,(X) = det(M — XI,,) = (X —
A1)X s, (X). Soit ug € L(F') 'endomorphisme dont la matrice dans la base Bp est Ms. Puisque
XM, (X) est scindé, d’aprés 'hypothése de récurrence, il existe une base B’ = {ea,...,e,} de F
dans laquelle la matrice de uo est triangulaire supérieure. Alors la matrice de u dans la base
B = {e1,...,en} de E est également triangulaire supérieure ce qui démontre le théoréme par
récurrence. [



Théoréme 2.7 (Cayley Hamilton) x,, est un polynéme annulateur de u, autrement dit i, divise
Xu-

Preuve : Supposons tout d’abord que x, = (X — A1) -+ (X — Ay) est scindé dans K. D’apres
le théoréme précédent, il existe une base B = {e1,...,e,} de E dans laquelle la matrice Mp est
triangulaire supérieure. Pour tout k = 1,...,n, notons Ny, = (Mp—XA11,) - - - (Mp—AI,). Montrons
par récurrence que Ni(e1) = --- = Ni(eg) = 0 pour tout k = 1,...,n. Comme e; est un vecteur
propre pour Aj, on a bien Nj(e1) = 0. Suppsosons Ny_i(e1) = -+ = Ni_1(ex—1) = 0 pour k > 1.
Comme Nj = Nk—l(MB - Akln) = (MB - AkIn)Nk—la on obtient Nk(el) = ... = Nk(ek_l) = 0.
Puisque Mp est triangulaire supérieure, (Mp — AgIy,)(ex) €vect{es,. .., ex_1). Ainsi Ni(ex) = 0 ce
qui démontre notre propriété par récurrence. Finalement pour n = k, cela donne N,, = x,(Mp) =0
done xy(u) = 0.

Supposons maintenant que x, n’est pas scindé dans K. Soit I un coprs de décomposition de x, au
dessus de K. Dans L, le polynéme y,, est scindé. Soit M la matrice de u dans une base de F. D’aprés
ce qui précede, la matrice M, vue comme une matrice a coefficients dans L, vérifie x, (M) = 0.
Comme Yy, (M) est une matrice a coefficients dans K, I’égalité est en fait vraie dans M, (K) (et on
a bien x,(u) = 0.0

Remarque 2.8 Comme x, est de degré n, nous avons deg(u,,) < n. Par définition, les racines de
Xu sont les valeurs propres de u. Comme /Xy €t que toutes les valeurs propres sont racines de ji,
(car p, est un polynéme annulateur de u), il s’ensuit que les valeurs propres de u sont exactement
les racines de .

Soit x un vecteur de E. L’application ¢,

v { P P(u)(x)

est linéaire. On note E, = {P(u)(z) | P € K[X]} son image. Bien que ¢, ne soit évidemment pas
un morphisme d’anneau, ker ¢, est un idéal de K[X]. En effet si P € kerp, et Q € K[X], nous
avons QP(u)(z) = Q(u) o P(u)(z) = 0. Il s’agit donc la aussi d’un idéal principal de K[X] et il
existe donc un unique polynéme unitaire p, tel que ker o, = (). Puisque que py,(u)(z) =0, on a
tu € (fz) et donc

Lo divise p,, pour tout x € E.

Remarque 2.9 Six n'est pas nul, deg(u,) > 1. On retrouve donc que deg i, > 1.

Lemme 2.10 Pour tout z € E, lespace E, est stable sous Uaction deu et B, = (z,u(x), ..., udet)=1(z)}
forme une base de E,.

Preuve : Découle immeédiatement de 'isomorphisme K[X]/(py) ~ E,. O

2.3 Exercices

Exercice 2.11 Soit f un endomorphisme de E ot E est un K e.v. de dimension finie. On suppose
que Tg(f) = 1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit diagonalisable.



Exercice 2.12 Soit A une sous-algébre sur le corps K de dimension finie. Comment définir la
notion de polynéme minimal d’un élément de A ¢

Exercice 2.13 Soit I un intervalle de R et A une sous-algébre de dimension finie de C°(I,R).
Montrer que A =R1 ou 1 est la fonction identiquement égale o 1.

Exercice 2.14 On considére un C-espace vectoriel de dimension finieE. Soit uw € L(E) et £ € N*.

1. On suppose u inversible, montrer que u est diagonalisable ssi u’ est diagonalisable.

2. Dans le cas général, montrer que u est diagonalisable ssi ker u = ker u’.

Exercice 2.15 Le but de l’exercice est de redémontrer le théoréme de Cayley Hamilton. Soit u €
L(E) ot E est de dimension finie. Il s’agit de montrer que pour tout x € E, x,(u)(x) = 0.

1. Soit F' un s.e.v de E stable par u. Montrer que Xujp divise Xy.-
2. Soit x € E\ {0}. Justifier que

p =max{r € N* | {z,u(z),...,u" " (z)} est libre}
est bien définie et qu’il existe ay,...,ap—1 dans K tels que uP(x) = apx + aju(z)--- +
ap—1uP~(z).
3. Justifier que F = vect{z,u(z),...,uP~ (x)} est stable par u. On note v = up.

4. Montrer que x,(u)(x) =0 et conclure.

Exercice 2.16 Soint U et V diagonalisables dans My (C). Le but de l’exercice est de montrer que
lendomorphisme ® : M, (C) — M, (C) tel que ®(M)=UM — MV est diagonalisable.
1. Montrer que les endomorphismes 0 : M —— UM ety : M —— MYV sont diagonalisables.

2. Vérifier que v et & commuttent et conclure.

Exercice 2.17 Montrer que l’ensemble des matrices diagonalisables dans M, (C) est dense dans
M, (C) (on pourra utiliser la trigonalisation et construire, pour chaque matrice triangulaire supé-
rieure T', une suite de matrices diagonalisables T, qui converge vers T'. Le résultat subsiste-t-il dans
M, (R) (utiliser la continuité de Uapplication qui & M € Ma(R) associe A(M) le discriminant de
son polynoéme caractéristique ?

Exercice 2.18 Soit A € M,,(K). Montrer que A est nilpotente si et seulement si tr(A¥) = 0 pour
tout k=1,...,n.

3 Endomorphismes cycliques

3.1 Un résultat fondamental

Définition 3.1 Un endomorphisme u € L(E) est dit cyclique lorsqu’il existe un vecteur x € E tel
que E, = F.

Nous avons vu que pour tout € E, on a p,/u,. L’objectif de ce paragraphe est de démontrer
qu’il existe au moins un vecteur = dans E tel que p, = fiy.



Lemme 3.2 Supposons qu’il existe un polynéme irréductible P tel que p, = P*A avec o > 0, A
et P premiers entre-euzx. Alors, il existe x € F tel que p, = P?.

Preuve : Comme P et A sont premiers entre eux, on peut utiliser le lemme des noyaux ce qui
donne la décomposition en somme directe

E = ker P*(u) & ker A(u).

Maintenant soit  non nul dans ker P*(u). Comme P%(u)(x) = 0, le polynéme u, divise P. Sup-
posons que pour tout = non nul dans ker P®(u), u, divise en fait P*~1. Cela implique que P~ (u)
s’annule sur ker P%(u). Considérons ’'endomorphisme v = P*~!A(u). Il s’annule sur ker A(u) mais
aussi sur ker P®(u) d’aprés notre hypothése. Donc v = P* 1 A(u) est nul ce qui contredit le fait
ty = P*A est le polynéme minimal de u. On a donc l'existence d’un vecteur x non nul tel que
iy = P, O

Lemme 3.3 Soient x et y deux vecteurs de E tels que p, et pi, soient premiers entre eux. Alors
Koty = Hafly-

Preuve : Observons tout d’abord que
pra iy () (x + 1) = po (W) pty (W) (@ 4 y) = py(u)pe(w) (2) + po () pry () (y) = 0

puisque py(uw)(z) = py(u)(y) = 0. Donc ppqy divise ppp,. Par ailleurs g4 (u)(z +y) = 0 donc
Pty (W) () = =gty (u)(y). On en déduit que

Py (W) gy (W) () = =y () pr 4y (W) (y) = —pary (w) iy (w) (y) = 0.

Ainsi p, divise puypiz4y. Mais comme p, et p, sont premiers entre-eux, cela signifie que p, divise
Mety- Par symétrie, on a aussi que p, divise jizq,. Finalement, puisque p, et p, sont premiers
entre-eux, on obtient que p,pu, divise ;14 ce qui termine la preuve du lemme. [

Théoréme 3.4 Soit u un endomorphisme de L(E). Il existe un vecteur x de E tel que pi, = p.

Preuve : Décomposons p = P x - -+ x P* en produit de facteurs premiers deux a deux distincts.
D’apres le Lemme 3.2, il existe des vecteurs z1,...,z, tels que p,, = P pour tout i = 1,...,7.
Le Lemme 3.3 et une récurrence immédiate montrent que fig,4...4q, = fy. U

3.2 Condition de cyclicité
Proposition 3.5 (cyclicité et polynéme minimal) Pour tout u € L(E), on a les équivalences
u est cyclique <= degu, =n <= xu = (—1)"py

Preuve : Posons d = deg(u,). Supposons que u soit cyclique. Il existe  dans F tel que B =
{x,u(z),...,u" 1 (z)} soit une base de E. Posons p, = X%+ aq_1 X1 + .-+ ag. Alors

ul(z) + ag_1ut () + - +apz =0



Si d < n, cela donne une combinaison linéaire de vecteurs de B nulle & coefficients non tous nuls,
donc une contradiction avec le fait que B est une base. On a bien d = n.

Supposons maintenant que d = n, nous avons alors (i, /Xu, X« €st de degré n et enfin p, et (—1)"xq
sont des polynomes unitaires. Donc x, = (—1)" .

Pour terminer, supposons x, = (—1)"u,. D’aprés le Théoréme 3.4, il existe un vecteur x dans E
tel que p, = py. Supposons qu’il existe des scalaires b, ..., b,_1 tels que

n—1
Z bru®(z) = 0.
k=0

Alors B(u)(z) = 0 ou B est le polynéme B(X) = b, X" + -+ by + by. Donc p, = p, divise B. Or
deg(B) < n et deg(j) = n. Cela entraine que B = 0 ce qui signifie que B = {x,u(z),...,u" 1(z)}
est une base de E. [

3.3 Matrice compagnon et cyclicité

Soit P = X" 4+ a, 1 X" ' +--- 4+ a3 X + ap un polynéme de K[X] de degré n. On note

0 —ap
cpy=|
0 —ap—2
1 —ap

la matrice compagnon de P (les coefficients non représentés sont nuls). On vérifie facilement que le
polynoéme caractéristique de C(P) est égal a (—1)"P.

On dit qu’une matrice A est cyclique si ’endomorphisme correspondant & A dans la base
canonique est cyclique.

Proposition 3.6 (cyclicité et matrice compagnon) Soit u € L(E).
1. Siwu est cyclique, alors u est semblable a la matrice compagnon de son polynéme minimal.

2. Si u est semblable & la matrice compagnon du polynéme unitaire P, alors u est cyclique de
polynéome minimal P.

Preuve : Supposons que u est cyclique et soit z tel que B = {z,u(x),...,u" !(z)} forme une base
de E. D’aprés la Proposition 3.5, u, est de degré n. On peut poser

MT(X) =X"+ an—anil +---+ap.

On a bien str u(u®(x)) = u**1(x) pour tout k = 0,...,n — 2. Par ailleurs, u,(u)(x) = 0 implique
que u(u" Y (z) = —a,_1u" " (z) — --- — apz. Dans la base B, la matrice de u est donc bien la
matrice compagnon de fi,..

Réciproquement supposons que w est semblable & la matrice compagnon du polynéme unitaire P.
Il existe alors une base B = {ep,...,e,—1} de E dans laquelle la matrice de u vaut C(P). On a
donc u(ey) = egqq pour tout k = 0,...,n — 2 Cela donne e;, = u¥(eg) pour tout k =0,...,n — 1
et u est cyclique. Comme le polynome caractéristique de C(P) est égal a (—1)"P et puisque u est
cyclique semblable & C(P), la Proposition 3.5 entraine que P = p,.0J

Remarque 3.7 D’aprés la proposition précédente, le polynome minimal de C(P) est égal a P.



3.4 Exercices

Exercice 3.8 Montrer qu’un endomorphisme est simultanément diagonalisable et cyclique si et
seulement si il admet n valeurs propres dictinctes.

Exercice 3.9 Notons C,, des endomorphismes cycliques de M, (C).
1. En considérant les applications 0, : M — det(x, Mz, ..., M" 'z) de M, (C) dans C ou

x € C", démontrer que Cy, est un ouvert de My(C).

2. Justifier le fait que toute matrice de M, (C) est limite d’une suite de matrices dont les valeurs
propres sont distinctes et en déduire que C,, est dense dans M, (C).

Exercice 3.10 En utilisant ’exercice précédent, montrer que lapplication p : M, (C) — C[X] qui
a A associe g n'est pas continue (on justifiera le fait que x : M, (C) — C[X] qui a A associe x A
est continue et on considérera pu — x).

Exercice 3.11 On dit que P € C[X] est un polynome de Sylvester lorsque chacun de ses coefficients
est de module < 1. On note Z, l’ensemble de toutes les racines possibles des polynomes de Syvester
de degré au plus n.

1. En utilisant les formules de Newton pour le lien entre coefficients et racines, montrer que Zy,
est fini.

2. Soit & € Z,. Montrer que pour tout entier k > 0, £&* € Z, (penser a la notion de matrice
compagnon,).

3. En déduire que les éléments de Z,, sont des racines de 'unité (théoréme da o Kronecker).

4 Invariants de similitude et réduction de Frobenius

D’aprés le paragraphe précédent, tous les endomorphismes ne sont pas cycliques. Cependant,
nous allons montrer que pour tout endomorphisme u de P(FE), il existe une décomposition de E en
sous-espaces stables par u ol la restriction de u est cyclique. Ces espaces ne sont pas uniques mais
ils définissent une suite de polynémes qui elle est unique : ce sont les invariants de similitude de u.

4.1 Suite des invariants de similitude

Théoréme 4.1 Soit uw € L(E). Il existe une suite F1,...,F, de sous-espaces de E stables par u
non réduits a {0} telle que

I E=F & --&F,
2. chaque F; est stable par u et up, est cyclique,
3. en posant j; = pp;, on a la suite de divisibilités ju,/pir—1/ -+ /p1 et p1 = iy

Par ailleurs, la suite u1,. .., u ne dépend que de u et pas des sous-espaces F;. On 'appelle
la suite des invariants de similitude de u.

Preuve :

1 Existence : on procéde par récurrence sur n. Sin =1, on a r = 1 et I'existence souhaitée est
évidente. Supposons que cette existence soit vraie en dimension < n. D’aprés le Théoréeme 3.4, il
existe un vecteur z non nul tel que p, = p,. Notons d = deg(pu,,). Alors E, est un sous-espace de E/



de dimension d > 0 stable sous 'action de u. On pose F} = E,. Nous avons, que la restriction de u
a Fy est cyclique et donc d’aprés la Proposition 3.6, ujp, = 1 = py. L'idée est alors de trouver un
supplémentaire de Fy stable par u. Pour cela posons ej, = u*(z) pour tout k = 0,...,d — 1. Alors
{eo,...,eq—1} est une base de F;. Complétons l1a en une base B = {eq,...,e,} de E. Considérons
alors € le d-ieme vecteur de la base duale de B. Il s’agit de I’application linéaire qui associe & tout
vecteur de F sa d-iéme coordonnée dans la base B. Posons

I =vect(efou” | ke Ny et G=T°={y € F|ejou’(y) =0 Vk € N}

son dual dans E. Siy € G, eou*(u(y)) = e;our"(y) = 0 pour tout k¥ € N donc G est stable par
u. Montrons que E = F} ® G. Soit y € F1; N G. Comme {ey,...,eq_1} est une base de Fy, il existe
un entier m tel que

Yy = Aogeo + -+ Amem et Ay # 0.

Alors u?~™(y) = Aoeq + - -+ + Ameq et e o u?=™(y) = A # 0 ce qui contredit le fait que y € G.
Donc Fi NG = {0}. Pour montrer que dim G + dim F} = n, considérons 'application linéaire

_ Ly —T
0’{ P(u) — ejo P(u)

Il est clair que 0 est surjective. Si P est non nul dans ker 6, on peut écrire P(u) = agid+- - -+apuf avec
a, # 0. Posons y = u?~P(eg). Alors P(u)(y) = ageq—p+- - -+apeq. Mais alors efo P(u)(y) = a,, # {0}
et donc ejjo P(u) # {0} ce qui donne une contradiction. Ainsi ker § = {0} et 6 est un isomorphisme.
On a donc dimI' = dim £,, = d d’aprés le Lemme 2.2. Cela donne bien dimG =n —dimI'=n—d
et donc E = F1 & G. Notons finalement que p,g divise py, = i, - On peut donc appliquer notre
hypothése de récurrence et obtenir I'existence de la décomposition ainsi que celle de la famille de
polynoémes annoncée.

2 Unicité : Supposons l'existence de deux suites de sous-espaces F1,..., F, et G1,...,Gs avec
7 > s vérifiant les conditions du théoréme. Notons P = fi,r; €t Qj = puyq,- Onadéja Q1 = P = pr
et comme les restrictions de u & F} et G sont cycliques, dim F} = dim G = d. Supposons les deux
suites disctinctes. Il existe alors un indice j > 2 minimal tel que P; # Q;. En effet dans le cas
contraire F; = @Q; pour tout ¢ = 1,..., s ce qui est impossible car }I_, deg(P;) = >_7_; deg(Q;) =

dim E et r > s car les deux suites sont distinctes. Comme P;(Fj;;) =0 pour k=0,...,7, on a
Pj(u)(E) = Pj(u)(F1) @ - & Pj(u)(Fj-1) et (1)
Pj(u)(E) = Pj(u)(G1) & -+ & Pj(u)(Gj-1) & Pj(u)(G;) & - - - & Pj(u)(Gs).
Or P, = Q, pour tout a = 1,...,j—1 donc g, et u|g, sont semblables puisqu’il s’agit d’endomor-
phismes cycliques (voir Proposition 3.6). On en déduit que dim Pj(u)(Fy) = dim Pj(u)(G,) pour
a=1,...,j5—1. En utilisant (1), on voit donc que 0 = dim Pj(u)(G;) = - -- = dim Pj(u)(Gs) ce qui

implique notamment que ; divise P;. Par symétrie, on obtient de méme que P; divise @); et donc
P; = Q; contrairement & notre hypothése. Cela montre bien que les deux suites de sous-espaces
sont égales. [
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4.2 Reéduction de Frobenius

Théoréme 4.2 Si uq, ..., [ sont les invariants de similitudes de u, il existe une base B de E
dans laquelle

C(m)
Mp(u) =
C(pr)
De plus
My = b1 €t Xy = H1 -+ fhr-
Preuve : L’existence de la base B s’obtient directement & partir du Théoréme 4.1 et en utilisant que
la matrice d’'un endomorphisme cyclique est semblable a la matrice compagnon de son polyndéme

minimal. Pour le calcul de Xy, on observe que xu = Xc(uy) " Xc(ur) = H1 - fbr Puisque le polynome
caractéristique de C(P) vaut P. [

Remarque 4.3 Soitu € L(E). Si P, ..., P, est une suite de polynémes unitaires tels que P,/ --- /Py
et si il existe une base B de E dans laquelle

()
Mp(u) =
C(P)

alors u est cyclique d’invariants de similitude P, ..., P.. En effet la décomposition par blocs dé-
termine une partition B = By U ---U B, de la base B. Si on note F; = vect(B;), on retrouve les
conditions du Théoréme 4.1 et on conclut par unicité des invariants de similitude.

Nous allons maintenant caractériser les endomorphismes semblables. Pour cela, nous aurons
besoin d’un lemme intermédiaire. Soit u € L(E) et v € GL(E). Notons g = vuv~!. On se donne
un sous-espace F' stable par u.

Lemme 4.4 Nous avons les proprietés suivantes :

1. v(F) est stable par g,

2. wp est cyclique si et seulement si g,(r) est cyclique,

3. Fup = Hgpy(ry -
Preuve : Soit x € F, alors g(v(x)) = vu(z) € v(F') puisque u(x) € F' ce qui montre le point 1. Pour
le point 2, on note p = deg(py ) et on observe que {z, ..., u?1(x)} est une base de F si et seulement
si {v(z),...,vu?"(z)} est une base de v(F). C’est suffisant puisque vu®(z) = (vuv™1)*(v(z)) =
g*(v(x)) pour tout k = 0,...,d — 1. Puisque P(g) = vP(u)v~! pour tout polynome P € K[X],
P(g) = 0 si et seulement si P(u) = 0. Comme P(g|,(r)) = P(g)u(r) €t P(ur) = P(u)|p, on a bien
Py p = Hgp(y COMIME ANNONCE dans le point 3. [J

Théoréme 4.5 Deux endomorphismes de L(E) sont semblables si et seulement si ils ont les mémes
invariants de similitudes.
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Preuve : Le Théoréeme 4.2 entraine que deux endomorphismes ayant les mémes invariants de
similitude sont semblables. Réciproquement considérons u € L(E), v € GL(E) et g = vuv~!. Soit
Fy, ..., F, une famille de sous-espaces comme dans le Théoréme 3.4. Puisque v est inversible on a

E=F& - &F =vF)&- - ®v(F).

En utilisant le lemme précédent, les v(F;) sont stables par g, chaque restriction glu(F;) est cyclique
> P, = Mgy €6 done
Hgiuiryy |~  Hgpugeyy = Hg = Hau-

Par unicité de la décomposition, les polynomes (i, |, sont aussi les invariants de similitude de g. [

Remarque 4.6 [l existe des algorithmes permettant le calcul effectif des invariants de similitude
d’une matrice. La plupart d’entre-eux utilisent la motion de module sur un anneau principal : les
invariants de similitude de A sont les facteurs invariants de la matrice A — X 1I,,. Nous renvoyons
par exemple & [2] pour une exposition détaillée de ces notions.

4.3 Exercices
Exercice 4.7 Soient E et F' des espaces vectoriels de dimension p et q sur C, f : E — F et
g: F — E deux applications linéaires.

1. Soit X # 0. Montrer que \ est valeur propre de f o g ssi A est valeur propre de go f.

2. Pour une valeur propre A non nulle de f o g et de go f, montrer que les sous-espaces carac-
téristiques associés sont isomorphes.

3. Que peut-on en déduire pour X fog €t Xgoof ¢

Exercice 4.8 Soit A une matrice 3 X 3 dont les invariants de similitudes sont P = (X — 2) et
Py= (X —2)(X —4) = X2 - 6X + 8. Montrer que A est semblable a

20 0
0 0 =8
01 6

Exercice 4.9 Montrer qu’en dimension < 3 deuzx endomorphismes sont semblables ssi ils ont méme
polynémes minimal et caractéristique. Est-ce vrai en dimension n > 47

Exercice 4.10 En utilisant la décomposition de Frobenius, montrer qu’un endomorphisme u de
rang r posséde un polynéme annulateur de degré au plus r + 1.

5 Applications

5.1 Commutant d’un endomorphisme cyclique
Pour tout u € L(F), on note Comm(u) le commutant de u défini par
Comm(u) = {f € £(E) | fu=uf}.
Il est clair que Comm(u) est une sous-algebre de £(F) contenant au moins tous les polynomes P(u)

avec P € K[X].
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Proposition 5.1 L’endomorphisme u est cyclique si et seulement si Comm(u) = Klu] i.e. le
commutant de u se réduit aux polynémes en u.

Preuve : Supposons que u soit cyclique. Il existe un vecteur x dans E tel que £ = FE,. Soit
f € Comm(u). Le vecteur f(z) € E s’écrit sous la forme f(x) = P(u)(z) ou P € K[X]. Montrons
que f = P(u). Soit y € E, on peut écrire y = Q(u)(z) avec Q € K[X]

fy) = FoQu)(z) = Qu) o f(z) = Q(u) o P(u)(z) = P(u) o Q(u)(x) = P(u)(y)

ou la deuxiéme égalité utilise le fait que f commute avec tout polynéome en u. On a donc bien
f = P(u) un polynéme en u.
Réciproquement, suppasons Comm(u) = K[u]. On applique le Théoréme 3.4 pour obtenir une
décomposition

E=Ro¢---oF,

avec les bonnes propriéteés. Nous allons montrer que r = 1 ce qui implique que u est cyclique.
Supposons r > 1. Soit 7 la projection sur Fo@®- - - ® F;. de noyau Fi. Comme F} et F5P--- P F}. sont
stables par u, nous avons mou = u o7 c’est & dire que m € Comm(u). Il existe donc un polynéme
P tel que m = P(u). Comme 7z = 0, nous avons P(up) = P(u)|p = 0. Cela implique que s,
divise P. Mais comme les invariants de similitude pu1,..., 4, sont tous des diviseurs de u,, on a
P(ujf,) =0 pour tout 7 = 1,...,r car up, a pour polynome minimal p;. Mais alors

= P(u) = P(up)+ -+ P(yr,) =0.

Donc Fo@---@F, = {0} ce qui est impossible car les espaces F; dans la décomposition du Théoréme
3.4 ne sont pas réduits a {0}. O

5.2 Réduction de Jordan

Un bloc de Jordan associée A € K est une matrice carrée de la forme

1
A

Théoréme 5.2 Supposons que K est algébriquement clos. Soit u € L(E). Alors il existe une base
de E dans laquelle la matrice de u prend la forme

J1

Jr

ot chaque matrice J,,a = 1,...,1 est un bloc de Jordan associé & une valeur propre de u, deux
blocs pouvant étre associés o la méme valeur propre.
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Preuve : Puisque K est algébriquement clos, u, est scindé dans K et on peut le factoriser sous la
forme

pu(X) = (X = A% - (X = A\p)™

ol les A1, ..., Ay, sont les valeurs propres disctinctes de u. D’aprés le lemme des noyaux, on a alors
E =ker(u — A\id)** @ - - - @ ker(u — A\pid)™!

ot les espaces C), = ker(u—A\,id)** sont les sous-espaces caractéristiques de u. Comme (u—Ayid)**
est un polynome en u, C), est stable par u et il suffit de démontrer le théoréme sur chaque C) avec
A valeur propre de u. Soit donc A une telle valeur propre et a sa multiplicité dans pu,,. Par définition
de Cj, uy := (u — Aid)|c, est nilpotent sur C et u§ = 0. On peut alors appliquer le Théoréme 4.2
a u) vu comme un endomorphisme de C. Il existe donc une base B) de C) telle que la matrice de
uy dans B) soit de la forme
C(p1)
My =

Clpr)

ol ft1,..., sont les invariants de similitude de w). Puisque u) est nilpotent, ses invariants de
similitude sont des puissances de X et donc, chaque matrice compagnon dans M) est de la forme

0 0
1
0 0
10
En permuttant I'ordre des vecteurs de By, on obtient une base B} de C) dans laquelle la matrice
de uy = ujc, — Aidc, est de la forme

0 1
0 1
0 0

0 1
0 1
0 0
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et dans cette méme base B, la matrice de u)c, prend la forme

A1
0 1
0 A
A1
0 |
0 A
Finalement la base évoquée dans le théoréme est la réunion disjointe des bases B;\l, ey Bf\m. O

5.3 Matrices semblables et extensions de corps

Supposons que L est un extension du corps K. Alors M, (K) peut étre considére comme une
sous-algebre de M, (L).

Proposition 5.3 Soit M € M, (K). Alors la suite des invariants de similitude de M est la méme
dans K[X] et dans L[X].

Preuve : Notons p1, ...,y les invariants de similitude de M dans K[X]. D’apres le Théoreme 4.2,
il existe une matrice inversible P & coefficients dans K telle que
C(m)
Cpr)

o py/ - -+ /p1. Cette relation reste vraie dans M, (L) ce qui permet de conclure d’apres la Remarque
4.3. 0

La proposition précédente combinée avec le Théoréme 4.5 implique le

Corollaire 5.4 Deux matrices sont semblables dans My, (K) si et seulement si elles le sont dans
M, (L).
5.4 Exercices

Exercice 5.5 Justifier que le Théoréme 5.2 reste vrai pour tout endomorphisme w tel que X, soit
scindé.

Exercice 5.6 (Décomposition de Dunford) Soit u € L(E) tel que ., soi scindé, montrer qu’il
existe une unique paire (d,n) € L(E)? avec d diagonalisable et n nilpotente telle que u = d +n et
nd = dn (pour lunicité, on pourra utiliser la décomposition en sous-espaces caractéristiques).
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Exercice 5.7 Déterminer la réduite de Jordan d’une matrice 3 x 3 dont les invariants de similitude
sont Py = (X —2) et P = (X —2)(X —4).

Exemple 5.8 Montrer que la réduite de Jordan d’une matrice 4 X 4 dont le seul invariant de
similitude est Py = (X —2)%(X — 4)? est :

2100
0200
00 41
00 0 4

Exemple 5.9 Soit A € M, (C). Donner une condition nécessaire et suffisante pour que M et 2M
sotent semblables.

Exercice 5.10 Soit u € L(E) dont la réduite de Jordan est constituée d’un seul bloc Jp,(\) de taille
n. On pose v = u — \id. Soit x € E \ kerv". Montrer que B = (z,g(z),...,9" (x)} est une base
de E dans laquelle la matrice de u est égale a J, ().

Exercice 5.11 On suppose que A € M,,(C) avec x4(X) = (—1)™(X =\, pa(X) = (X — NP et
dim V/(X\) = v. Montrer que
<y<1l4+a-4.

6 Représentations d’algébres

Dans ce chapitre, A est une K-algebre de dimension finie associative et unitaire. On peut par
exemple songer a l'algebre L£(E) des endomorphimes d’un espace vectoriel de E ou a 'algebre K[G]
d’un groupe fini G. Une représentation (p, ) de dimension finie de A est la donnée d’un K-espace
vectoriel V' et d’une action p linéaire de A. Plus formellement, on se donne un morphisme unitaire
(c’est-a-dire que p(1) = Id)

p:A— L(E)

et pour tout a € A, 'endomorphisme p(a) de E est 'action de a sur V. On note pour alleger les
notations a - v = p(a)(v) pour tout v € V. On a donc

a-(Av+pv')=Xa-v+pa-v

pour tout a € A, v,v' € E et \,u € K. Les résultats qui suivent montrent que la théorie des
représentations des algebres de matrices est trés simple (comparativement a celles de groupes finis
par exemple). Noter que les sous-représentations de A (c’est-a-dire celles pour lesquelles E est un
sous-espace de A) sont précisément les idéaux a gauche de A, l'action est alors la multiplication
dans A. En effet si I est un tel idéal, c’est un K-sous-espace de A stable par la multiplication a
gauche

A — L(I)
{I—>I
a —

Tr — ax

Un autre exemple de représentation est la représentation dite standard K™ de ’algébre de matrices

M, (K).
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n

Lemme 6.1 En tant que représentation de M, (K), K" est irréducible.

Preuve : si V' C K" est une sous-représentation non réduite a {0}, elle contient un vecteur v # 0.
L’orbite de v sous 'action du groupe GL,(C) est V' \ {0} ce qui montre que V =K". [
6.1 Représentations d’une algébre de matrices

Théoréme 6.2

1. Soit p : Mu(K)— L(E) une représentation de dimension finie de l’algébre des matrices
M, (K). Alors, il existe une base de E dans laquelle, pour tout a € A, la matrice de p(a) est
diagonale par blocs de la forme

En particulier, n divise dim V.

2. A isomorphisme pres, les représentations irréductibles de M,,(K) sont la représentation tri-
viale {0} et la représentation standard. Toute représentation E se décompose en somme directe
de représentations irréducitbles sous la forme

E=U¢ ---aU,
avec Uy ~ K™ pour tout k =1,...,r.

Preuve :
1 : On rappelle que I'algebre M,,(K) est engendrée par les matrices élémentaires F; j. La multipli-
cation des matrices élémentaires vérifie

E;jEy; = E; 9.
L’idée consiste & regarder les images p(E; j). Remarquons tout d’abord que
I, = El,l + En,n-

Notons P; = p(E;;). Puisque Efl =FLE;;et B;E;; =0 pour ¢ # j, Pp,...,P, est une famille de
projecteurs tels que P;P; = 0 pour ¢ # j. Ainsi si on note V; = Im P;, nous aurons

E:Vl@'--@vn.

Considérons ¢ # j et lapplication linéaire P;; = p(E;;) : V; — V;. Alors idy, = Py, =
p(Ejyi)p(Eiyj)M ce qui montre que F;; est injective et que Im P;; C V; comme annoncé. On a
aussi idyy, = Py, = p(Eij)p(Ejq)v, ce qui implique la surjectivité de P; ;. Finalement, nous obte-
nons que F; ; est un isomorphime d’espaces vectoriels.

Soit (egl), e e,(nl)) une base de V;. Pour tout i = 1, ..., n, notons (egi), ... ,67@) I'image de cette base
par l'isomorphisme P; ;, autrement dit e,(;) = Pl-yle,(:) pour tout k =1,...,7ret tout ¢ = 1,...,n.
Posons pour tout £k =1,...,n
D (2
Uy = vect(elgC ),e,(C ), el e](gn)).
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Nous avons '
eg) sii=k =1,

; (i+1) . . L .
p(B)(e)) =4 ) Sremb=idleti=i
e, sii=nk=1letl=mn

0 sinon.

ce qui montre que chaque espace Uy, est stable par action de M, (K). De plus p(Mn(K))(e,(:))
engendre la base By = {eg) , e,(f), cen egl)}. Nous disposons donc d’un morphisme d’algebres
P { M, (K) —=L(Ug)
M — p(M)y,

non nul puisque p(./\/ln(K))(e,gl)) engendre la base Bj. Comme les seuls idéaux bilateres de M,,(K)

sont {0} et M,,(K), ker pr, = {0}. Par ailleurs, L(Uy) ~ M, (K) puisque dim Uy, = n. Finalement py,
est un isomorphisme et donc Uy, est une représentation irréductible de M,,(K) (elle est isomorphe
a K™). On obtient donc la décomposition de E en composantes irréductibles

E=U:® ---@U,.

Dans la base B = By U---U B,, on obtient I’écriture matricielle souhaitée.
2 : Si E est irréducible, nous avons r = 1 et £/ = U; est isomorphe & la représentation standard de

M (K).

6.2 Algébres simples de dimension finie

Proposition 6.3 Soit A une C-algébre de dimension finie et (p, E) une représentation irréductible

de A.

1. Fizons x € E non nul. Alors pour tout vecteur ' non nul dans E, il exviste a € A tel que
¥ =a-z.

2. Fizonsl € E* non nul. Alors pour tout l' non nul dans E*, il existe a € A tel quel’ =l(a-x).

3. Siu € p(A) est de rang > 2, il existe u' € p/'(A) tel que 0 < rg(u') < rg(u).

Preuve :
1 : Pour tout = € E non nul, 'espace A - = est stable par A et non réduit & {0} puisqu’il contient
1.z = 1. Il s’agit donc d’une sous-représentation de F et comme F est irréductible, nous avons
A-x=FE.
2 : Considérons B = {lop(a) | a € A} C E* le dual de E. Pour tout o € A, B° = {z € E |
lop(a)(x) = 0,Ya € A} est stable par p(a). Comme B contient | = p(1) ol, B # {0} et donc
B° # E. 1l s’ensuite que B° = {0} et B = E* ce qui démontre le point 2.
3 : Posons u = p(a) avec a € A. Comme u est de rang au moins 2, il existe = et y dans F tels
que (u(z),u(y)) soit libre. Puisque u(x) # 0, il existe d’apres le point 1 élément a € A tel que
y = a-u(x). La restriction u o p(a)|m,, est non nulle car uo p(a)(u(z)) = uo (a-u(z)) = u(y) # 0.
Puisque le corps de base est C, u o p(a)umu posséde donc au moins une valeur propre A. Notons
v = (uop(a) = Al)jmy- On a alors Imv & Imu et donc Im(v o u) C Imv & Imu. De plus
vou(z) =wuop(a)ou(x) — Au(z) = u(y) — Au(x) # 0 puisque u(y) et u(x) sont libres. Cela montre
que

vou=muopla)ou—u=plaax — ) € p(A)

est non nul de rang strictement inférieur & celui de u ce qui termine la preuve. [
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Théoréme 6.4 (Burnside) Supposons K = C. Soit (p, E) une représentation irréductible de A.
Alors p(A) = L(E), autrement dit les actions des éléments de A coincident ezactement avec tous
les endomorphismes de E.

Preuve : Si dim E = {0}, le théoréme est immédiat. Sinon, L(F) est engendré en tant qu’espace
vectoriel par les applications linéaires de rang 1. Nous allons montrer que p(.A) contient toutes ces
applications linéaires.

Pour montrer qu'’il en contient bien une, on part de u = p(1) = idg. Si dim V' = {1}, u convient.
Sinon, on applique le point 3 de la proposition précédente ce qui fournit par récurrence ’endomor-
phisme ¢ = p(a) avec a € A de rang 1 cherché.

Comme ¢ est de rang 1, il existe v € E et [ € E* tel que ¢ = I(-)v. Soit ¢’ = I'(-)v" un autre
endomorphisme de rang 1 de E. D’aprés les points 1 et 2 de la proposition précédente, il existe a
et b dans A tels que v' =a-v et I’ =10 p(b). On a alors pour tout = € F

¢'(z) =1U'(2)v" = Lo p(b)(x) pla)(v) = p(a)(l o p(b)(x)v)) =
eC ek

p(a)((p(b)(x))) = pla)(p(a)(p(b)(x))) = placd)(x)

et finalement ¢’ = p(aabd). Ainsi p(A) contient bien touts les endomorphimes de rang 1 ce qui
termine la preuve. [J

On rappelle que A est simple lorsque ces seuls idéaux bilatéres sont A et {0}.

Théoréme 6.5 (Wedderburn) Soit A une C-algébre simple de dimension finie. Alors, il existe
un entier n tel que

A~ M, (C).

Preuve : Nous avons vu que les sous-représentations de A correspondent aux idéaux a gauche de
A. Comme A est de dimension finie et est un idéal & gauche, on peut choisir un idéal a gauche I de
A non réduit & {0} de dimension minimale. On dispose alors d’une représentation par multiplication

a gauche
A—T

prI: a'_){ 1—1

X — ax
irréductible puisque I est de dimension minimale. Le théoréme de Burnside ci-dessus impose donc
que pr(A) = L(I). Maintenant, comme ker p; est un idéal bilatére de 1’algébre simple A, nous avons
ker py = {0} ou ker p; = A. Or p;(1) = id; n’est pas nul donc ker p; # A et ps est injective. Cela
montre que A = L(I) ~ M,(C) ou n =dimI. O
6.3 Algébres semi-simples sur C

La C-algebre A de dimension finie est dite semi-simple lorsqu’il existe une décomposition

de A en somme directe de sous-algeébres simples. Attention, cette notion de somme directe de sous-
algebres est plus forte que la notion de somme directe d’espaces vectoriels (qui ne tient pas compte
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du produit). Il faut comprendre que chaque élément de A se décompose de fagon unique sous la
forme a =a; +---+a, avec a; € A; et si ' =a) + -+ + a). est la décomposition de a’ on a

ad' = aral + -+ ara,

avec a;a; € A; pour tout ¢ = 1,...,r. En particulier, chaque A; est un idéal bilatére de A. Certains
auteurs parlent d’ailleurs plutot de produit direct d’algébres que de somme directe.

Corollaire 6.6 (du théoréme de Wedderburn) Si A est une C-algébre semisimple, il existe
des entiers ny,...,n, tels que

A M, (C)® - & M,, (C)

en tant que C-algébres.

6.4 Exercices
Exercice 6.7 On considére G un groupe fini et C[G] l'algébre du groupe G. Que peut-on dire du
groupe G si l'algébre C[G] est simple ¢

Exercice 6.8 Soit A est une C-algébre semi-simple de dimension finie. Montrer que toute sous-
algébre de A et toute algébre quotient de A est semi-simple.

Exercice 6.9 Soit A est une C-algébre semi-simple de dimension finie. En utilisant [’exercice
précédent, montrer les équivalences entre

1. L’algébre A est semisimple.

2. Toute représentation de dimension finie de A se décompose comme la somme directe de re-
présentations irréductibles.

Exercice 6.10 En utilisant les résultats de ce cours et ceux de celui de théorie des représentations,
montrer que ’algébre C[G] d’un groupe fini est semi-simple. En déduire que

C[G] ~ My, (C) @ --- ® M,, (C)

o N, ...,y sont les degrés des représentations irréductibles du groupe G sur C.

7 Probléme de Burnside pour les groupes de matrices

7.1 Le probléme de Burnside
Définition 7.1 soit G un groupe.

1. On dit que G est de type fini lorsqu’il est engendré par un nombre fini d’éléments.
2. On dit que G est périodique si pour tout g dans G, il existe un entier m tel que g™ = 1.

3. On dit que G est d’exposant fini si il existe un entier m tel que ¢"* = 1 pour tout g dans G.
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On prendra garde & 'ordre des quantificateurs dans les deux derniéres définitions. Il est clair
que d’apres le théoreme de Lagrange sur les groupes, tout groupe fini est d’exposant fini m = |G]|.
Bien str, il existe des groupes non périodiques (et donc infinis). Par exemple G = Z. Le probléme
de Burnside est le suivant :

Probléme 1 (dit de Burnside) : Un groupe de type fini et périodique est-il fini?
On peut aussi se poser le probléme plus contraint suivant :
Probléme 2 : Un groupe de type fini et d’exposant fini est-il fini ?

Dans la suite, nous allons particuliérement étudier le cas ou G est un sous-groupe du groupe des
matrices inversibles GL,,(C) de M,,(C). Nous présenterons des résultats dus a Burnside et Schur
pour des sous-groupes de GL,,(C). Le résultat de Burnside répond par l'affirmative au probléme 2
pour de tels groupes. Il est légérement antérieur a celui de Schur qui répond par I'affirmative au
probléme 1 pour les sous-groupes des groupes de matrices impliquant donc le résultat de Burnside.

Pour des groupes qui ne sont pas des sous-groupes de matrices (ou de fagon équivalente qui
n’admettent pas de réprésentation fidele), il a été démontré par Grigorchuk en 1980 que la réponse
au probléme 1 est négative en général. La réponse au probléme 2, n’est pas encore totalement
élucidée. Actuellement, on connait des groupes infinis de type fini et d’exposant > 13 (Ivanov).
Mais que se passe-t-il pour les groupes de type fini et d’exposant plus petit que 137

7.2 Théoréme de Burnside

Lemme 7.2 Soit u € M,,(C). Alors u est nilpotent si et seulement si tr(uP) = 0 pour tout 1 <
p<n.

Preuve : voir Exercice 2.18. OJ

Théoréme 7.3 (Burnside) Tout sous-groupe de GL,(C) de type fini et d’exposant fini est fini.

Preuve : Soit G un tel groupe d’exposant e. Le C-espace vectoriel A =vect(G) de M, (C) est
une sous-algébre unitaire de dimension finie et comme G est de type fini, il existe une famille finie
Gy, ...,Gy d’éléments du groupe G génératrice de Palgeébre A. On considére I'application

0 o
|\ M (tr(MG,...,MGy,))

et nous allons montrer qu’elle est injective. Supposons donc A et B dans G tels que 0(A) = 6(B).
Comme la famille Gy, . . ., Gy, engendre l'algebre A, nous avons tr(AC) = tr(BC') pour tout C' € A.
Montrons par récurrence que pour tout entier k& > 0, tr((AB~1)*) = n. Pour n = 0, c’est clair.
Supposons la propriété vraie pour kK — 1 > 0. Alors

tr(AB™H8) = tr(AB"Y(AB™ Y1) = tr(BB Y (AB )Y Y) = tr(AB )1 =n

otl on a utilisé I'égalité tr(AC) = tr(BC) avec C = B~1(AB~!)k~1 et I'hypothése de récurrence.
Montrons maintenant que AB~! — I,, est nilpotent. Nous avons pour tout 1 < p < n

tr(AB™ — L") =Y (Z) tr((AB~HR) (1 F =0 (Z) (—1)PF = (1 -1 =0.
k= k=0

0
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On peut donc en déduire que AB~! — I,, est nilpotent en appliquant le lemme précédent.
Montrons que AB~! — I, est diagonalisable. Comme A et B sont dans G, AB~! aussi. Donc X¢ —1
est un polynome annulateur de AB~! scindé dans C et & racines simples (ce sont les racines e-iéme
de 1'unité). Donc AB~! est diagonalisable et comme I, est diagonale dans n’importe quelle base,
AB~! — I, est diagonalisable.

Pour terminer, il suffit d’observer qu’un endomorphisme diagonalisable et nilpotent est nul. Donc
A = B et 0 est une injection de G dans S{" ou S, est 'ensemble de toutes les sommes possibles de
n racines e-iéme de 'unité. Cela découle du fait que chaque matrice M G; est annulée par X€¢ — 1
et donc ses valeurs propres sont des racines e-ieme de l'unité. Ainsi ¢tr(MG;) est une somme de
racines e-iemes de I'unité. Comme S, est fini, S]* aussi et on a contruit une injection de G' dans un
ensemble fini. Cela montre que G est lui aussi fini. [

7.3 Théoréme de Schur

Nous aurons besoin de deux lemmes qui utilisent des élements essentiels de la théorie de Galois.

Lemme 7.4 Soit K une extension de Q de degré d et P € K[X1,...,Xy]. Il existe un polynome
P e Q[Xy,...,X,] de degré ddeg(P) tel que pour tout n-uplet (z1,...,z,) € C"

P(z1,...,2n) = 0= P(21,...,25).

Preuve : L’extension K est de degré fini donc d’aprés le théoréme de 1’ élément primitif, il existe
un complexe 60 tel que K = Q(61). De plus, si P; est le polynome minimal de 0; alors deg(P;) = d.
Soient 0, ..., 04 les autres racines de P; (elles sont toutes distinctes car P; est irréductible dans Q
qui est de caractéristique 0). On pose pour tout k entre 1 et d, Ly = Q(ay) et oy Iisomorphisme
de L1 dans L, qui envoie 0y sur 6. Puisque K = IL1, nous pouvons écrire

P(X1,...,Xn) = Y a(f)X'
leNn

ott pour | = (Iy,...,1,), X! = X" ... X et ¢; € K[T] est un polynéme de degré < d (pour avoir
unicité des coefficients). Pour tout k = 1,...,d, notons

P® =g (P) =Y k) X" € Ly[X] et
lGN"
P=ph...pd L[X1,..., X,

ou L est de corps de décomposition de P; sur Q. L’extension L est normale et séparable, il s’agit
d’une extension galoisienne dont le groupe de Galois est Gal = {o1,...,04}. Mais alors, P est fixe
sous l'action de Gal. Il s’ensuit que les coefficients de P sont dans Q. Par ailleurs, deg(P) = d deg(P)
comme souhaité. [

On dit que les nombres complexes aq, ..., a; sont algébriquement indépendants, lorsque pour
tout polynome P € Q[X7, ..., X{]

P(ay,...,a;) =0= P =0.

Cela générélise la notion d’indépendence linéaire (cas ot P homogeéne est de degré 1). Dans ce cas,
T = QJay,...,as est isomorphe a Q[ X1, ..., Xy].
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Lemme 7.5 Soit ay,...,a; des nombres complezes algébriquement indépendants, T = Qlay, . .., a]
et B une extension de degré d de T. On pose F = ENQ ou Q est la cloture algébrique de Q. Alors
F est une extension finie de Q de degré < d.

Preuve : Soient z1,..., 2441 des eléments de F, nous allons montrer que la famille {z1,..., 2411}
est Q-lite. Comme [E : T] = d, on sait déja que cette famille est T-liée. Il existe des éléments
t1,...,tq+1 non nuls dans T tels que

d+1

Z tkzk = 0.

k=1
Chaque éléments t; € Q[aq,...,a]. En mulipliant par le ppcm de leur dénominateur, on obtient
une famille Py, ..., Pyy1 de polynomes de Q[aq, ..., a] telle que

d+1

ZPk(al, cooyap)zE = 0.
k=1

Posons

d+1

P=) Pu(X1,...,X)z € Qz1,- .-, 2a41) [ X1, ..., Xy,

k=1
Comme les z1,.. ., zq sont algébriques, 'extension K = Q(z1,...,24+1) est finie de degré disons .
De plus, P(ai,...,a;) = 0. On peut donc appliquer le Lemme 7.4 pour obtenir un polynéme P €
Q[X1,..., Xy tel que P(ay,...,a;) = 0. Mais comme ay, ..., a; sont algébriquement indépendants
sur Q, on a en fait P = 0. Puisque deg(P) = § deg(P), on a aussi P = 0. Comme Py (X1, ..., X;) est
dans Q[X7, ..., X et que Py(a1,...,a;) =ty # 0, les P sont des polynémes non nuls a coefficients
rationnels. Il existe donc (x1,...,7;) € Q! tels que les Py(w1,...,3¢),k =1,...,d+ 1 ne soient pas

tous nuls. On a alors
d+1

ZPk(xl, cooy )z =0
k=1

et les zj sont liés dans Q comme souhaité. [

Soit N un entier naturel non nul. En reprenant les notations et hypothéses du lemme précédent,
soit ¢ une racine primitive N-iéme de I'unité. On note R son polynéme minimal sur le corps E (£
est algébrique sur [ car il est algébrique sur Q) et on pose r = deg(R).

Lemme 7.6 Nous avons ¢(N) < dr ou ¢ est l'indicatrice d’Euler sur les entiers.

Preuve : Le polynome E est a coefficients dans F = E N Q puisqu’il divise X~ — 1. D’aprés le
lemme 7.5, il existe donc un polynéme R € Q[X] tel que RE) = 0 et deg(R) = r[F : Q] < rd. Par
ailleurs @, le N-iéme polynome cyclotomique doit diviser R car R € Q[X] et ®y est irréductible
sur Q avec @ (&) = 0. On a donc ¢(N) = deg(Py) < rd comme souhaité. O

Théoréme 7.7 (Schur) Tout sous-groupe de GL,(C) de type fini et périodique est fini.
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Preuve : Soit G un sous-groupe de GL,,(C) engendré par une partie P finie. On note E 'extension
de Q enjendrée par les coefficients des matrices figurant dans P. Comme ces coefficients sont en
nombre fini, il existe une famille finie {a1,...,a;} d’¢léments de E algébriquement indépendants tels
que E soit une extension finie de T = Q(ay,...,a;) de degré d. Soit A € G et £ une valeur propre
de A. Comme A est d’ordre fini a, £ doit étre une racine de l'unité et donc une racine primitive
pour un certain entier N < a. Par ailleurs, £ est algébrique sur E car c¢’est une racine du polynéme
caractéristique de A, matrice dont les coefficients sont dans E puisque A est un produit d’éléments
de P. Le lemme précédent montre donc que ¢(N) < dr ou 7 est de degré de R le polyndome minimal
de sur E. Comme A est dans GL,(C), on a nécessairement r < n et donc la majoration ¢(N) < dn
ol d et n sont des constantes indépendantes de A. D’aprés I’Exercice 7.8 nous avons donc N < 6
ou N < d?n?. 1l existe donc une constante M telle que pour tout A € G et toute valeur propre &
de A on ait ®x (&) = 0 avec N < M. Les valeurs propres possibles des éléments de G sont donc en
nombre fini et ce sont des racines de I'unité. En prenant par exemple le ppcm de tous les ordres
possibles pour cet ensemble fini de racines de I'unité, on obtient donc une constante e telle que
£¢ = 1 pour toute valeur propre £ de tout élément A € GG. Pour terminer, on remarque que chaque
A € G est diagonalisable puisque X% — 1 annule A et est scindé dans C & racines simples. Ainsi,
a < e et G est d’exposant fini. Il suffit donc d’appliquer le théoréme de Burnside. [

7.4 Exercices

Exercice 7.8 Montrer que la fonction d’Euler ¢ vérifie l'inégalité \/n < p(n) pour tout entier
n>"T.

Exercice 7.9 Soit G un groupe abelien d’exposant fini m et de type fini. Montrer que G est fini.
Exercice 7.10 Méme question dans le cas d’un groupe abélien périodique et de type fini.
Exercice 7.11 Montrer qu’un groupe d’exposant 2 et de type fini est fini.

Exercice 7.12 Le but de [’exercice est de montrer que tout sous-groupe G de GLpn(Q) de type
fini et périodique est fini.sans bien sir utiliser le théoréme de Schur mais en admettant celui de
Frobenius.

1. Soit A € G d’ordre m. Montrer que

ker P(A) = dG/} ker ®4(A)

ot Dy est le d-iéme polyndme cyclotomique.
2. Soit Ay, la restriction de A o Vy, = ker @,,,(A). Montrer que pa,, = Pp,.

3. En déduire que l'ordre m d’un élément de G vérifie p(m) < n et conclure.
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