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Chapitre 1

Proprietés arithmétique des anneaux

1.1 Un peu d’histoire

Comme l'indique son éthymologie (aptTpuos signifiant nombre en grec), larithmétique est la
science des nombres et son origine remonte au moins a ’antiquité grecque. Elle s’est longtemps dé-
veloppée autour des différentes tentatives pour résoudre certaines équations diophantiennes. Rappe-
lons qu’il s’agit d’équations algébriques & une ou plusieurs inconnues dont on cherche & déterminer
les éventuelles solutions entiéres ou au contraire & établir ’absence de solution. Le début de leur
étude systématique remonte au moins & Diophante (aux alentours du III-iéme sciécle de notre ére).
La plus connue est sans doute 1’équation

"yt =2" (1.1)
oll n > 2 est un entier et x,y, z € Z. L’existence d’une infinité de solutions a ’équation =2 4 y? = 22
est généralement attribuée a I’école de Pythagore (vers 570 avant notre ére) bienqu’il semble que sa
résolution ait déja été connue par les Babyloniens 1000 auparavant. Les solutions sont les triplets
Pythagoriciens
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(z,y,2) = (r* — s2.2rs, 2 + 82)

ou r, s sont des entiers positifs, premiers entre eux et de parité opposée.

Les notions de corps et d’anneauzr sont quant a elles beaucoup plus récentes. Elles émergent
progressivement de 1’étude des équations algébriques et de la recherche d’une démonstration du
grand théoréme de Fermat infirmant ’existence d’un triplet d’entiers non nuls solution a I’équation
(1.1) des lors que n > 3. Les anneaux sont alors essentiellement vus comme des ensembles de
nombres généralisant les nombres entiers. En 1753, Leonhard Euler (1707 — 1783) pense avoir
trouvé une preuve du grand théoréme de Fermat pour n = 3. Elle se fonde sur 'utilisation de
I’anneau Z[i\/3>]des nombres de la forme a + biv/3 oil a et b sont des entiers relatifs et 4 1'unité
imaginaire. Sa preuve s’avére fausse car, contrairement a ce que croit Euler, un tel anneau n’est pas
factoriel c’est a dire que le théoréme fondamental de l’artithmétique (tout nombre se décompose de
fagon unique en un produit de nombres premiers) n’y est plus vérifié. Ainsi

4=2x2=(1+iV3)(1—iV3)

admet deux telles décompositions. Néanmoins, 'idée d’utiliser des généralisations des nombres
entiers s’avere trés fructueuse. Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) étudie les nombres de la forme



a + ib o a et b sont dans Z ce qui lui permet notamment de fournir des preuves élégantes du
théoréme des deux carrés de Fermat caractérisant les nombres entiers se décomposant comme la
somme de deux carrés d’entiers. L’ensemble Z[i] de ces nombres est maintenant dénommé ensemble
des entiers de Gauss. Ferdinand Eisenstein (1823 — 1852) analyse I’anneau des entiers Z[j] de la
forme a + bj ou j = exp(?) portant désormais son nom ce qui lui permet de donner une preuve
rigoureuse du grand théoréme de Fermat pour n = 3 trés analogue a celle (éronnée) proposée par
Euler. La différence essentielle entre les anneaux Z[i] et Z[j] d’une part, et Z[iv/3] d’autre part est
qu’il y existe un analogue de la division euclidienne des entiers seulement pour les deux premiers. Il
semble que le mérite puisse étre attribué & Gauss d’avoir le premier compris que ’existence d’une
telle division suffisait & garantir la validité du théoréme fondamental de 'arithmétique dans ’anneau
considéré. De tels anneaux sont dit euclidiens et nous verrons qu’en effet, ils sont nécessairement
factoriels.

La recherche d’une résolution générale du dernier théoréme de Fermat améne ’étude d’autres
anneaux d’entiers. Pour n = 5, Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805—1859) utilise I’anneau
maintenant appelé anneau des entiers de Dirichlet formé des nombres Z[®] de la forme a + b® ou
P = 1+T«/5 est le nombre d’or. Il comprend qu’une premiére obstruction va rendre la démonstration
plus difficile. Cette obstruction réside dans le fait que, si I’anneau est bien euclidien, I’ensemble des
éléments inversibles encore appelé groupe des unités devient infini. Pour ces éléments inversibles,
aucun outil classique de la théorie des anneaux, comme la décomposition en facteurs premiers
n’est possible. Il propose néanmoins une preuve du Théoréme de Fermat pour n = 5 complétée
quelques mois plus tard par Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833). Gabriel Lamé (1795 — 1870)
prouve bien, quatorze ans aprés Dirichlet, ’absence de solution pour n = 7 & 'aide d’un anneau
d’entiers quadratiques mais sa preuve est trés complexe et non généralisable.

Un progrés décisif est accompli par Ernst Kummer (1810—1893) qui, en travaillant dans ’anneau
des entiers Z[€p] ot p est un nombre premier impair et { = exp(%) parvient & démontrer le théoréme
de Fermat pour tous les nombres premiers dits “réguliers”. Il prouve que 'anneau Z[¢,] n’est en
général pas factoriel mais son idée majeure consiste a raisonner non plus avec les éléments de
Z[&p] mais avec des sous ensembles de Z[p] qu’il dénomme “nombres idéaux”. Cette idée est alors
systématisée par Richard Dedekind (1831 — 1916) a qui l'on doit la notion moderne d’idéal dans
un anneau commutatif unitaire et le développement d’une arithmétique non plus sur les éléments
d’un anneau de nombres algébriques mais sur les idéaux de cet anneau.

L’étude des anneaux commutatifs et notamment des anneaux de polynomes et de leurs idéaux
se pousuit alors en lien avec le développement de la géométrie algébrique et notamment avec les
travaux de Hilbert (1862 — 1943). Elle donne naissance a toute une branche des mathématiques
connue sous le nom d’algébre commutative encore en plein développement de nos jours. Signalons
que l'intérét de la notion d’anneau ne se limite pas bien siir aux seuls anneaux commutatifs. Il suffit
pour s’en convaincre de garder en téte I'importance des anneaux et algébres de matrices a la fois
en mathématique mais aussi en physique.

L’objectif de ce chapitre est de présenter les définitions et propriétés basiques liée aux anneaux
commutatifs. Nous n’étudierons en détail que les propriétés des anneaux factoriels et n’aborderons
les définitions et propriétés des anneaux Noetheriens ou des anneaux de Dedekind que superficiel-
lement. Le lecteur plus curieux pourra consulter les références en fin de texte. Dans la suite tous
les anneaux considérés seront unitaires et commutatifs. Les définitions et notions de bases sur les
groupes et les anneaux sont également supposées connues par le lecteur que nous renvoyons par
exemple a [5] pour celles qui ne seraient pas rappelées.



1.2 Autour de la notion d’idéal

On se donne un anneau A = A(+, -, 0, 1) unitaire et commutatif (c’est & dire que la multiplication
est commutative). On rappelle que 'addition est toujours commutative dans un anneau. On dit
qu'un élément a € A est inversible dans A si il existe un élément a’ € A telle que ad’ = 1(=d'a). 1l
est facile de vérifier qu'un tel élément a’ est nécessairement unique. On note alors a’ = a~'.
L’ensemble A* := {a € A, inversible} forme le groupe des éléments inversibles de A. Lorsque

A* = A\ {0}, on dit que A est un corps.

Exemple 1.2.1
~ Pour Z[i] := {a+ib | (a,b) € Z%}, Z[i]* = {-1—1i,1,i}.
— Dans Z/nZ les éléments inversibles sont les classes k telles que k soit premier avec n.

Exercice 1.2.2
— Détermier A* pour Z[iv/3] et Z[®)].
— Caractériser le groupe (Z/nZ)™ pour n = 121 000.

Comme mentioné dans I'introduction, la notion d’idéal est centrale en algébre commutative.
Nous allons voir que la plupart des propriétés arithmétiques des anneaux peuvent s’exprimer comme
des propriétés sur leurs idéaux. On dit que I C A est un idéal si I est un sous-groupe de (A, +) tel
que al C I pour tout a € A. Cela signifie que tous les produits de la forme ax avec a € Aet x € [
sont dans I. Pour tout a € A, on note @ := a+ I la classe de a pour la relation d’équivalence a ~ a’
ssi a —a’ € I. La preuve du lemme suivant est laisée au lecteur

Lemme 1.2.3 L’addition et la multiplication

G+b=a+betab=ab

sont bien définies dans A/ ~ . Elles conférent a A/ ~ un structure d’anneau commutatif unitaire
appelé quotient de A par I et noté A/I.

La projection canonique p : A — A/I qui associe a tout a € A sa classe a est alors un morphisme
surjectif d’anneaux tel que ker f = I. Noter que les idéaux de 1’anneau quotient A/I sont de la
forme I/J ou J est un idéal de A contenant I.

Plus généralement si f : A — B est un morphisme d’anneaux, alors ker f est un idéal et
I’application

= | A/kerf — B
,: { a+— f(a)

est bien définie (vérifier que f(a) ne dépend pas du représentant a € @ choisi!) et donne un
morphisme d’anneau.

Exemple 1.2.4
— Les idéauz de 7Z sont de la forme nZ oun est un entier. Ceci est du au fait que les sous-groupes
additifs de Z sont euz-mémes de la forme nZ ce qui se montre facilement en considérant le
plus petit élément positif d’un tel sous-groupe G # {0} a laide de la division euclidienne.



— Soit A un anneau fini et f : Z — A le morphisme d’anneaux défini par f(k) =14+ -+ 14.
N————

k fois
Comme A est fini, ker f = nZ avec n # 0. L’anneau A contient un sous-anneau isomorphe a
Z/nZ.
- Si A=K est un corps, les seuls idéaux de K sont K et {0}.

Les propriétés ci-dessous sont laissées en exercice (a faire!). Soient I et J deux idéaux d’un
anneau A. Alors

1. I+J:={z+y|zecletyec J}estunideéal,
2. INJ est un idéal (mais pas I U J en général),

3. 1J :=(xy | x € I,y € J) I'idéal engendré par les produits d’éléments de I et J est contenu
dans I N J,

4. VT:={a€ A|3In € N,a" € I} est un ideéal,
5. l'idéal (a) := aA engendré par a est égal & A ssia € A*.

On dit qu’un idéal I de 'anneau A est

— principal si il existe a € A tel que I = (a) et dans ce cas, (a) = A ssi a € A

— mazximal si I est maximal pour la relation d’ordre sur les idéaux définie par I'inclusion (au-
trement dit I C J avec J idéal implique que J = I ou J = A),

— premier si pour toute paire (a,b) d’élements de A, onaab€ Issia € loubel,

— de type fini si il existe un nombre fini d’éléments z1,...,z, dans A tel que I = (x1,...,2,)
soit Iidéal engendré par z1,...,x, (cela généralise la notion d’idéal principal).

1.3 Divisibilité

Soient a et b deux éléments d’un anneau A. On dit que a divise b et on écrit a | b si il existe
c € A tel que b = ac. Cette propriété peut se réécrire en termes d’idéaux. On a en effet

a|b<= (b) C (a).

La relation de divisibilité n’a d’intérét que si A n’est pas un corps. Dans le cas contraire, elle se
réduit & a | 0 pour tout a € A. La relation de divisibilité est un préordre, c’est a dire qu’elle est
réflexive et transitive mais pas symétrique. Il est alors naturel d’introduire la relation d’équivalence
aRb ssi a | betb|a. Cette relation peut se caractériser facilement lorsque A est un anneau intégre,
c’est a dire sans diviseur de 0, i.e.

ab=0=a=00ub=0.
Lemme 1.3.1 Si A est intégre, aRb ssi il existe u € A* tel que a = ub

Preuve. Comme a | b et b | a, il existe ¢ et d tels que b = ac et a = db. Cela donne a = dca
et donc a(l —dc) = 0. Or a # 0 car a | b. Puisque A est intégre, on en déduit que de = 1, donc
ceEA*. m

Deux éléments figurant dans la méme classe d’équivalence pour la relation R sont dits associés.
On note Z,,(A) 'ensemble des idéaux principaux de ’anneau intégre A. Soit [a] la classe de a € A



dans A/R. Dans A/R, la relation de divisibilité devient un ordre. On vérifie alors aisément que
I’application

{ A/R — T, (A) (1.2)
[a] — (a)

est une bijection de I’ensemble A/R ordonné par | dans Z,,(A) ordonné par la relation d’inclusion.
Cela signifie essentiellement qu’en identifiant les éléments qui différent entre eux par multiplication
d’un inversible, on peut traiter la divisibilité en termes d’inclusion d’idéaux principaux.

On dit qu’un élément p € A est irréductible ssi p n’est pas inversible et toute égalité p = ab
avec a, b dans A implique a € A* ou b € A*. Ainsi les diviseurs de p sont exactement les élements
de [p]. Noter que 0 n’est pas irréductible. Par ailleurs si A n’est pas un corps, p est irréductible
équivaut & (p) est maximal dans Z,,(A) \ {A4}.

Deux éléments a et b de A sont dits premiers entre eux ssi pour tout d € A, d | a et d | b
implique que d € A*. Autrement dit, les seuls diviseurs communs & a et b sont les inversibles.

Exemple 1.3.2
1. Les éléments irréductibles de 7. sont les nombres premiers.

2. Dans Z/6Z, 2 n’est pas un élément irréductible puisque 2 = 2 x 4 d’une part et que d’autre
part, ni 2 ni 4 ne sont inversibles.

Lemme 1.3.3 On suppose que A est intégre. Soit p € A tel que (p) soit un idéal premier. Alors p
est irréducible.

La preuve de ce lemme est laissée en exercice.

Proposition 1.3.4 Soit A un anneau et I un idéal.
1. A/I est un corps ssi I est mazximal.
2. A/I est intégre ssi I est premier.

En particulier un idéal mazximal est premier.

Preuve. On sait que les idéaux de A/I sont les J/I tels que J soit un idéal de A contenant
I. Dire que A/I est un corps revient a dire que ces seuls idéaux sont A et I puisqu’un idéal contenant
un inversible est égal a ’anneau tout entier. Donc A/ est un corps ssi les seuls idéaaux J contenant
I sont I et A, c’est & dire pour I maximal. L’assertion 2 découle immédiatement de la définition
d’un anneau integre. m

1.4 Zoologie des anneaux

L’ anneau A est dit

— intégre si il est sans diviseur de 0

— noetherien si tout idéal de A est de type fini

— factoriel si il est intégre et tout a € A non nul admet
(E) : une décomposition sous la forme

a=upi---pr (1.3)

ouu€ A* et p1,...,p, sont des irréductibles
(U) : la décomposition est unique au sens ot @ = vqj - - - ¢ ssi il existe une permutation o € S,
telle que p; et do(7) Solent associés.



— principal si il est intégre et si tout idéal de A est principal
— euclidien si A est intégre et si il est muni d’une application v : A\ {0} — N telle que pour
tout couple a,b dans A\ {0}, il existe ¢ et r dans A vérifiant

r=0ou

o(r) < v(b) (1.4)

a=0bqg+ret {
La notion d’anneau factoriel offre une généralisation naturelle du théoréme fondamental de
I’arithmétique dans Z. Malheureusement, comme Kummer I’a le premier compris, elle est encore
trop restrictive pour permettre ’étude d’anneaux d’entiers aussi simples que Z[Z\/g] qui n’est pas
factoriel puisque 4 = 2 x 2 = (1 4+ iv/3)(1 — iv/3) dans cet anneau. Pour étudier ce type d’anneaux
non factoriels, il faut introduire une classe d’anneaux plus vaste : les annneaux de Dedekind. Nous
renvoyons le lecteurs a [3] ou [6] pour leur définition et propriétés qui ne seront pas abordées dans
la suite. Noter également la présence d’une condition d’existence et d’une condition d’unicité dans
la définition des anneaux factoriels. Avant d’étudier les relations entre tous ces types d’anneaux
dans le paragraphe suivant, nous allons en donner quelques propriétés.

Proposition 1.4.1 Soit A un anneau. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est noetherien (i.e. tout idéal de A est de type fini),

2. Toute suite croissante Iy C Io C --- C I, C --- d’idéaux de a est stationnaire, i.e. il existe
un rang N tel que I, = Iny pour tout n > N.

3. Tout ensemble non vide d’idéaux de A a un élément mazximal pour l'inclusion.

Preuve. (1) = (2) : Comme la suite est croissante I = Up>1I, est un idéal de A. Comme A
est noetherien, il existe a1, ...,a; dans A tels que I = (aq,...,ax). Il est alors clair que I = Iy ou
N est le plus petit entier tel que aq,...,a; soient dans Iy.

(2) = (3) : On raisonne par ’absurde. Soit E un ensemble d’idéaux sans élément maximal et
I; € E. Comme E n’a pas d’élément maximal, il existe Is € F tel que I; C I. Par récurrence, on
construit une suite croissante d’idéaux qui n’est pas stationnaire.

(3) = (1) : Soit I un idéal de A et Ej := {idéaux J de A contenus dans I et de type fini}.
Puisque {0} € Er, Er est non vide. Soit J un élément maximal de E;. Si I # J, il existe a € I tel
que a ¢ J. Alors 'idéal J + (a) est de type fini, contenu dans I. Par ailleurs J C J 4 (a). On a
donc I = J et I est de type fini. m

Proposition 1.4.2 Supposons que A est intégre et Noetherien. Alors tout élément a € A non nul
admet une décomposition sous la forme

a=upy---pr (1.5)

ot u € A* et py,...,pr sont des irréductibles.

Preuve. Considérons 'ensemble F' = {idéaux (a) principaux| a # 0 et a n’est pas de la forme
a = up; - - - pr. Noter que pour tout (a) dans F', a n’est ni inversible ni irréductible. Si A est non
vide, il doit admettre un élément maximal (a) d’apres la proposition précédente. Puisque a n’est
pas irréductible, on peut I’écrire sous la forme a = be avec b, ¢ non inversibles. On a donc (a) C (b)

et (a) € (c). En effet si on a par exemple (a) = (b), il existe u € A* tel que a = ub. Mais alors,
b(c —u) = 0 et ¢ = u serait inversible. Comme (a) est maximal dans F, ni (b) ni (¢) ne sont dans



F'. On peut donc décomposer b = upy ---ps et ¢ = vqy - - - ¢+ ce qui donne une contradiction car on
a alors a = uwvpy - - - Psq1 - - - ¢¢. L’ensemble A est donc vide. =

Soit A un anneau intégre. On se donne un ensemble P des irréductibles dans A, c’est & dire
que l'on fixe un représentant dans chaque classe [p] ou p est irréductible. Alors A est un anneau
factoriel ssi chaque élément a non nul admet une décomposition unique sous la forme

a=1Uu H pvp(a)
peEP
ol v inversible et les v,(a) son nuls sauf un nombre fini d’entre eux. L’entier vy,(a) s’appelle la
valuation p-adique de a. Il est alors clair que

a| b <= vy(a) < vy(b) pour tout p € P.

On dispose alors d’une notion naturelle de ppcm et de pged en posant

ppem(a, b) H psup vp(a),vp(0)) ot pged(a, b) H plnf vp(a),vp (b))
peEP peP

Noter que l'on a (a) N (b) = (ppcm(a,b)) mais seulement (a) + (b) C (pged(a,b)) en général si
aucune autre hypothése n’est faite sur ’anneau A.

Proposition 1.4.3 Soit A un anneau intégre ot chaque élément a non nul admet une décomposi-
tion a = upy - - - pr du type (1.3). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La décomposition est unique (au sens (U) ci-dessous),
2. Sip est irréductible et p | ab, alors p | a oup|b (lemme d’Euclide).
3. L’élément p est irréductible ssi (p) est premier.

4. St albe et sia est premier avec b alors b | ¢

Preuve. (1) = (2) : 'assertion 1 signifie que A est factoriel. Dans ce cas p | ab signifie que
vp(ab) > 0. Comme vp(ab) = vp(a) + vp(b), 'une des deux valuations vy(a) ou vy(b) doit étre non
nulle.

(2) = (1) : Sia =wupy---pr = vq---qs avec u,v inversibles et p1,...,0r, q1,-..,qs irréduc-
tibles, chaque p; divise I'un des ¢;. Comme il s’agit d’irréductibles, cela montre que modulo les
inversibles les ensembles {p1,...,p,} et {q1,...,qs} sont les mémes, c’est a dire que la décomposi-

tion est unique.

(2) = (3) : d’apres le Lemme 1.3.3, il suffit de montrer que (p) est premier. Soit donc a et b
tels que ab € (p). Alors p | ab donc a € (p) ou b € (p).

(3) = (2) : Si p est irréductible et divise ab, ab € (p). Puisque (p) est premier, on a a € (p) ou
be (p). Doncp|aoup|b.

(4) = (2) est immediat.

(2) = (4) : Puisque 2 est vrai, les décompositions des éléments a, b, ¢ sont uniques ce qui
entraine facilement (4) en considérant les valuations. m

Exercice 1.4.4

1. Montrer que le quotient d’un anneau noetherien est un anneau noetherien.

2. Montrer que Uanneau A = Z[i\/5] est noetherien mais pas factoriel.



1.5 Liens unissant les différents types d’anneaux
Proposition 1.5.1 Soit A un anneau euclidien. Alors A est principal.

Preuve. Soit I un idéal non réduit & {0} de A et a € A non nul tels que v(a) = mingea{v(a)}.
Considérons « € I. La division euclidienne de « par a implique 'existence de ¢,r dans A tels que
a=aq+ret, v(r) =0 ouwv(r) <wvla). Comme r = o — aq, r est dans I. Par définition de a,
on a donc r = 0. Cela montre que I C (a). La réciproque étant évidente, I = (a) est un anneau
principal. m

Proposition 1.5.2 Soit A un anneau principal. Alors A est factoriel.

Preuve. Tout d’abord, A étant en particulier noetherien, tout élément non nul dans A admet
une décomposition du type (1.3) d’apres la Proposition 1.4.2. Soit p irrédutible. Soit E, ’ensemble
des idéaux premiers contenant p. Puisque p est irréductible, cet ensemble ne contient que (p). Par
ailleurs, d’aprés la Proposition 1.4.1, il contient un élément maximal. Donc (p) est maximal et en
particulier il est premier. La proposition 1.4.3 permet alors de conclure que A est bien factoriel. m

Noter que la preuve précédente montre que dans un anneau principal les équivalences ci-
dessous sont vraies :

p irréductible <= (p) premier <= (p) maximal.
Cela simplifie énormément les choses. Notamment, le théoréme de Bezout est vérifié.

Corollaire 1.5.3 Soit A un anneau principal. Considérons a,b deux éléments non nuls et d =
pged(a,b). Alors (a) + (b) = (d). En particulier, (a) + (b) = A si a et b sont premiers entre euz.

Preuve. On a déja vu que (a) + (b) C (d) car a € (d) et b € (d). Par ailleurs, comme A est
principal, il existe e tel que (a) 4+ (b) = (€). On a donc (e) C (d) et donc d | e, e | a et e | b. Par
définition de pged(a, b), cela impose que e =d. ®

Exemple 1.5.4 L’anneau des entiers Z est euclidien relativement a v = | la valeur absolue.

Exercice 1.5.5 L’anneau Z[i] des entiers de Gauss est euclidien relativement a 'application v
telle que v(z) = a® + b% pour tout z = a + ib. En particulier Z[i] est principal et factoriel. Noter
que la paire (p,r) obtenus lors de la décomposition a = bq + r n'est pas nécessairement unique.

Il existe des anneaux principaux non euclidiens comme par exemple Z[a] o o = LQ\/E (voir
[5] pour la preuve qui n’est pas immédiate). Comme mentionné dans 'introduction, les anneaux
d’entiers quadratiques ou cyclotomiques ne sont méme pas factoriels en général. La notion pertinente
d’anneaux a considérer pour les étudier et celle d’anneaux de Dedekind. Nous ne poursuivrons pas
dans cette voie. Nous verrons dans le chapitre suivant, qu’il existe une large classe d’anneaux

euclidiens trés naturels : les anneaux de polynomes K[X] ot K est un corps.



Chapitre 2

Anneaux de polynémes

2.1 Introduction

L’idée d’associer une lettre par exemple X & un ensemble de nombres date au moins des tra-
vaux de Diophante au IIl-iéme siécle. A 'origine les nombres considérés sont des entiers ou des
rationnels. Cette idée est généralisée aux nombres irrationnels par la civilisation arabe, & partir du
VIIl-iéme siécle. Bienque la contruction soit encore rudimentaire, elle permet aux mathématiciens
de la Renaissance de résoudre toutes les équations polynomiales jusqu’au degré 4. Au XVlIle siécle
apparait un premier formalisme, celui des fonctions. Le symbole X est vu comme une variable et
le polynome comme une fonction. Cette approche permet notamment & Gauss d’obtenir la pre-
miére preuve compléte du théoréme de d’Alembert-Gauss montrant qu'un polynome & coefficients
complexe de degré n a exacatement n racines (éventuellement multiples) dans C.

Une question de Vandermonde au XVIIle siécle remet & ’honneur le concept de polyndéme formel
faisant usage d’une indéterminée X pouvant s’additionner et se multiplier, mais qui n’est pas vu
comme une fonction. Il cherche sans succés a résoudre I’équation cyclotomique X™ =1 a 'aide de
radicaux, c’est-a-dire de nombres rationnels, de I'unité imaginaire ¢, des quatre opérations adjointes
et des fonctions racines n-iémes. C’est finalement Gauss qui y parvient en considérant les polynomes
comme des équivalents de nombres entiers, avec une division euclidienne, 1’équivalent des nombres
premiers et une décomposition unique en facteurs premiers. En langage moderne, Gauss considére
lanneau des polynomes C[X]. Ce n’est qu’au XX-iéme siecle que la notion d’anneau de polynomes
est dégagée de fagon totalement rigoureuse.

Dans ce qui suit, on suppose connues les définitions et propriétés basiques sur les anneaux de
polynomes (structure d’anneau, degré, racines etc.). En cas de doute, consulter [3].

2.2 Quelques définitions et propriétés élémentaires

Etant un A un anneau, on note A[X] 'anneau des polynémes en I'indéterminée X a coefficients
dans A. On note d(P) le degré du polynome P € A[X]. Par convention d(0) = —oo.

De fagon plus générale si Xj,..., X, est un ensemble d’indéterminées (supposées indépen-
dantes), A[X71,...,X,] est 'anneau des polynomes sur A en les variables X,..., X,,.

Exemple 2.2.1 P(X,Y) = X2Y + XY + Y2 peut étre vu comme un élément de Z/27[X,Y].



Proposition 2.2.2 (division euclidienne) Soit P non nul dans A[X] de coefficient dominant
tnversible. Alors pour tout F' € A[X], il existe Q, R € A[X] tels que F = PQ+ R et d(R) < d(Q).

Preuve. On peut supposer que P est unitaire (i.e son coefficient dominant vaut 1). Posons
P(X)=X"+a, 1 X" '+ .- +ag. Soit B := A/(P) et x I'image de X par la projection cano-
nique. Il suffit de montrer que tout élément de B est combinaison linéaire & coefficients dans A
de 1,z,...,2" L. En fait, il suffit méme de le faire pour tous les mondémes z*,7 > 0. Cela découle
immeédiatement par récurrence de la relation 2" = —(a, 1 X" ' +--- 4 ag) vraie dans B. =

Puisque tous les éléments non nuls d’un corps sont inversibles, on obtient le corollaire fonda-
mental suivant.

Corollaire 2.2.3 Si K est un corps, alors K[X] est euclidien relativement au degré des polynémes,
donc en particulier principal et factoriel.

Supposons que A soit factoriel. Soit P(X) = a, X" +a,—1 X" 1 +---+ag € A[X]. On note ¢(P)
le contenu de P défini par ¢(P) := pged(an, - .., a0). On dit que P est primitif lorsque ¢(P) = 1.

Lemme 2.2.4 (dit lemme de Gauss) Soit P,Q dans A[X] avec A factoriel. Alors ¢(PQ) =
c¢(P)C(Q) (modulo A*).

Preuve. Supposons tout d’abord ¢(P) = ¢(Q) = 1. Posons P(X) = a, X" + -+ + ap, Q(X) =
by X™ 4+ +bg et PQ(X) = vy X" + - - +1g. Supposons tout d’abord que ¢(PQ) # 1. Alors,
comme A est factoriel, il existe p irréductible tels que p | ¢(PQ). Puisque ¢(P) = ¢(Q) = 1 il existe
i tel que p | a; pour i < ig,p |/a;, et jo tel que p | bj pour j < jo,p |/bj,. Alors

pleirio= Y, aibj=aibj+ > a;bj.
i+j=io+jo i+j=io+jo,(4,4)#(é0.jo)

Dans la derniére somme on a i < ig ou j < jg ce qui implique que p divise cette somme. il s’ensuit
que p divise a;ybj, et donc, d’apres le lemme d’Euclide (vrai dans les anneaux factoriels), p | a;, ou
p | bi,- Ce qui méne & une contradiction.

Dans le cas général, on pose d = ¢(P), e = ¢(Q), P’ = P/d et Q' = Q/e. Ainsi ¢(P') = ¢(Q') =1
donc d’apres ce qui précede ¢(P'Q’) = 1. Or PQ = deP’'Q’. Donc ¢(PQ) = dec(P'Q’) = de comme
souhaité. m

2.3 Propriétés de transfert

Le but de se paragraphe est d’étudier dans quelle mesure 'anneau A[X] hérite des propriétés
de Panneau A. Tout d’abord, il est clair que si A est intégre, il en est de méme pour A[X]. Ce n’est
plus le cas en général si A est principal.

Proposition 2.3.1 L’anneau A[X] est principal ssi A =K est un corps (cas ot il est donc eucli-
dien).
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Preuve. Si A = K, A[X] est euclidien donc principal. Si A[X] est principal, il est integre donc
A est intégre. Cela implique que X est irréductible dans A[X]. En effet, si X = PQ, on doit avoir
d(P) + d(Q) = 1. Donc 'un des deux polynémes est de degré 1 et 'autre de degré 0. On peut
supposer P(X) =aX + b et Q(X) = ¢. Comme A est integre, on doit avoir a = 0 et bc = 1 ce qui
montre que X est irréductible. Or, dans un anneau principal, X irréductible implique que (X) est
maximal. Il s’ensuit que A[X]/(X) = A est un corps. m

Théoréme 2.3.2 Soit A un anneau noetherien. Alors A[X] est noetherien.

Preuve. Soit I un idéal de A[X]. Pour tout n € N, soit d,(I) 'ensemble des coefficients
dominants des éléments de degré n dans I augmenté de I’élément 0. Il est clair que d,,(I) est un
idéal. 11 vérifie de plus les propriétés suivantes. Si I C J, d,,(I) C d,(J). Pour tout n, on obtient en
multipliant par X, d,(I) C dpy1(I). Si I C J, I = J ssi dp(I) = dp(J) pour tout n € N. En effet
si I # J et d,(J)=d,(I) pour tout n, il existe P dans J \ I de degré minimal k¥ et ) dans I de
degré k ayant les mémes coefficients dominants. Alors P — @ est non nul, dans J \ I et de degré
inférieur a k ce qui est contradictoire.

Soit Iy C - -+ C I, une suite croissante d’ideaux dans A[X]. Comme A est noetherien, la famille
des idéaux di(I,) avec k,n € N admet un élément maximal dy(I,). Pour k£ < ¢ la suite di(I,,)
est croissante par rapport a n donc il existe ng tel que di(l,) = dip(ln+1) pour n > ng. Soit
N = sup(m,ng,...,ng). Nous allons montrer que I,, = Iy pour tout n > N. Comme Iy C I,
pour n > N, il suffit de montrer d’aprés ce qui préceéde que di(I,) = di(In) pour tout k € N
et tout n > N. Si k > /¢, on a dy(I;,) C di(Ip) C dp(In) et de(Lm) C di(Ip) C di(l,). Donc
di(In) = di(I) = de(1y,) puisque dy(I,,) est maximal. Si k < ¢, on di(In) = di(In,) = di(I,). ®

Corollaire 2.3.3 Si A est noetherien, A[X1,...,X,] lest aussi.

Proposition 2.3.4 Soit A un anneau factoriel et K son corps des fractions. Alors les polynémes
irréductibles dans A[X] sont les constantes p € A irréductibles et les polynomes P € A[X]| primitifs
de degré au moins 1 et irréductibles dans K[X].

Preuve. Montrons que les éléments proposés sont effectivement irréductibles. Si p est irréduc-
tible dans A et p = P(X)Q(X) dans A[X], on doit avoir d(P) = d(Q) = 0 car A est integre. Donc
p reste irréductible dans A[X]. Si P € A[X] est irréductible non constant dans K[X] et vérifie
P = QR dans A[X], @ ou R est dans K\ {0}. Supposons qu’il s’agisse de R. Comme R est dans
A[X], on doit avoir R € A. Mais alors ¢(P) = ¢(Q)C(R) = 1 donc ¢(R) = R € A* et P est bien
irréductible.

Montrons qu’il s’agit des seuls irréductibles. Si P est irréductible de degré 0, il s’agit né-
cessairement d’un irréductible de A. Si P est irréductible de degré au moins 1, on doit avoir
¢(P) = 1. Supposons que l'on ait P(X) = Q(X)R(X) dans K[X]. On peut écrire Q(X) = ¢Q'(X)
et R(X) = SR(X) ou Q',R' sont dans A[X] et de contenu égal & 1 et a,b,c,d sont dans A
avec pged(a,b) = pged(c,d) = 1. On en déduit que bdP(X) = abQ'(X)R'(X). En passant aux
contenus, on obtient puisque A est intégre bd = ac modulo A*. Il existe donc u € A* telle que
P(X) = uQ (X)R'(X). Or, P étant irréductible dans A[X] Q" ou R’ est dans A*. Les polynomes
irréductibles de A[X] doivent donc nécessairement le rester dans K[X] ce qui termine la preuve. m

Théoréme 2.3.5 (Gauss) Soit A un anneau factoriel. Alors A[X] est factoriel.
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Preuve. On commence par montrer l'existence d’une décomposition dans A[X]. Considérons
P € A[X] primitif. Soit K le corps des fractions de A. Comme K[X] est euclidien, il est factoriel.
On peut donc écrire P(X) = P (X)™ --- P(X)"™ ou les P; sont irréductibles dans K[X]. Posons
comme dans la preuve précédente F5(X) = §:P/(X) avec P'(X) € A[X] de contenu égal & 1.
D’apres la proposition précédente, chaque P! est irréductible dans A[X]. On obtient [[b;P(X) =
[Ta; [T P/(X)". En passant aux contenus, cela implique l'existence de u € A* tel que P(X) =
u[] P;(X)"™ c’est a dire I'existence d’une décomposition en irréductibles dans A[X] pour P. Si P
n’est pas primitif, on écrit P = ¢(P)P’ et on décompose P’ en irréductibles dans A[X] puis ¢(P)
en irréductibles dans A factoriel.

L’unicité de la décomposition dans A[X | découle immédiatement de 'unicité de la décomposition
dans K[X] et du fait que A est factoriel. m

Corollaire 2.3.6 Si A est factoriel, A[X1,...,Xy] Uest aussi.

2.4 Critéres d’irréductibilité

Soit A un anneau integre. Il peut étre difficile de prouver quun polynéme de A[X] est irréduc-
tible. Rappelons quelque faits élémentaires mais trés utiles.

1. Les polynémes X — a avec a € A sont irréductibles dans A[X].

2. Si P(X) € A[X] et a € A sont tels que P(a) = 0, alors X — a divise P dans A[X] (cela
découle de la division euclidienne de P par X — a dont le reste est une constante).

3. Un polynéme qui n’a pas de racine peut ne pas étre irréductible. Par exemple P(X) =
(X2 +1)? n’a pas de racine dans Z[X] mais n’est pas irréductible.

4. Un polynome de degré 3 qui n’est pas irréductible dans K[X] ou K est un corps posséde
nécessairement une racine.

5. Un polynéme de degré n admet au plus n racines.

6. Un polynome P € C[X] (ou plus généralement a coefficients dans un corps algébriquement
clos voir le Chapitre 3) a toutes ces racines simples ssi P et son polynome dérivé P’ sont
premiers en eux.

Une premiére méthode pour étudier I'irréductibilité d’un polyndéme dans A[X] consiste a étudier
celle de son image dans A/I[X] ou I est un idéal premier. En effet sous cette hypothese, on
sait que A/I est intégre donc également A/I[X]. Si P(X) = a, X" + -+ + ap € A[X], on note
P(X)=a, X"+ ---+ap son image dans A/I[X].

Proposition 2.4.1 Soit A un anneau factoriel et K son corps des fractions (voir chapitre 3). On
consideére I un idéal premier de A. Soit P € A[X] de degré n et P son image dans A/I[X]. On

suppose. de plus que d(P) = n. Finalement on note L le corps des fractions de A/I.
Si P est irréducitble sur A/I ou L, alors P est irréductible sur K.

Preuve. Laissée en exercice. m
On prendra garde que l'irréductibilité de P obtenue est sur K et pas sur A en général. Par
exemple 2X n’est pas irréductible dans Z[X] mais l'est dans Z/3Z[X].

Exemple 2.4.2
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1. Le polynome P(X) = X24+Y?2+1 est irréductible dans R[X,Y]. On le voit en prenant I = (V).

2. Le polynome P(X) = X3 + 462X2 + 2433X — 67691 est irréductible sur Z. En effet, modulo
2, on a P(X) = X3+ X +1 qui est irréductible dans Z/2Z[X] puisque de degré 3 sans racine.

Voici un autre critére permettant de démontrer l'irréductibilité d’un polynome.

Proposition 2.4.3 (critére d’Eisenstein) Soit A un anneau factoriel, K son corps des fractions.
On considére un polynome P(X) = ap, X" +--- 4+ ag € A[X] et p € A un irréductible tel que p |/ay,
,pla;pouri=1,...,n—1 et p?|/ag. Alors P est irréductible dans K[X] (donc aussi dans A[X]
sic(P) =1).

Preuve. Si P n’est pas irréductible dans K[X], on peut écrire P(X) = Q(X)R(X) avec P, Q
dans A[X] non constants. On a donc Q(X) = by X9+ ---+ by et R(X) = ¢, X" + -+ 4+ ¢o avec
0 < gq,r < n. Puisque A est factoriel et p irréductible, I'idéal (p) est premier d’aprés la Proposition
1.4.3. Donc B := A/(p) est integre. Dans B[X]| on a donc

P(X) =@, X" = (bgX '+ +b)(EX" 4+ +7¢).

Mais cette égalité reste vraie dans L[X] ou L est le corps des fractions de B. Comme L[X] est
euclidien, il est factoriel. L’unicité de la décomposition et les inégalités 0 < ¢, < m montrent
que X divise a la fois Q et R. Donc by = ¢y = 0. Mais alors p? divise ag = bpcy contrairement a
I’hypothése. m

Exemple 2.4.4

1. Soit p un nombre premier. Alors P(X) = XP™1 + ... + X + 1 est irréductible sur Z[X]. Il
suffit de poser X =Y + 1 et d’appliquer le critére précédent avec p.

2. Soit a € Z tel que vy(a) = 1 pour au moins un nombre premier p. Alors X™ —a est irréductible
dans Z[X].

3. Soit A € R\ {0,1}. Le polynome Y2 — X (X — 1)(X — A) est irréductible sur R[X,Y]. Cela
implique que la cubique d’équation Y? = X(X —1)(X — \) (dite cubique de Weiserstrass) est
connexe dans le plan.
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Chapitre 3

Théorie élémentaire des corps
commutatifs

3.1 Généralités

La notion moderne de corps est due & Richard Dedekind. Il s’agit d’un anneau dans lequel
tous les éléments non nuls sont inversibles. Dans ce qui suit, nous ne considérerons que des corps
commutatifs. La théorie des corps non commutatifs est plus complexe mais également trés utile
notamment en physique avec le corps des quaternions (voir [3] pour la déinition de ce corps non
commutatif généralisant C). On peut déja noter que la notion d’idéal dans un corps est essentielle-
ment triviale : les seuls idéaux du corps K sont {0} et K lui-méme. Il s’ensuit que tout morphisme
non nul d’un corps dans un autre est nécessairement injectif.

Il existe par ailleurs une fagon canonique de construire un corps a partir d’'un anneau intégre que
nous allons maintenant briévement rappeler. Soit A un anneau intégre. On définit que A x A\ {0}
une relation d’équivalence en posant

(a,b) ~ (c,d) <= ad = bc.
On note K := A x A\ {0}/ ~ et § la classe de (a,b).

Proposition 3.1.1
1. L’addition § + § = % et la multiplication §5 = 15 sont bien définies sur K.
2. Elles conférent & K une structure de corps.
3. L’application v : A — K définie par v(a) = (a,1) est un morphisme injectif d’anneauz.
4

. On a la propriété universelle suiwante. Pour tout corps IL et tout morphisme injectif d’anneauz
f de A dans L, il existe un unique morphisme de corps f de K dans L tel que f = f 01

Preuve. Laissée en exercice. m

Exemple 3.1.2
1. Q est le corps des fractions de Z.

2. Si K est un corps, K(X) le corps des fractions rationnelles en X est le corps des fractions de
K[X].
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Si K est un corps, I’application f : Z — K définie par

f(k)=1A+--~+1A (3.1)
—_——
k fois

est un morphisme d’anneaux. On rencontre I’'une des deux situations suivantes :

1. Soit ker f = {0} et dans ce cas K contient un sous-corps isomorphe & Q (donc en particulier
K est infini). On dit que K est de caractéristique nulle.

2. Soit ker f = pZ avec p premier dans Z. En effet, si ker f # {0}, ker f = pZ est un idéal
principal de Panneau principal Z. Par ailleurs K contient un sous anneau isomorphe a Z/pZ.
Puisque K est intégre, ce sous-anneau doit également étre intégre ce qui implique que p est
premier. On dit alors que le corps K est de caractéristique p.

Le plus petit sous-corps de K contenant 1 s’appelle le sous-corps premier de K. D’aprés de qui
précede, il est égal a Q si K est de caractéristique 0 et a Z/pZ si K est de caractéristique p.

Exemple 3.1.3 Z/nZ est un corps ssi n est premier dans Z.

Exercice 3.1.4 Soit f : K — 1L un morphisme de corps. Montrer que f est injectif et que les deux
corps ont la méme caractéristique.

Proposition 3.1.5 (morphisme de Frobenius) Soit K un corps de caractéristique p. L’appli-
cation F : x +— 2P de K dans K définit un morphisme (injectif) de corps. On l'appelle le morphisme
de Frobenius. En particulier, F' est un isomorphisme si K est fini et F = id si K = Z/pZ.

Preuve. 1l est clair que F(zy) = F(z)F(y). La formule du bindme donne
~ (p
oy =3 ()t

Mais pour k € {1,...,p — 1}, p divise (g) Donc puisque la caractéristique vaut p, on a bien
(x +y)? = 2P + yP. Comme tout morphisme de corps, F' est injectif. Si K = Z/pZ, on a bien str
P = x d’apres le petit théoréme de Fermat. m

3.2 Extensions de corps, éléments algébriques et transcendants

3.2.1 Dégré d’une extension

Si K et L sont deux corps tels que K C L, L est un K espace vectoriel. On dit que LL est une
extension de K. Lorsque dimg (L) est finie on dit que ’extension est finie de degré [L : K] = dimg (LL).
Dans le cas ou K est un corps fini, on a alors |L| = |K|".

Théoréme 3.2.1 (de la base téléscopique) Soient K C L. C M une tour d’extention de corps.
On suppose données (e;)icr et (fj)jcs respectivement des bases de L sur K et de M sur IL. Alors la
famille (eif;) i jyerxs est une base de M sur K.
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Preuve. En décomposant un élément € M sur la base (f;) puis chaque f; sur la base (e;), on
obtient la décomposition de x sur la famille (e;f;) qui est donc génératrice. Si ), > jAigeif; =0
avec \;; € K, on a Zj (>°; Aijei) f; = 0. Comme (f;) est libre, cela donne ), A; je; pour tout ¢ et
donc A;; = 0 pour tout ¢ et tout j puisque (e;) est libre. La famille (e; f;) est donc bien une base
de M sur K. m

Corollaire 3.2.2 On o M : K] = [M: L][L : K].

3.2.2 Eléments algébriques et transcendants

Soit K C L une extension et E un sous-ensemble de L. On note K(E) le plus petit sous-corps
de IL contenant les éléments de E et on ’appelle sous-corps engendré par E. L’extension LL est dite
monogéne si il existe a € L telle que L = K(«). On dit alors que « est un élément primitif dans L.

Si K C L est une extension et o € 1L, on peut considérer le morphisme d’anneaux

[ KIX]—L
fa : { P(X) — P(a)

Deux situations peuvent alors se produire :

1. Soit 0, est injectif. Dans ce cas K[a] est isomorphe a K[X] et en particulier LL est une extension
infinie (i.e. de degré infini) sur K. On dit alors que le nombre « est transcendant.

2. Soit ker 6, = (P) ou (P) est un idéal principal non réduit a {0} de K[X]. En effet K[X] est
euclidien donc principal. Le corps L contient alors un sous-anneau isomorphe a K[X]/(P), ce
dernier doit étre intégre ce qui force le polyndéme P & étre irréductible. On dit alors que le
nombre « est algébrique. L’unique polyndéme unitaire dans (P) s’appelle le polynome minimal
de «a et on le note 14 (X).

Proposition 3.2.3 Soient K C L et a € L. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. « est algébrique sur K, de polynome minimal po de degré n,
2. Klo] = K(a),

3. dimg K[a] est finie est égale au degré de n.

Preuve. (1) = (2) : Si « est algébrique, on a d’aprés ce qui précéde un isomorphisme d’an-
neaux entre K[a] et K[X]/(P). Mais puisque P est irréductible et K[X] principal, K[X]/(P) est un
corps. Ainsi K[a] est un corps contenant «. Le plus petit sous-corps de ce type est K(«) et donc
K[a] = K(a).

(2) = (1) : Si K[a] = K(«), on ne peut pas avoir K[a] = K[X] car K[X] # K(X). Donc « est
algébrique.

(3) = (1) : Découle aussi du fait que K[a] = K[X] si a est transcendant.

(1) = (3) : Puisque g, est le polynome minimal de «, 1,q,...,a" ! forme une base de
K(a) = Kla] (dans le cas contraire on aurait un polynéme annulateur de a de degré inférieur a n).
|

Exemple 3.2.4 Les nombres e et w sont transcendants. La preuve n’est pas immeédiate et utilise
des méthodes analytiques (voir par exemple [3]).
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Exercice 3.2.5

1. Montrer que les nombres e + m et em ne peuvent pas étre simutanément algébriques. Noter
que l’on ignore encore si e +m ou emw sont transcendants !

2. Montrer que 1+ v/2 + /3 est algébrique sur Q de degré 4.

Une extension K C IL est finie lorsque [K : L] est fini. Dans ce cas, il découle de la proposition
précédente que tous les éléments de IL sont algébriques sur K. Plus généralement, une extention
K C LL est dite algébrique si tous les éléments de L sont algébriques sur K.

Théoréme 3.2.6 Soit K C L une extension. On note M := {x € L | x est algébrique sur K}.
Alors M est un sous-corps algébrique de L.

Preuve. Soient a, o’ dans M. On a Ko, o/] = Kla][¢/]. Comme « et o sont algébriques sur
K, la proposition précédente montre que K[a] et K[, /] sont des corps et plus précisément des
extensions finies de K. Comme K[aa/] et K[a+ /] sont contenus dans Ko, o], ils sont de dimension
finie ce qui montre que aa’ et a + o' sont algébriques. m

3.2.3 Cloéture algébrique

On dit qu’un corps K est algébriquement clos si 'une des propriétés équivalentes suivantes est
vérifiées :
1. Tout polynome de K[X] de degré au moins 1 admet une racine dans K.
2. Tout polynome de K[X] de degré au moins 1 se décompose en un produit de polynémes de
degré 1.
3. Les irréductibles de K[X] sont les polynomes de la forme X — a avec a € K.

4. Si IL est une extension de K algébrique, K = L.

Le célébre théoréme suivant formulé par Dalembert n’a été complétement prouvé qu’un peu
plus tard par Gauss. Nous en donnons une preuve élémentaire n’utilisant que des outils d’analyse
de niveau licence.

Théoréme 3.2.7 Le corps C des nombres complexes est algébriquement clos.

Preuve. Il s’agit de montrer que tout polynéme P(X) = X" + a, 1 X" ! 4 --- 4 ag unitaire
de degré n dans C a au moins une racine. Cela revient & montrer que ’équation P(z) = 0 possede
toujours une solution complexe.

Considérons tout d’abord I'équation ™ = a avec n > 1 un entier et a € C. Dans ce cas, on sait
trouver les solutions. En particulier z = {/|a| exp(%—”a) avec 0 = arg a est solution.

Soit maintenant la fonction f : C — Rxq telle que f(z) = |P(z)|. Il s’agit d’une fonction
continue non identiquement nulle puisque P # 0. L’ensemble E := f(C) est non vide minoré par 0

donc admet une borne inférieure m. Par ailleurs I'inégalité triangulaire montre que

ay 12" 1+ +a
‘P<Z)| > |z”‘_‘an_1znfl+,,.+a0‘ > ’Z‘n (1_| n—1 0’)

2"

On voit donc que lim,|_, o f(2) = +oo. La fonction f étant continue, il existe un rayon r > 0
tel que f(z) > m dés que z sort de D(0,r) le disque de centre 0 et de rayon r. Ce dernier étant
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compact, f atteint son minimum m en une valeur 2, i.e. f(z9) = m. Quitte a remplacer P(X) par
P(X + zp) ce qui ne change rien aux valeurs prises par f, on peut supposer que zy = 0.

On peut alors écrire P(X) = X"+ a, 1 X" '+ - 4+ ax X* + ag avec k > 0 minimal tel que
ap # 0. On a alors m = ag. Soit ¢ tel que ¢* = —may. Un tel complexe existe puisque les équations
de la forme 2™ = a ont toujours au moins une solution.

Supposons m # 0. On définit maintenant la fonction g sur lintervalle [0,1] par g(t) = f(tc).

Cela donne

g(t) = ‘m —m X Jap|? t* + e tF T - et

ouc. =a.c,r=k+1,...,n.

On a donc en utilisant I'inégalité triangulaire et pour tout ¢ € [0, 1]

tM
g(t) < m(1—yaky2tk)+tk+1(‘ck+l NI cnt"*kfl‘ < m(1—|ap* tF)+t* 1M < m—|ag|* t* (1 =Y |2> .
m |G

2
ot M = |¢py1| + -+ |en| > 0. Pour 0 < ¢ < min(1, m';\l/[’“‘ ), on voit que g(t) < m ce qui fournit
une contradiction. Cela signifie que notre supposition m # 0 est fausse. Donc m = 0 et P admet
bien une racine dans C. m

La proposition suivante montre que les nombres complexe algébriques sont plutot rares parmi
tous les nombres complexes. Paradoxalement, il est souvent difficile de montrer qu’un nombre donné
est transcendant.

Proposition 3.2.8 Le corps A des nombres complexes algébriques sur Q est dénombrable.

Preuve. Pour tout n, on note A(n) 'ensemble des nombres complexes algébriques sur Q dont le
polynéme minimal est de degré n. L’ensemble des polynéomes de degré n de Q[X] est dénombrable. Il
s’ensuite que ’ensemble de leur racines I’est aussi, donc A(n) est dénombrable. Comme A = Up>1A,,,
A est dénombrable. m

On dit que Iextension K de K est cloture algébrique de K si K est algébriquement clos et K est
algébrique sur K. D’aprés le théoréeme de Gauss, C est la cloture algébrique de R. Nous renvoyons
a [3] pour la preuve du théoréme fondamental suivant.

Théoréme 3.2.9 Un corps admet une cloture algébrique qui est unique & isomorphisme prés.

Exercice 3.2.10 Montrer que la cloture algébrique de Q est le corps Q des nombres algébriques

sur Q.

3.2.4 Construction a la régle et au compas

Etant donné A un ensemble de points du plan, quels sont les points pouvant étre contruits a
partir de A en n’utilisant qu’une régle (non graduée) et un compas ? Ce probléme est historiquement
trés important car il contient trois problémes majeurs de géométrie déja formulés par les grecs dans
I'antiquité, & savoir :

1. Peut-on construire un cube dont le volume est le double de celle d’une cube donné (duplication
du cube)?
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2. Peut-on diviser un angle quelconque en trois angles égaux (trisection de l’angle)?

3. Peut-on construire un carré (a la régle et au compas) dont 'aire est égale a celle d’un cercle
(quadrature du cercle)?

Dans les trois cas, la réponse est négative. On a en effet le théoréme suivant :
Théoréme 3.2.11 Le point (x,0) est constructible ssi il existe n tel que [Q(x) : Q] = 2™.

Nous renvoyons le lecteur a [5] pour une preuve détaillée (tout particulierement les futurs
candidats au Capes ou a I’Agrégation). L’idée essentielle est que les équations de droites étant de
degré 1 et les équations de cercles de degré 2, les points contructibles a partir d’un point donné
doivent étre dans une extension de Q de degré une puissance de 2. On peut alors en déduire
facilement que la réponse aux trois problémes précédents est négative.

1. /2 n’est pas constructible car [Q(+/2) : Q] = 3 puisque pam(X) = X3 —2.

2. On ne peut pas couper a la régle et au compas 3. En effet, cela voudrait dire que l'on
peu construire x = cos g & partir de cos § = % € Q. Mais le polynéme minimal de = est

pe(X) = X3 - 3X2 — %. On a donc encore [Q(z) : Q] =3
3. Le nombre 7 est transcendant, donc également /7. On a donc [Q(y/7) : Q] = 4oc.

3.3 Corps de rupture et corps de décomposition

Soit P € K[X] un polynome irréductible de degré d > 1. Le but de ce paragraphe est de
construire une extension de K dans laquelle P posséde au moins une racine (corps de rupture de
P) et une extension dans laquelle P se décompose en un produit de facteurs de degré 1 (corps de
décomposition).

Plus précisément, une extension K C L est un corps de rupture de P si L = K(«a) est une
extension monogéne avec P(a) = 0.

Proposition 3.3.1 Soit P € K[X]| un polynéme irréduible de degré d > 1. Il existe un corps de
rupture de P unique a isomorphisme pres.

Preuve. Un tel corps existe. Il suffit en effet de prendre L = K[X]/(P) qui est bien un corps
puisque P est irréducible (donc (P) est maximal). Le corps K s’injecte dans L et si x est 'image
de X par la projection canonique, on a P(z) = 0 dans L = K(z).

Soit L = K(a) un corps de rupture de P. On considére le morphisme d’anneaux ¢ : K[X] — L
tel que ¢(X) = a. Alors ¢ est surjectif puisque L = K(«). Par ailleurs ker ¢ = (P) puisqu'il s’agit
d’un idéal contenant l'idéal (P) qui est maximal. On a donc L ~ K[X]/(P) ce qui montre 'unicité.
[

Exemple 3.3.2 On vérifie facilement que C = R[X]/(X2 + 1) et que Q(v/2) = Q[X]/(X3 —2).

Ce dernier exemple montre que toutes les racines de P ne sont pas dans son corps de rupture
en général (ici X3 — 2 admet des racines complexes alors que Q(+/2) est un sous-corps de R). Cela
conduit & la définition suivante. Soit P € K[X] un polynoéme (pas nécessairement irréductible) de
degré n. Un corps de décomposition de P est une extension L. de K telle que P soit un produit de
facteurs de degré 1 dans L[X] (i.e. toutes les racines de P sont dans L) et soit minimal avec cette
propriété (les racines de P engendrent L sur K).
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Proposition 3.3.3 Pour tout P € K[X], il existe un corps de décomposition de P, unique & iso-
morphisme preés.

Preuve. Pour lexistence, on raisonne par récurrence sur d = d(P). Si d = 1, L = K convient.
De méme si P est un produit de facteurs de degré 1 dans K[X], L =K convient. Dans le cas
contraire, P posséde un facteur irréductible @ avec d(Q) > 1 et on peut considérer K’ le corps de
rupture de @ sur K. On a donc dans K'[X], P = (X — aq)P'(X) ol ay est une racine de P dans
K’. Par hypothese de récurrence, il existe un corps de décomposition I de P’ sur K'. Si as, ..., a;
sont les racines de P’ dans L, on a L = K'(ag, ..., a;). Donc L = K(aq, ag, ..., q,) est un corps de
décomposition de P au dessus de K.

Soient L et " deux corps de décomposition de P. Pour montrer qu’ils sont isomorphes, on
procede par induction sur [L : K]. Si [L : K] = 1, toutes les racines de P sont dans K, donc par
minimalité de I/, on a aussi I = K. Sinon, P posséde un facteur irréductible Q). Soit o une racine
de @ et M = K(«). Alors M est un sous-corps de L et de L/ puisque ces deux corps contiennent la
racine o. Dans M[X], on a P(X) = (X —«)P’(X). Puisque L et I sont des corps de décomposition
de P au dessus de K, ce sont aussi des corps de décomposition de P’ au dessus de M. Ils sont donc
isomorphes d’aprés ’hypothese de récurrence puisque [L: M| < [L: K]. =

Exemple 3.3.4 Le corps de décomposition de X> —2 sur Q est Q(3/2,7) avec j = exp(%). Celui
de X* —2 est Q(+/2,1).

3.4 Corps finis

On a déja vu que la caractéristique d’un corps fini K est non nulle, égale & p un nombre premier.
Le sous-corps premier de K est alors F, = Z/pZ. 1l s’ensuite que K est une extension finie de F),.
Si on note n := [K : F,], on a donc |K| = p".

Théoréme 3.4.1 Soit p un nombre premier et n > 1 un entier. On pose ¢ = p".

1. Le corps de décomposition du polynome X1 — X sur F), est un corps fini a q éléments.

2. il n'existe, & isomorphisme prés, qu'un corps fini a q éléments. On le note Fy.

Preuve. 1 : Soit K le corps de décomposition du polynome X7 — X sur [, et J ’ensemble
des racines du polynéme X? — X dans K. Puisque G : * — x¢ est l'itération du morphisme de
Frobenius, J est un corps contenant toutes les racines de X9 — X. On a donc J = K. De plus le
polynéome dévivé de P(X) = X? — X vaut P('X) = ¢X9 ! —1 = —1. Donc P et P’ sont premiers
entre eux et P posséde g racines distinctes dans K. Finalement K contient exactement les ¢ racines
distintes de P.

2 : Si K est un corps a g éléments, K* est un groupe d’ordre ¢ — 1. Donc tout z € K est
racine du polynome X7 — X a coefficients dans I, le sous-corps premier de K. Donc K est le corps
de décomposition de X9 — X sur F, deux tels corps de décomposition sont isomorphes d’apres la
Proposition 3.3.3. =

Exercice 3.4.2 Donner les tables d’addition et de multiplication du corps Fy.

Théoréme 3.4.3 F est un groupe cyclique a g — 1 éléments.
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Preuve. Notons F 'ensemble (nécessairement fini) de tous les ordres des élements de F* et u
le ppcm des éléments de E. Soit g = p{*---p?” la décomposition de p en facteurs premiers. Pour
tout ¢ = 1,...,r, il existe au moins un élément a; dans qu dont l'ordre est de la forme pj“m; avec
pi |/m;. Alors b; = a;"" est d’ordre p;*. On en déduit que b = by - - - b, est d’ordre p puisque les p;
sont distincts et que F est abélien. Le sous-groupe (b) de F;* engendré par b est d’ordre p. D’un
autre coté, tout élément a € IFqX vérifie a* = 1 donc est racine du polyndéme X* — 1 a coefficients
dans [F),. Ce polynéome posseéde au plus p racines ce qui implique que ‘qu} < p. On en déduit donc
que FxX = (b) est cyclique. m
Attention :

1. Une erreur répandue consiste a confondre le corps I, avec I'anneau Z/qZ. Les deux ne coin-
cident uniquement que lorsque ¢ = p est un nombre premier et pas pour ¢ = p"™ avec n > 1
comme on peut facilement s’en convaincre grace a I'exercice précédent.

2. Ce qui précéde ne permet pas de conclure que tout corps fini est commutatif puisqu’isomorphe
a un corps de décomposition sur F,. En effet, toutes les constructions précédentes supposent
déja que les corps considérés sont commutatifs. Nous verrons que le théoréme de Wedder-
burn affirmant que tout corps fini est commutatif peut se prouver en utilisant la notion de
polyndmes cyclotomiques qui fait ’objet du paragraphe suivant

3.5 Polynémes cyclotomiques

Soit K un corps et n > 1 un entier. On considére le polynoéme P,(xz) = X™ — 1. On suppose
que la caractéristique de K ne divise pas n, autrement dit qu’elle est nulle ou égale a un
nombre premier p premier avec n. Dans ce cas, P! (X) = nX""! est premier avec P,(X), donc
ce dernier n’admet que des racines simples dans un corps de décomposition. Les racines de P,
sont les racines m-iéme de l'unité (sur K). Elles forment un groupe de K* que nous noterons

Unx == {{eK | =1}

Proposition 3.5.1 U,k est un groupe cyclique et |U, x| < n. Le corps K contient un corps iso-
morphe au corps de décomposition de P, ssi on a Uy x ~ Z/nZ.

Preuve. On a bien star |U, k| < n puisque P, a au plus n racines dans K. Il suffit alors de
reprendre la preuve du Théoréme 3.4.3. On note F ’ensemble des ordre des éléments de U, k et p
le ppcm de ces ordres. On en déduit I'existence d’un sous-groupe cyclique G' d’ordre p dans U, k.
Comme les éléments de ce groupe sont racines de X# — 1 & coefficients dans K, on a |U,, x| < p ce
qui montre que G' = U, k est cyclique. m

Exemple 3.5.2 Le groupe Uy est isomorphe & Z/27Z alors que Uy est isomorphe & Z./AZ.

On suppose jusqu’a la fin de cette section sur les polynémes cyclotomiques, que K contient
un sous-corps isomorphe au corps de décomposition de P,,. Dans ce cas U, x ~ Z/nZ. Une
racine § € Uy, g d’ordre n est dite primitive. C’est alors un générateur de U, k. on notera UnXK le

= ¢(n).

sous-ensemble des racines primitives. D’apres la proposition précédente, on doit avoir ‘UnXK
b

On appelle n-ieme polynome cyclotomique sur K le polynome ¢, x € K[X] défini par

o (X) = ] (Xx-9.

geU,jK
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Il s’agit donc d’un polynome unitaire de degré ¢(n). Par ailleurs, l'ordre d’une racine ¢ de P, est
un diviseur d de n. Cela découle de la proposition précedente. En regroupant les racines n-iéme
ayant le méme ordre d, on obtient immédiatement ’identité

X" =1 =] bax(X). (3:2)
dln

En comparant les dégrés, on retrouve 'identité bien connue

n=>_ od)

din

ou ¢ est la fonction indicatrice d’Euler. En outre, (3.2) permet le calcul des polynémes cycloto-
miques par récurrence. On a en effet ¢; x(X) = X — 1. Ensuite I'identité X2-1= d1r(X)p2k(X)
donne ¢y x(X) = X + 1. De facon générale, nous avons

I
Hd\n,d<n ¢d,K<X) .

¢n,]K(X)

Exercice 3.5.3 Vérifier que ¢ox(X) = X2+ X + 1, pax(X) = X2+ 1, ¢p5x(X) = X+ + X3 +
X2+ X +1, ppx(X)=X?— X+ 1.

Proposition 3.5.4 Pour tout entier n > 1,
1. ¢no(X) € Z[X],

2. opr(X) = f(ono(X)) o f : Z — K est le morphisme canonique (3.1). Ainsi ¢px(X) =
dn,0(X) si K est de caractéristique nulle et dans le cas contraire ¢n x(X) s’obtient & partir
de ¢n.0(X) par réduction modulo p.

Preuve. 1 : On raisonne par récurrence sur n. On a ¢;g(X) = X — 1. Si on suppose que
¢a,0(X) € Z[X] pour tout d < n, F(X) = [y, 4<pn Pa0(X) € Z[X] et I est unitaire. On peut
alors, d’apreés la Proposition 2.2.2, effectuer la division euclidienne de X™ — 1 par F(X) dans
Z[X]. Elle s’écrit X" —1 = F(X)Q(X)+ R(X) dans Z[X]. Mais dans Q[X], on doit avoir X" —1 =
F(X)¢n,0(X). Donc dans Q[X], R(X) = F(X)(¢n0(X) —Q(X)). Mais d(R) < d(F'). Cela impose
que dn0(X) = Q(X) € Z[X].

2 : La encore on raisonne par récurrence. Le cas n = 1 est immédiat. Dans Z[X], on a d’apres le 1,
X" —1=F(X)¢no(X). En appliquant le morphisme f, cela donne X" —1 = f(F(X))f(¢n,0(X)).
Or par hypothese de récurrence f(F'(X)) = ljn4<n @ax(X). Puisque K[X] est intégre, on en
déduit que f(¢pp (X)) = dpr(X). =

Pour alléger les notations, on pose ¢, x = ¢, lorsque K est de caractéristique 0 et ¢, x = ¢p p
lorsque K est de caractéristique p.

Théoréme 3.5.5 Les polynomes cyclotomiques ¢, sont irréductibles sur Z (donc aussi sur Q).

Preuve. Soit P € Z[X] un facteur irréductible de P. Il existe Q € Z[X] tel que ¢, = PQ.
Soit E I’ensemble des racines de P dans C. Ces racines sont des racines n-iéme de 1 de polynéme
minimal P.
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On va montrer par 'absurde que pour tout & € E et tout p premier ne divisant pas n, £ € F.
Supposons qu’il existe £ € F et p premier avec n tel que & ¢ E, i.e. P(P) # 0. Comme ¢(£P) =0
(&P est racine primitive de 1 puisque n et p sont premiers entre eux), on doit avoir Q(&P) = 0.
Ainsi € est racine de Q(XP). Comme P est le polynéme minimal de £, et qu'il est unitaire, il existe
R € Z[X] tel que Q(XP) = P(X)R(X). Dans Z/pZ[X] (i.e. en passant aux classes modulo p),
on obtient Q(X?) = Q(X)? = P(X)R(X). Soit L un corps de décomposition de P sur Z/pZ et
a une racine de P dans L. Alors Q admet également o comme racine dans L. Cela implique que
Gnp = ¢, = PQ admet une racine d’ordre au moins 2 dans L ce qui est impossible car toutes les
racines de X™ — 1 sont simples dans IL & cause de I’hypothése p ne divise pas n.

Ainsi pour tout nombre premier p ne divisant pas n, F est stable par le passage a la puissance p. Il
s’ensuit qu’il est stable par passage a n’importe quelle puissance r premiére avec n (en décomposant
r en facteur premiers) et donc que F contient toutes les racines primitives n-iémes. Donc ¢, = P
est bien irréductible sur Z. m

Puisque ¢, est irréductible sur Q et ses racines sont les racines primitives n-iémes de 1, on a le
corrolaire suivant.

Corollaire 3.5.6 Si & est une racine primitive n-iéme de 1 dans un corps de caractéristique nulle,
son polynome minimal sur Q est ¢, et donc [Q(§) : Q] = p(n).

Les polyndémes cyclotomiques ont de nombreuses appplications, notamment en cryptographie.
Ils permettent également de démontrer le théoréme fondamental qui suit.

Théoréme 3.5.7 (de Wedderburn) Tout corps fini est commutatif.

Preuve. Soit K un corps fini (éventuellement non commutatif). On note k son centre, i.e.
k:={zx € K| zy = yz,Vy € K}. On vérifie facilement que k est un corps commutatif fini et que K
est un k-espace vectoriel de dimension finie n. Ainsi si |k| = ¢, on a |K| = ¢". Le groupe K* opére
sur K par automorphismes intérieurs. On note pour tout = € K, w(z) orbite de x sous cette action.
Soit ky := {y € K| zy = yx}. Alors k, est un sous-corps (éventuellement non commutatif) de K.
C’est aussi un espace vectoriel sur k de dimension, disons d. Le stabilisateur de z est k). Puisque
kX c K*, on doit avoir ¢ — 1| ¢® — 1 ce qui implique que d | n. Il s’ensuite que |w(z)| = ZZ:}. En
utilisant la relation (3.2), on obtient alors |w(z)| = [I,,nmja @m(q). Lorsque d < n, on a donc
dn(q) | |w(z)|. Par ailleurs, I’équation des classes s’écrit

K| =[]+ |w(z)].

x¢k

On en déduit que ¢, (q) divise |k*| = ¢ — 1, en particulier ¢,(q) < g — 1. Posons ¢, (q) = (¢ —
&)+ (¢ — & ). On montre facilement que, les racines de 1 étant de norme 1 dans C et ¢ étant un
nombre entier, on a |g — &| > g — 1 si & # 1. Cela implique que ¢,,(q) = ¢1(q¢) = ¢ — 1 car sinon
|pn(q)] > ¢— 1. Donc n =1 et K =k est commutatif. m
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Chapitre 4

Théorie de Galois

4.1 Introduction

La théorie de Galois nait, vers la fin des années 1820, de la résolution par Evariste Galois (1811-
1832) du probléme suivant : étant donné un polynéme P = ag + a1 X + --- + agX? a coefficients
rationnels,peut-on résoudre ’équation P = 0 par radicaux? Ce qui, grossiérement, revient & ré-
pondre & la question suivante : existe-t-il des formules exprimant les d racines complexes de P en
fonction de ses coefficients, formules n’impliquant, outre les opérations élémentaires + et x, que
des radicaux {/z avec n > 27

Pour d = 2, la réponse via le discriminant de I’équation, est bien connue. Pour d =3 et d =4 il
existe des formules analogues quoique plus compliquées. Lorsque d > 5, la réponse de Galois est la
suivante : il n’existe pas de formule générale, c’est- a-dire de formule qui serait valable pour tous
les polynémes de degré d.

L’argument de Galois est révolutionnaire : il s’agit du premier exemple de dictionnaire entre
deux théories, en 'occurrence la théorie des corps et la théorie des groupes. Ce n’est pas un diction-
naire parfait, c’est- a-dire qu’il ne concerne pas n’importe quel corps ni n’importe quel groupe, et
surtout c’est une théorie relative : elle ne concerne pas les corps en tant que tels mais les extensions
d’un corps fixé. Le principe est d’associer au polynéme P un sous-groupe G(P) du groupe des
permutations des des racines complexes de P. En langage moderne, il s’agit du groupe des auto-
morphismes du corps Q(P) engendré par les racines complexes de P. La théorie de Galois montre
que les sous-corps de Q(P) sont en correspondance bijective avec les sous-groupes de G(P). C’est
ce qu’on appelle la correspondance de Galois.

Si I’équation générale du d-iéme degré n’est pas résoluble par radicaux, certaines équations
particuliéres, comme X¢ = 0, sont résolubles, et ce quelque soit la valeur de d. On aimerait donc
avoir un critére, portant sur P, permettant de décider dans quels cas I’ equation P = 0 est résoluble
par radicaux. La correspondance de Galois permet de traduire la question dans des termes de la
théorie des groupes, ce qui donne le critére suivant. L’équation P = 0 est résoluble par radicaux si
et seulement s’il existe une suite finie décroissante :

G(P)=Go2G1 DD Gp={1}

de sous-groupes de G(P) tels que, pour tout ¢ > 0, d’une part G;41 soit distingué dans G; et d’autre
part le groupe quotient G;/G;41 soit cyclique.

Depuis sa création il y a prés de deux siécles, la théorie de Galois qui n’était, a ’origine qu’un
moyen de résoudre un probléme donné est devenu une théorie jouant un role important dans
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plusieurs domaines des mathématiques. En particulier, La théorie de Galois classique des extensions
finies d’un corps quelconque qui fait 'objet de ce qui va suivre.

4.2 Séparabilité et théoréme de I’élément primitif

Soit K C L une extension. On rappelle que IL est monogeéne lorsqu’il existe o € L tel que
L =K(«a). Il est souvent facile de construire explicitement un élément primitif. Ainsi, prenons

K = Q, et L = Q(+v/2,v/3). Montrons que . = Q(a), avec o = v/2 4+ /3. Il est clair qu’il suffit
3

de démontrer que v/2 et /3 sont dans Q(«), or un calcul direct montre que V2 = %

lla — «
V3 = ———— Le théoréme de I'élément primitif qui fait 'objet de cette section, garantit en

et que

particulier 'existence d’un élément primitif dans toutes les extension finies de Q. Il est valable plus
généralement dans les extensions séparables que nous allons maintenant définir.

On dit que le polynome P € K[X] est séparable si il n’admet que des racines simples dans un
corps de décomposition.

Proposition 4.2.1

1. P est séparable ssi P et P’ sont premiers entre euz.
2. Si K est de caractéristique nulle, tout polynome irréductible de K[X] est séparable.

3. Si K est de caractéristique p > 0, P € K[X] irréductible est inséparable sur K ssi P € K[XP].

Preuve. Découle facilement du fait que P et P’ ont un facteur commun ssi P/ = 0 (car dans
cecas P € (P)). m

Exemple 4.2.2 Le polynome X3 — 2 est séparable sur Q.

Soit K C L une extension. Un élément = € LL est dit séparable si son polynéme minimal est
séparable. L’extention IL est dite séparable sur K si elle est algébrique sur K et tous ces éléments
sont séparables. En particulier, toutes les extensions algébriques sont séparables en caractéristique
nulle et le corps fini F, avec ¢ = p™ est une extension séparable de F,, (tout polynéme minimal
divise X9 — X qui n’a que des racines simples). Si K C . C M est une tour d’extensions avec M
séparable sur K, alors IL est séparable sur K et M est séparable sur L.

Le théoréme de ’élément primitif peut s’énoncer ainsi :

Théoréme 4.2.3 (de I’élément primitif) Soit K C L une extension de dimension finie n et €
la cloture algébrique de K. Les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

1. L’extension L est séparable sur K
2. L’extension est engendrée par des éléments séparables.
3. 1l existe exactement n morphismes de . dans Q) laissant invariant K.

4. L est une extension monogéne engendrée par un élément séparable (appelé élément primitif).
Pour prouver ce théoréme, nous aurons besoin de plusieurs propositions intermédiaires.

Proposition 4.2.4 On considére la tour d’extensions K C L C Q ou Q est la cloture algébrique
de L. On suppose qu’il existe o € L tel que L = K(«) et que n = [K(«) : K] est finie.
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1. 1l existe au plus n morphismes de L. dans € laissant K invariant.

2. « est séparable ssi ce nombre vaut exactement n.

Preuve. 1 : Soit P le polynéme minimal de o dans K. Pour toute racine 8 de P dans 2, il existe
un morphisme de L. dans  laissant K invariant qui & « associe (3. Ceci est du au fait que K(a) ~
K(8) ~ K[X]/(P). Réciproquement, si f est un tel morphisme alors P(f(«)) = f(P(«))) = 0. Donc
« a pour image par f une racine de P. En conclusion, il existe exactement autant de morphismes
que de racines de P dans 2. Dans le cas général il n’existe donc jamais plus de morphismes que le
degré de P, lequel est égal a la dimension de K(«).

2 : Une condition nécessaire et suffisante d’égalité entre le nombre de morphismes et la dimension
de L est la séparabilité de . m

Proposition 4.2.5 On considére la tour d’extensions K C L C €.

1. Soit S un ensemble de morphismes distincts de I dans Q laissant K invariant. Alors les
éléments de S sont linéairements indépendants sur €.

2. Supposons [L : K| = n. Alors, le nombre de morphismes L dans Q laissant K invariant est
mnférieur a n.

Preuve. 1 : Soient fi,...,f, € S et ai,...,a, dans Q tels que Y 1" ; a;f; = 0. On suppose
de plus que n est choisi minimal parmi toutes les combinaisons linéaires nulles d’éléments de S
a coefficients dans ) non tous nuls. On a donc n > 2 et a; # 0 pour tout ¢ = 1,...,n. Comme
f1 # fo, lexiste y € L™ tel que fi(y) # f2(y). Pour tout « € L, on a alors Y = ; a; fi(xy) = 0. Ainsi
Yorqaifi(x)fily) = 0 et >0 aifi(z)fi(y) = 0. En retranchant ces deux égalités, on obtient
Sorsaifi(x)(fi(y) — fi(y)) = 0. Cela contredit le choix de n. Les éléments de S sont donc bien
linéairement indépendants.

2 : Soit F 'espace vectoriel sur le corps 2 des applications linéaires sur K de L dans Q. Si
B ={ly,...,ly} est une base de L, f € F est complétement déterminé par f(B) € Q". Cela montre
qu’en tant qu’espace sur €2, F est de dimension n. En effet I’application

J E=Q"
. { F s (F0)se (1)

est un isomorphisme de ) espace vectoriels. D’aprés le 1, tout sous-ensemble de morphismes de L
dans € laissant K invariant forme une famille libre sur 2. Donc ’ensemble de tels morphismes est
fini et son cardinal est inférieur ou égal & n. m

Proposition 4.2.6 Soit L un corps et  sa cloture algébrigue. On considére la tour d’extensions
KcK;cLcqQ.

1. Supposons que L soit une extension finie de K. Alors tout morphisme f de Ky dans Q) laissant
imwvariant K se prolonge en un morphisme de I dans Q) laissant K invariant et laissant fize
une base de . sur Kj.

2. Supposons que L soit une extension finie de Ky contenant ny morphismes de . dans ) laissant
mvaritant Ky et telle que Ky soit une extension de K contenant no morphismes de K dans
Q laissant invariant K. Alors, il existe au moins nins morphismes de I dans € laissant K
nvariant.
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3. Supposons que 1L soit une extension finie de K de dimension n. Si L est engendrée par des
éléments séparables, alors il existe exactement n morphismes de I dans Q2 laissant invariant

K.

Preuve. 1 : K est un espace vectoriel sur K; de dimension m. Il existe donc une base B =
(l1,1l9,...,lyn) ou ly =1 de L sur Ky. On considere 'application g de K; dans Q définie par

g(1) = f(A)li pour tout I = Al; € Lavec A € Ky i =1,...,m.
=1 =1

Ces égalités montrent que g définit un morphisme qui laisse K invariant.

2 : Soit m : Ky — Q laissant K invariant et m’ : L — Q laissant K; invariant. Il est facile de
construire un morphisme m x m’ de L. — € laissant K invariant. Pour tout [ = Z:il Ail; € L avec
N €Ky, =1,...,m, posons

mxm/(l) = Zm'()\i)m(li). (4.1)
i=1
L’application m * m’ est linéaire sur K;. De plus si I’ = Z;n:l )\;-lj, on a
moem/ (W) =mosm' | YOS TANNLL | =0 m/ (NNm(lily) = msm/ (1) x mosm/ (1)
j=li=1 j=1i=1

puisque m et m’ sont des morphismes de corps. L’application mxm’ définit donc bien un morphisme
de corps. Noter que I3 = 1, donc m(l;) = 1. Il s’ensuit que la restriction m m"Kl coincide avec m/.
Donc m * m’ laisse K invariant puisque m’ laisse K C K; invariant. Cela montre également que si
m} et mb sont deux morphismes de K; dans €2, les morphismes m * m/ et m x m}, sont disctincts.
D’un autre coté, la restriction m * m" g de m ala base B coincide avec m sur B. Donc si my et mg
sont deux morphismes de L. dans € disctints, m; * m’ et mo * m’ sont disctincts ce qui termine la
preuve de ’assertion 2.

3 : Montrons la proposition P(k) suivante par récurrence sur k : “Si une extension finie L d’un
corps K est générée par k éléments séparables de L., alors le nombre de morphismes de I dans 2
laissant invariant K; est au moins égal & la dimension de L sur K;”. Si k = 0, la proposition est
trivialement vraie. Supposons le résultat vrai pour k et supposons que IL est généré par une famille
{li,...,lk+1} de k+1 éléments. Posons K; = K(lx41). L est alors une extension de K(l;11) générée
par k éléments séparables. L’hypothése de récurrence montre qu’il existe au moins [L : K(lx11)]
morphismes de L dans 2 laissant invariant K(lx41). Par ailleurs, d’aprés la Proposition 4.2.4, le
nombre de morphismes de K(l,,,11) dans  laissant invariant K vaut exactement [K(lz41) : K]
puisque i1 est séparable. Maintenant, d’apres le 2, il existe au moins [L : K(lx11)][K(lp41) : K] =
[L : K] morphismes de L dans 2 laissant invariant K ce qui prouve la proposition P(k). Donc si L
est séparable, il existe au moins n morphismes. Or d’aprés le point 2 de la proposition précédente
il en existe au plus n. Cela termine la preuve. m

Nous aurons encore besoin d’un lemme général sur les espaces vectoriels.

Lemme 4.2.7 Soit K un corps infini et E un K-espace vectoriel. Soit Fy,. .., F. une famille finie
de sous-espaces de E disctincts de E. Alors \J;_, Fi # E.
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Preuve. On procéde par récurrence sur r. La cas r = 1 est immeédiat. Supposons par ’absurde
que E = J;_, F;. Par hypothese de récurrence, il existe z tel que z ¢ U:;ll F;. On a donc z € F;.
Soit y ¢ F,.. Alors y € U::_ll F;. L’ensemble des vecteurs {z + Ay} étant infini puisque K est infini,
il existe i € {1,...,r} et deux scalaires \ et u tels que x + Ay € F; et x + py € F;. Cela implique
que z et y sont dans F; ce qui est impossible compte tenu des hypothéses sur z et y. m

Proposition 4.2.8 Soit I une extension séparable sur K et Q) sa cloture algébrique. On suppose
que [L : K] = n. Alors il existe « € L ayant n images disctinctes par les morphismes de la
Proposition 4.2.6.

Preuve. Si L est fini, alors le groupe IL* est un groupe cyclique. Si « est choisi parmi les
éléments générateurs du groupe, il posséde n images distinctes par les n morphismes. Sinon, il
existerait des morphismes confondus. Cela démontre la proposition dans le cas fini.

Si IL est infini, soit V; ; I’ensemble des vecteurs de L ayant méme image par le i-iéme et le j-ieme
morphisme. C’est un sous-espace vectoriel différent de L. D’aprés le lemme précédent, I'union des
Vi,j n'est pas égale a L. Il existe donc un élément o de L qui n’est élément d’aucun V;; et la
proposition est démontrée. m

Preuve du théoréme de I’élément primitif. Nous sommes maintenant en mesure de ter-
miner la preuve du théoréme de 1’élémént primitif. Il s’agit de démontrer I’équivalence des quatre
assertions du Théoréme 4.2.3.

1 = 2: Ce résultat découle de la définition d’une extension séparable et du fait que 'extension
est finie.

2 = 3: Il s’agit de 'assertion 3 de la Proposition 4.2.6.

3 =>4 : D’aprés la Proposition ci-dessus, il existe un élément o € I ayant n images distinctes
par les m morphismes de I'assertion 3. Alors son polynéme minimal est de degré n puisque ces n
images en sont des racines. Cela implique que K(«a) est un espace vectoriel inclus dans L et de
méme dimension. Ainsi L = K(«).

4 = 1 : Soit a un générateur de L. D’aprés la Proposition 4.2.4, comme « est séparable, son
polyndéme minimal posséde n racines disctinctes et il existe exactement n morphismes de I dans 2
laissant K invariant. Soit 5 € L = K(«). Il découle de la preuve de la Proposition 4.2.6, que « étant
séparable, tout morphisme de L. dans € laissant K invariant se décompose sous la forme m x m/
(voir 4.1) ou m : K(B) — Q laisset K invariant et m’ : K(a) —  laissant K(f) invariant. D’apres
la Proposition 4.2.4 le nombre g de morphismes m est inférieur ou égal a [K(53) : K] et le nombre
de morphismes m’ vaut [K(«) : K(8)] puisque « est séparable. On a donc

n = q[K(a) : K(8)] < [K(8) : K][K() : K(8)] = n.
Donc [K(B) : K] = ¢ et 3 est séparable. m
Corollaire 4.2.9 Toute extension de dimension finie sur un corps fini ou de caractéristique 0 est
monogene.

Preuve. Cela découle du théoréme de I’élément primitif puisqu’une telle extension est séparable.
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4.3 Correspondence de (Galois
Commencons par définir la notion d’extension normale.

Proposition 4.3.1 (et définition) Soit K C L une extension finie. Si L vérifie l'une des deux
propositions suivantes, on dit qu’elle est normale.

1. Tout morphisme de corps de L laissant invariant K et a valeurs dans €2, la cloture algébrique
de K contenant 1L, est un automorphisme de L.

2. Tout polynoéme irréductible o coefficients dans K ayant au moins une racine dans I a toutes
ses racines dans L (ie. que tout polynome irréductible de K[X] ayant une racine dans L se
décompose en facteurs linéaires dans K[X]).

Preuve. 1 = 2 : Soit P € K[X] irréductible ayant au moins une racine o dans L. On a vu
dans la preuve de la Proposition 4.2.4 que pour toute racine 8 de P dans €2, il existe au moins un
morphisme f: L —  laissant K invariant. Comme un tel morphisme est un automorphisme de L,
B € L et donc toutes les racines de P sont dans L.

2 = 1: Soit f : L — Q un morphisme laissant invariant K. Considérons a € IL et P son
polynéme minimal. Le polynéme P est irréductible et toute ses racines sont dans L. donc f(«) qui
est une racine de P est dans L. Cela montre que 'image des morphismes f est dans L. Un tel
morphisme étant injectif, il s’agit d’un automorphisme de .. =

Soit K C L une extension finie. Le groupe de Galois de L sur K est le groupe Gal(L/K) est le
groupe des automorphismes de IL laissant K invariant. On note alors Kg le corps des éléments de LL
fixés par tous les éléments du groupe de Galois Gal(L/K), c’est a dire

Ko :={z €L |g(z) =z,Vg € g}.
Exercice 4.3.2 Vérifier que Gal(IL/K) est bien un groupe et que Kq est bien un corps.
L’extension K C L est galoisienne lorsque Ko = K.

Exemple 4.3.3
1. Soit L = Q(3/2). Pour tout o € Gal(LL/Q), on doit avoir o(¥/2)® = 2. Donc o(V/2) = V/2 et
le groupe de Galois est réduit a lidentité. On a donc Ky = L et I n’est pas une extension
galoisienne.
2. Soit L = Q(+/2,1) le corps de décomposition de P(X) = X* —2 sur Q. L. est une extension

normale de Q de degré 8 et contient (avec o = V/2), +a, +ia, +i. Si o € Gal(L/Q), on doit
avoir o(a) € {*+a,tia} et o(i) = +i donc on a au plus 8 automorphismes. En définissant

o et T par o(a) = ia,0(i) =i et T(a) = «a,7(1) = —i, on voil que o est d’ordre 4 et T est
d’ordre 2. De plus Tom = o~1. On en conclut que Gal(L/Q) est isomorphe au groupe diédral
d’ordre 8.

Proposition 4.3.4 Soit L une extension algébrique finie de K. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

1. L est une extension galoisienne de K.

2. L est une extension normale et séparable.
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3. |Gal(L/K)| = [L : K].

Preuve. 1 = 2 : Soit o € L et P son polynéme minimal. On note E I’ensemble des racines
de P appartenant a L. Soit Q(X) = [[scp(X — B). Il est clair que pour tout o € Gal(L/K), on
a 0(Q) = Q. Donc les coefficients de Q € L[X] sont dans Ky. Mais comme Ky = K, @ € K[X]
et annule «. Il s’agit donc d’un multiple de P mais comme d(Q) < d(P), on a en fait P = @ et
I’extension est normale. Elle est également séparable car P = () a toutes ses racines distinctes.

2 = 1 : Soit K le corps fixe de Gal(L/K). Comme L est séparable, il existe d’apres le théoréme
4.2.3 a € L tel que L = K(a). Soit 5 € Kg. On peut écrire 5 = P(«) avec P € K[X] et d(P) < [L:
K]. Posons Q(X) = P(X) — 8 € Ko[X] et soit u le polynome minimal de «. Si o/ est racine de p,
on a o € L car I'extension est normale. De plus, il existe un unique élément o € Gal(L/K) tel que
o(a) = . Comme Q est a coefficients dans Ky, il s’ensuit que Q(¢/) = Q(o(a)) = o(Q(a)) = 0.
Donc @’ et u sont deux polyndmes a coefficients dans Ky ayant les méme racines dans L. Il existe
c € Kp telle que P(X) — 8 = cu(X). Mais d(P) < [L : K] alors que d(p) = [L : K]. On doit donc
avoir c =0 et f = P(X) € K. Cela montre que Ky = K.

2 —> 3 : Si L est normale et séparable, il découle immédiatement du théoréme 4.2.3 et de la
Proposition 4.3.1 que |Gal(L/K)| = [L : K].

3 = 2 : Supposons |Gal(L/K)| = [L : K]. Le nombre ¢ de morphismes de L dans 2 laissant
K invariant est supérieur ou égal a n = |Gal(IL/K)|. Par ailleurs la Proposition 4.2.5, implique que
q < n.Donc g = n et d’aprés le théoréeme 4.2.3, I'extension est séparable. De plus, la proposition
4.3.1 implique qu’elle est normale. m

Corollaire 4.3.5 Soit K C L. une extension galoisienne. Alors pour tout corps intermédiaire K C
E C L, L est une extension de Galois de E. De plus Gal(L/E) est alors un sous-groupe de Gal(L/K).

Preuve. L’extension LL reste normale et séparable sur E. Par ailleurs tout automorphisme de
L qui stabilise E stabilise K. m

Exemple 4.3.6

1. Le corps Fyn est une extension finie de F,. Par ailleurs I’homomorphisme de Frobenius
F :z v+ aP est dans Gal(Fyn/F),) qui est un groupe d’ordre n. Comme F est d’ordre n,
Gal(F,n /IF,) est cyclique d’ordre n engendré par F'.

2. Soit & une racine primitive n-iéme de l'unité. Alors I = Q(&) est une extension galoisienne
de Q de degré o(n). Si o € Gal(L/K), o est déterminé par o(€) = €8 ou k est premier avec
n. On a donc Gal(L/K) ~ (Z/nZ)* le groupe des inversibles de Z/nZ.

Soit K C L une extension de G = Gal(LL/K). Si H est un sous-groupe de G, on note L := {z €
L | h(z) = z,Vh € H} le sous-corps des invariants de L par H. De facon duale, & tout sous-corps
E de L contenant K, on peut associer H = Gal(L/E). Soit G I’ensemble des sous-groupes de G
et € 'ensemble des sous-corps de L contenant K. D’aprés de ce qui précéde, on dispose des deux
applications suivantes :

g —¢ ¢ G
b { rgm =14 { ®(E) = H = Gal(LL/E) (4.2)

toutes deux décroissantes pour inclusion. De plus, pour tout H € G, on a H C ® oI'(H) et pour
tout E €€, ECT o®(E).
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Exemple 4.3.7 Pour L = Q(v/2), on a vu que G = {id} et ®(Q) = {id}, T' o ®(Q) = L. On voit
donc que les applications I' et ® ne sont en général pas réciproques 'une de ’autre. Noter qu’ici,
L n’est pas une extension galoisienne de Q.

Nous admettrons le résultat suivant du a Artin (1898-1962) dont la preuve, un peu technique,
utilise essentiellement les mémes arguments que celle de la Proposition 4.2.5.

Théoréme 4.3.8 Soit H un groupe fini d’automorphismes d’un corps L. Alors L est une extension
finie de LY et [L: LH] = |H]|.

On dit que deux sous-corps E et B’ de € sont conjugués sur K si il existe 7 € Gal(L/K) tel que
7(E) =E'.

Lemme 4.3.9 Supposons que K C I est galoisienne.

1. Pour tout B €€ et 7 € Gal(L/K), on a Gal(L/7(E)) = 7Gal(L/E)r L.

2. Deux sous-corps B et B de € sont conjugués sur K si Gal(L/E) et Gal(L/E) sont des sous-
groupes conjugués dans Gal(LL/K).

Preuve. 1 : Posons B = 7(E). On a 7' € Gal(L/E') ssi 7/(¢/) = €’ pour tout ¢’ € E'. Mais on
peut poser ¢ = 7(e) avec e € E. Ainsi 7/ € Gal(L/E’) ssi 7/(7(e)) = 7(e) pour tout e € E, c’est a
dire que 7717/7 € Gal(LL/E) d’ou le résultat.

2: 51 E et B de € sont conjugués, leurs groupes de Galois le sont dans Gal(L/K) d’apres
le 1. Réciproquement, supposons qu’il existe 7 € Gal(L/K) tel que Gal(L/E') = 7Gal(L/E)7 1.
Posons H = Gal(L/E') = 7Gal(L/E)7~! = Gal(L/7(E)) ot la derniére égalité découle de 1.
L’extension L étant galoisienne sur [/, on a L¥ = /. De méme L étant galoisienne sur 7(E), on a
L7 =7(E). Dou E' = 7(E). m

Théoréme 4.3.10 Soit K C L une extension finie et galoisienne et G = Gal(L/K).
1. |G| =[L:K]
2. Les applications ® et T définies en (4.2) sont bijectives et réciproques l'unes de lautres.

3. Pour tout E dans &€, on a

|Gal(IL/K)|

[L:E] = |Gal(L/E)| et [E:K]= |Gal(L/E)|

— |[Gal(L/K) : Gal(L/E)]|.

4. E est une extension normale de K ssi Gal(L/E) est un sous-groupe normal (distingué) de

Gal(L/K). Dans ce cas, Gal(E/K) ~ Gal(L/K)/Gal(L/E).

Preuve. 1: Découle de la Proposition 4.3.4.

2 : Comme E est une extension galoisienne de L, on a E=F% ou ' = Gal(L/E) = ®(E).
Cela signifie que E =I" o ®(E). Maintenant pour tout H € G, on a déja vu que H C ® o I'(H).
Par ailleurs L reste galoisienne sur B/ = I'(H) = F# de groupe de Galois ® o I'(H). On a donc
[L:E]=|®ol'(H)| > |H|. Mais d’apreés le Théoréme 4.3.8, [L : E'] = |H|. Donc H = ® o I'(H)
ce qui, avec I'égalité E =I" o ®(E), montre bien que ® et I' sont réciproques 'une de 'autre.

3 : Découle du fait que E C L est galoisienne et de I'¢galité [L : K] = [L : E][E : K].

4 : Comme E est normale, E est une extension galoisienne de K. Si 7 € Gal(L/K), 7(E) = E.
En effet si @« € E a pour polynéme minimal P € K[X], 7(«) est encore une racine de P donc
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appartient & E. On a alors Gal(L/E) = Gal(L/7(E)) = 7Gal(L/E)7~! d’aprés le lemme précédent.
Donc Gal(L/E) est distingué dans Gal(L/K). Réciproquement, si Gal(L/E) est distingué, on a
pour tout 7 € Gal(L/K), Gal(L/E) = Gal(L/7(E)). Autrement dit I'(E) = I'(7(E)). Mais comme
I" est une bijection, on a 7(E) = E et donc E est une extension normale de K. Maintenant, soit
G’ = Gal(E/K). On a vu que la restriction 75 de n’importe quel 7 € Gal(L/K) & E donnait un
élément de G’. Soit 6 I'application de G dans G’ qui a 7 associe 7g. Il s’agit d’un morphisme surjectif

de groupes puisque ’on peut toujours prolonger les morphismes d’aprés la Proposition 4.2.6. Par
ailleurs 7 € ker 0 ssi 7 € Gal(L/E), d’on Gal(E/K) ~ Gal(L/K)/Gal(L/E). m

4.4 Groupes et équations résolubles

4.4.1 Groupes résolubles

Soit G un groupe. On utilise la notation classique H <1 G pour signifier que H est un sous-
groupe distingué de G, c’est & dire que H est un sous-groupe de G tel que gHg~' = H pour tout
g € G. Nous renvoyons a [2] pour les notions de base sur les groupes. On dit que G est résoluble si
il existe une suite décroissante (pour l'inclusion) finie de sous-groupes

G:GOI>G1D"'I>Gr+1:{l} (4.3)

telle que chaque quotient G;/G;y1,7 =0,...7 — 1 est un groupe abélien.

On rappelle que le groupe dérivé de G se note D(G). Il s’agit du groupe engendré par les
commutateurs [x,y] = xyz~ly~l, 2,y € G du groupe G. On vérifie facilement que D(G) < G
et que G/D(G) est le plus grand quotient abélien de G, c’est a dire que si G/H avec H < G est
abélien, alors, D(G) < H. Par ailleurs, D(G) = {1} si et seulement si G est abélien. La série dérivée
de G est la suite des groupes D*(G),i > 0 définie par la relation de récurrence

D%(@G) = G et D"Y(G) = D(D'(G)) pour tout i > 0.

Il est clair que 'on a
G =D°G) > DYGy) > D*G) > - -

Proposition 4.4.1 Le groupe G est résoluble si et seulement si il existe un entier r tel que D" (G) =
1.

Preuve. Il est clair, d’aprés la définition d’un groupe résoluble, que la condition D"(G) = 1
implique que G est résoluble. Réciproquement, suppose que G est résoluble. Il existe une suite
finie comme en (4.3). Comme G;/G;41 est abélien, D(G;) C G;41 pour tout i =0,...,r — 1. Cela
entraine que D*(G) C G;41 pour tout i = 1,...,r. Donc D"(G) = {1}. =

Exemple 4.4.2
1. Pour tout n > 2, D(S,) = Ax.

2. En particulier D(S3) = Az ~ 7./37 est résoluble puisque D?(S3) = {1}.

3. De méme D(S4) = A4. Le sous-groupe H = {1, (12)(34), (13(24), (14)(23)} de A4 est distingué
et abélien. Comme Ay est d’ordre 12, Ay/H est d’ordre 3, il est donc abélien. On dispose donc
de la suite décroissante Sy > Aq > Ay/H > {1}. Donc Sy est résoluble.
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Proposition 4.4.3 Pour tout n > 5, on a D(Ay,) = A,. Donc S,, n'est pas résoluble pour tout
n > 5.

Preuve. Soit (abc) un 3-cycle de S,,. Comme n > 5, on peut choisir dans {1,...,n}\ {a,b,c}
deux entiers c et d distincts. Posons

T = [(adc), (bec)] = (adc)(bec)(acd)(bee) € D(Ay,).

On vérifie facilement que 7 = (abc) en calculant sont action sur {a,b,c,d, e} (les autres élements
étants invariants). Cela montre que tous les trois cycles sont dans D(A,). Or les 3-cycle engendre
Ay. Donc D(A,) =A4,. =

4.4.2 Equations résolubles par radicaux

Dans la suite de ce chapitre, nous nous limiterons aux sous-corps de C.
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Chapitre 5

Introduction a la géométrie algébrique

5.1 Notion de variété algébrique

L’introduction de la géométrie analytique par Descartes permet de faire un lien entre certains
objets géométriques et certaines équations algébriques. Ainsi les droites du plan ou les plans de
I’espace peuvent étre vus comme les ensemble des zéros des polyndomes de degré 1 a coefficients
dans R en deux ou trois variables. De méme les cercles du plan ou les sphéres de I'espace coincident
avec I’ensemble des zéros de polynomes de degré 2 a coefficients dans R. La géométrie algébrique
s’intéresse a I'étude des variétés affines, c’est a dire a I’étude de 'ensemble des zéros communs &
une famille de polynémes & plusieurs variables sur un corps donné.

Plus précisément, soit K un corps et n > 1 un entier. On note A= K[X1,...,X,]. Si P € A, on
dit que (z1,...,z,) € K" est un zéro de P si P(z1,...,z,) = 0. Soit S une partie de A. On note
V(S) le sous-ensemble de K" des zéros communs & tous les éléments de S. Un tel sous-ensemble
s’appelle une variété (algébrique) affine de K™.

Exemple 5.1.1
1. Ona V(1) =0 et V(0) = K", le vide et l’espace sont des variétés de K.
2. Le point M = {x = (z1,...,%n)} est une variété correspondant o S = {X1—x1,...,Xpn—Tn}.

3. Tout sous-espace de K™ est une sous-variété.

Exercice 5.1.2 L’ensemble des x tel que sinx = 0 n’est pas une sous-variété affine de R?.

Les propriétés suivantes se vérifient aisément :

1. Si S c S alors V(S) D V(5.

2. Si (S) est I'idéal engendré par S, V(S) = V((9)).

3. L’anneau A étant noetherien (Theoréme 2.3.2), I'idéal (S) est engendré par un nombre fini

de polynomes Pi, ..., P, de sorte que V(S) = V(Pi,..., P,). Toute sous-variété de K" peut
donc étre définie par un nombre fini d’équations.

4. On a V(S1) NV (S2) = V(S1 U S2). Plus généralement U'intersection d’une famille de sous-
variétés est une sous-variété.

5. On a V(S1) UV(S2) = V(S5152). Plus généralement la réunion d’une famille finie de sous-
variétés est une sous-variété.
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6. Il découle du 5 que tout sous-ensemble fini de K™ est une sous-variété.

7. On peut définir une topologie (la topologie de Zariski) sur K" en prenant comme fermés
I’ensemble des sous-variétés.

5.2 1Idéal associé a une variété affine

Une variété V peut étre définie par différents ensembles d’équations. Il existe néanmoins une
fagon naturelle d’associer un idéal a n’importe quel sous-ensemble V' de K" (pas forcément a une
variété). On Note I(V) l’idéal de A des polyndémes qui s’annulent en tous les points de V. On a les
propriétés suivantes :

1. V.C V(I(V)) avec égalité ssi V est une variété affine. En fait, V(I(V)) est 'adhérence de V/
pour la topologie de Zariski.

2. S C I(V(S)) mais il n’y a en général pas égalité méme lorsque S est un idéal. Par exemple
I(V(X?)) = (X). La relation entre les idéaux I et I(V(I)) fait l'objet du Nullstellensatz et
sera étudiée dans le prochain paragraphe.

3. L’anneau A étant noetherien, toute suite décroissante (pour l'inclusion) de sous-variétés est
stationnaire (la suite des idéaux associés est croissante).

4. SiV =V3 UV, ou Vq, Va sont deux variétés affines, 1(V) = I(Vi) N I(Va).

5. SiV =VinNVyou Vi, Vs sont deux variétés affines, I(V') D I(V1)I(Va).

La sous-variété de R? définie par X1 X = 0 se décompose en les deux sous-variétés X; = 0 et
X5 = 0 qui ne peuvent étre a leur tour décomposées. On dit qu’'une sous-variété est irréductible si
elle n’est pas vide et n’est pas la réunion de deux fermés distincts (pour la topologie de Zariski).

Proposition 5.2.1 La sous-variété V est irréductible ssi I(V') est un idéal premier.

Preuve. Supposons V irréductible et soit P;P» dans I(V). On a V. C V(P1P) = V(P;) U
V(P3). Donc V est la réunion des fermés VNV (P;) et VNV (P). Mais comme V est irréductible,
onaV=VnNV(P)ouV=VNV(P)cestadire P, € I(V) ou P, e I(V).

Réciproquement, supposons que I(V) est un idéal premier et que V = V3 U V5 est la réunion de
deux fermés propres. Alors pour ¢ = 1,2, il existe un polynome P; tel que P; soit nul sur V; mais
pas sur V. Mais alors P; P, s’annule sur V' donc P} P, € I(V') ce qui implique que P; ou Ps est dans
I(V'). On obtient bien une contradiction. m

La condition de la proposition revient a dire que A(V) := A/I(V) est un idéal intégre. La
proposition implique donc que K™ est irréductible puisque I(K™) = {0}.

Théoréme 5.2.2 Toute sous-variété affine V non vide se décompose de fagon unique (& permu-
tation prés) en une r éunion finie de sous-variétés affines irréductibles, non contenues l’'une dans
Uautre.

Preuve. Existence : Supposons qu’il existe une sous-variété V non vide qui ne se décompose
pas en une réunion finie d’irréductibles. D’apreés le point 3 ci-dessus, ’ensemble de ces sous-variétés
admet un élément minimal V', qui est forcément réductible. On écrit V = V3 UV, avec Vi, V5 fermés
non vides et distincts de V. Par minimalité, V; est réunion finie d’irréductibles, d’oul contradiction.
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L’unicité est laissée en exercice. m

Les sous-variétés irréductibles V1, ..., V,. apparaissant dans la décomposition du théoréme sont
appelées les composantes irréductibles de la sous-variété affine V. Ona I(V) = I(V1)NI(Va)N---N
I(V}) et les idéaux I(V;) sont premiers.

5.3 Théoréme des zéros de Hilbert

Le théoréme des zéros de Hilbert, aussi appelé Nullstellensatz, précise le lien entre les idéaux
et les variétés algébriques. Il a été démontré par le mathématicien allemand David Hilbert. Com-
mengons par un lemme général concernant les algébres sur un anneau. On se donne un corps K et
A une K-algebre, c’est & dire que A est un anneau muni d’une structure de K espace vectoriel. On
dit que A est de type fini, si il existe un entier n € N et des éléments z1,...,z, dans A tels que
tout élément de A s’écrive comme un polynoéme en z1,...,x, a coefficients dans K. Autrement dit
A est de type fini si A ~K[X1,...,X,]/I ou I est un idéal de K[X7,..., X,]/I.

Soient A C B deux anneaux. On dit que B est entier sur A si tout élément de B est solution
d’une équation polynomiale & coefficients dans A.

Lemme 5.3.1 Soient A C B deux anneaux tels que B est entier sur A. Si B est un corps, alors
A est un corps.

Preuve. Soit z un élément non nul de A. Son inverse y dans B est entier sur A, donc on a une
relation du type ¢y + am_1y™ 1+ -+ a1y +ag = 0 avec m € N et a; € A). En multipliant cette
relation par 2™~!, on obtient y = —(ay_1 + - -+ a12™ 2 + apz™ ) et donc y € A. m

Proposition 5.3.2 Soit K un corps et soit A une K-algébre de type fini. Si A est un corps, alors
A est une extension algébrique finie de K.

Preuve. Pour tout n € N, notons P(n) la propriété suivante : “Si K est un corps et si A est
une K-algebre de type fini engendrée par n éléments qui est un corps, alors A est une extension
algebrique finie (donc un corps) de K ”. On raisonne par récurrence sur n. La propriété P(0) est
vraie car dans ce cas A =K. Sin = 1, on a A = K[z1]. Si z; était transcendant sur K, on aurait
A ~K[X] qui nest pas un corps. Donc z; est algébrique et par suite A est une extension algébrique
finie de K.

Supposons maintenant que n > 1 et que P(n — 1) est vraie. Soit A une K-algebre de type fini
engendrée en tant que K-algébre par des éléments x1,...,x, de A. On a donc A = Klzy,...,z,].
Soit A = K|z1] et soit L le corps des fractions de A; on a L. C A (car A est un corps) de sorte que
A est aussi une L-algébre de type fini engendrée par n — 1 éléments. Par hypothese de récurrence,
A est une extension algébrique finie de L. En particulier, les éléments x;, pour ¢ = 2,...,n, sont
algébriques sur L, donc il existe des polynomes unitaires P, ..., P, dans L[X] tels que P;(x;) =0
pour tout ¢ = 2,...,n. Soit 0 € K[z] le produit de tous les dénominateurs des coefficients des P;,
de sorte que les éléments xo, . . ., x, sont entiers sur Ay = A[1/6]. Ainsi, A est entier sur As (puisque
ses générateurs le sont tous) et comme A5 C A (car A est un corps), on déduit du lemme précédent
que Ag est un corps. Maintenant, supposons que x; est transcendant sur K. Alors A5 ~ K[X][1/P],
ou P € K[X] est un polynome non nul. L "elément 1 — X P est non nul dans As (P est un polynéme
en X) et il n’est pas inversible (car si il existe @ dans As tel que (1 — X P)Q = 1, en substituant
1/P a X on a une contradiction). Ceci contredit le fait que As est un corps. Donc z est algébrique
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sur K . Par suite L est une extension algébrique finie de K. Or on sait que A est une extension
algébrique finie de L ce qui conduit au résultat. m

Théoréme 5.3.3 (Nullstellensatz faible I) Soit K un corps algébriquement clos. Les idéaux
mazimauz de K[X1,...,X,] propres (i.e distincts de K[ X1, ..., X,]) sont de la forme

J = <X1—a1,...,Xn—an>
ou les a; sont des éléments de K.

Preuve. Montrons d’abord que les idéaux de la forme J = (X —ay, ..., X —a,) sont maximaux.
L’ application 0 : K[X1,..., X,] — K définie par §(P) = P(ai,...,ay) est un morphisme surjectif
d’anneaux. Soit P € ker 8. En écrivant la division euclidienne de P par X;—ay, puis celle du reste par
Xo—ag etc. on obtient P = (X1 —a1)Q1+- -+ (Xpn—an)Qn+P(a1,...,a,) avec Q; € K[Xj,..., X,]
pourj =1,...,n. Comme P € ker#, on en déduit que P € J. Donc ker 8 C J. L’inclusion réciproque
est évidente, donc ker @ = J. On en déduit que K[X7y,...,X,]/I ~ K, donc J est maximal. Noter
que ce résultat reste vrai méme si K n’est pas algébriquement clos.

Soit M un idéal maximal de K[X1,..., X,,] distinct de K[X7, ..., X,,]. Alors K[X1,..., X, |/M
est une K-algébre de type fini qui est un corps. D’apreés la proposition précédente, ¢’est une extension
algébrique finie de K et comme K est algébriquement clos, on a K[X1,..., X,]/M = K. Pour tout
i=1,...,n, il existe donc a; € K tel que X; —a; € M. Ainsi, 'idéal J = (X7 —a1,..., X, — an)
est contenu dans M. Mais comme on vient de le voir, J est maximal. Donc J = M. =

Théoréme 5.3.4 (Nullstellensatz faible II) Soit K un corps algébriquement clos et soit I un
idéal de K[X1,...,Xp]. On a V(I) =0 ssi I = K[X1,...,X,].

Preuve. 1l est clair que V(I) = 0 si 1 € I. Réciproquement, si I # K[Xq,...,X,], il existe
un idéal maximal M qui contient I. Daprés le théoréme précédent, M est de la forme M =
(X1 —ay,..., X, —ay). Pour tout P € I, ona P € M, donc P(ay,...,a,) =0, ce qui montre que
(a1,...,a,) € V(I). Ainsi, V(I) # 0. m

Le théoréme suivant précise la relation entre I et I(V(I)).

Théoréme 5.3.5 (Nullstellensatz) Soit K un corps algébriquement clos et soit I un idéal de
K[X1,...,X,]. Alors (V(I)) =+I={P|3ncN,P" € I}.

Preuve. Soit P € /1. Il existe un entier » > 1 tel que P" € I. Par conséquent, pour tout
x€V(I),onaP"(z)=0et donc P(z) = 0. Ainsi, P € I(V(I)). Réciproquement, soit P € I(V(I)).
Dans K[X1,...,X,,T], l'idéal J engendré par I et 1 — TP définit un ensemble algébrique vide
carsiz € V(J),onaxz € V(I), donc P(z) =0 (car P € I(V(I)). Par suite, (1 —TP)(x) =1 #
0. Posons I = (Py,...,Py) ou les P; sont dans K[X1,...,X,] (c’est possible car K[X1,...,X,)]
est noetherien). D’aprés le théoréme précédent, on a J = K[Xq,...,X,,T] et donc il existe des
polynomes Qo, ..., Qm € K[X1,...,X,,T] tels que

> PQi+(1-TP)Qo=1.
=1
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En substituant 1/P a T dans cette égalité, on obtient dans K[X1,..., X, T]

m

sz(XbaXm)Ql(Xla7Xm71/P) =1

=1

Il existe un entier r > 1 assez grand pour que P"Q;(X1,...,X,,1/P) soit dans K[X1,..., X, pour
tout 7 =1,...,n. On a alors

P =) Pi(X1,...,Xp)Qi(X1,...,Xm,1/P)P".

Donc PP €. m
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